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Transformace obrazu do frekvenéni oblasti
a jejich aplikace

Pavel Strachota, FJFI CVUT v Praze

Abstract. Motivated by the algorithms of lossy image compression, this
paper introduces the mathematics and applications of the discrete Fourier
transform in a way accessible to high school students. Both the theoretical
treatment and some visually appealing practical applications are presented.

Uvod

Vétsina z nés dnes rutinné pouziva digitalni fotoaparat v mobilu a
pofizuje s nim fotografie a videa, ktera sdili pres internet. Z internetu
nebo ze svého vlastniho datového tlozisté sledujeme filmy a poslouchame
hudbu. Zvykli jsme si tikat, ze si posilame ty ,JPEGy*“, poslouchame
2MP-trojky* a sledujeme ,MP-¢tyiky*“ (pravda, to posledni se zase tak
Casto nefika). Abychom to mohli délat, musime mit na poéitaci nainsta-
lované ty spravné ,kodeky“ (na mobilu to zpravidla az tolik nefesime,
prosté to funguje).

Zkratky JPEG [1], MP3 [2], MP4 [3] a mnoho dalsich podobnych
odkazuji na forméaty ukladani (kodovani) audiovizuédlnich dat tak sofis-
tikovanym zpiisobem, aby vysledné datové soubory zabiraly co nejméné
mista, a pfitom bylo moZné z nich rekonstruovat (dekédovat) pivodni
obrazovy nebo zvukovy zéznam. Kombinaci slov kddovani a dekédovani
pak vznikl vyraz ,kodek“, oznacujici implementaci téchto algoritmi, a to
typicky ve formé& programové knihovny vyuzitelné vice riznymi aplika-
cemi.

Oproti objemu ptuvodnich dat jsou vysledné soubory nékdy i o nékolik
Fad mensi, ¢ehoz lze na rozdil od univerzalnich kompresnich algoritmi
(napft. znamého ZIPu) dosdhnout pouzitim ztratové komprese. To zna-
mend, Ze rekonstruovana data nejsou (z hlediska uchované informace, tj.
hodnot jednotlivych bajti) identicka s daty pivodnimi, ale subjektivné
na pohled, resp. na poslech ¢lovék pozna jen nepatrny rozdil. Dnesni
algoritmy ztratové komprese Sikovné vyuzivaji vlastnosti lidského vni-
méni a z puvodnich dat zachovavaji jen takovou informaci, ktera je pro
smysly c¢lovéka podstatna. Klicovym nastrojem k dosaZeni tohoto cile
jsou matematické transformace, které umozni takzvané ,pievést data z
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oblasti prostorové do frekvenéni“. Napfiklad u transformovaného obréazku
jiz data neukazuji, na kterém misté je ktera barva, ale z jak vysokych
vln o riznych frekvencich se obrazek sklada.

Cilem prvni ¢asti naseho ¢lanku je vysvétlit a matematicky dokéazat
princip téchto transformaci a poté prakticky demonstrovat jejich funkci.
U ¢tenére nepfedpokladame vysokoskolské znalosti matematiky, a proto
samotnému dtikazu predchéazi shrnuti nékterych pouzitych pojmu a kon-
ceptii, které na prvni pohled s tématem piimo nesouvisi. V druhé ¢ésti
se vratime k algoritmim ztratové komprese obrazu a ukidZeme si, ja-
kym zpisobem se v nich vyuzivaji transformace do frekvenéni oblasti.
Nechybi praktické priklady demonstrujici efekt ztratové komprese na re-
alné obrazky.

Reprezentace rastrového obrazu

Obrazova nebo zvukova data lze matematicky vyjadrit jako funkci
zévislou na Case a prostorovych soufadnicich. Napfiklad rovinny Sedoto-
novy (tj. ,Cernobily) obdélnikovy obraz je dan funkei f, ktera pro kazdy
bod (z,y) z tohoto obdélniku doda ¢islo vyjadfujici intenzitu (svétlost)
f(z,y) v tomto bodé v rozsahu od 0 (¢erna) do 1 (bila). V pripadé
rastrového obrazu sloZeného z obrazovych bodi (pixeli) je v8ak situace
jednodussi. Predpokladame-li, ze pixely maji ¢tvercovy tvar a obrazek
mé velikost N x M pixeld, je funkce f po ¢astech konstantni (s kon-
stantni hodnotou na ploSe kazdého pixelu) a muze teoreticky!) nabyvat
nejvyse M N hodnot. Veskerou informaci o obréazku lze proto ulozit do
matice (tabulky ¢isel)

fo,0 for .o fon-1
fio  fin . fin-t
. . . : (1)

fyv—10 fru—11 -0 fu—1,v—1

kde f;x vyjadfuje intenzitu pixelu, ktery je v obraze j-ty shora a k-
ty zleva, pritemZ zac¢iname indexovat od nuly. Takto definovana data
Ize transformovat do frekvenéni oblasti pomoci dvourozmeérné diskrétni

DVime, Ze na pocitaci je 1 pocet raznych barev omezen. Napf. v rezimu True Color
1ze vybirat z celkem cca 16,7 milionu raznych barev, ale pouze 256 z nich jsou odstiny
Sedi.
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Fourierovy transformace (DFT)2>. Nez si ukdzeme jak, pripomeneme si
par véci z matematiky a trochu se procvi¢ime.

Soucet N ¢lent geometrické posloupnosti

Uvazujme posloupnost N &isel ag, a1, as,...,an—_1. Jejich soucet zna-
¢ime
N-1
§ an =a0+ a1 +az---+an-i,
n=0

znak ¥ (velké Fecké pismeno sigma) se nazyva suma a pismeno n je
scitact index, ktery pri s¢itdni dané N-tice ¢isel nabyva postupné hodnot
0,1,2,...,N — 1.

Jednou z dilezitych ¢iselnych posloupnosti je geometrickd posloup-
nost, pro niz a, = ¢" a g je dané realné ¢islo, tzv. kvocient. Soucet sn
prvnich N ¢lenti geometrické posloupnosti najdeme snadno, pokud se
nejprve zeptame, kolik je (1 — ¢) sn. Dostaneme totiz

N-1

— N-1 N—-1 N-1 N-1
Q-@sn=0-q) Y ¢"=> d"—q¢> ¢"=> "= ¢
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0
N-—1 N ]
=Y =) ¢d=1-q". (2)
n=0 j=1

Uprava na druhém fadku v (2) spoéivd v tzv. posunuti indexu, kdy
definujeme j = n + 1, takze jestlize se index n pohyboval od 0 do N —1,
tak 7 pijde od 1 do N. V tu chvili ale vidime, Ze v obou suméach s¢itame
pron = j = 1,2,...,N — 1 stejné ¢isla, kterd se navzijem odectou.
Prvni suma mé oviem navic jesté s¢itanec ¢° = 1 (pro n = 0) a druha
mé zase navic ¢V (pro j = N). Z této vahy jiz plyne posledni rovnost
v (2). Vyjadfenim sy z (2) pak pro ¢ # 1 okamzité dostavame hledanou
hodnotu

: (3)

¢ehoz pozdéji vyuzijeme.

2)neboli Fourierovy transformace aplikované na diskrétni data, tj. hodnoty defino-
vané na kone¢né mnoziné oddélenych bodia. Mimo to existuje i (spojitd) Fourierova
transformace, ktera transformuje funkce definované na mnoziné vSech realnych &isel.
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X =rcos¢g

X
=
rsin g

S
y =

Re

Obr. 1: Komplexni &islo z = x + iy jako bod v komplexni roviné a jeho
polarni souradnice.

Komplexni éisla

Rozumime jiz tedy trochu suméam, ovSem stale jsme se nedostali k
véci. Jesté jednou (ale slibuji, Ze uz naposledy) se zdrZime, tentokrat u
komplexnich ¢isel. Popisovat uzite¢nost komplexnich ¢isel je mimo rémec
tohoto textu, ale pii troSe zjednoduSeni lze fici, Ze v oboru komplexnich
¢isel maji feSeni vSechny kvadratické rovnice, véetné téch se zapornym
diskriminantem. Komplexni ¢isla jsou totiz ve tvaru

z = x 41y, kde z,y jsou realna &isla a i = —1.

Cislu i Fikdme imagindrni jednotka, x je redlna Cast a y je imaginarni
¢ast komplexniho éisla z. Cislo z = x — iy nazyvame ¢islo komplexné
sdruzené k ¢islu z.

Kazdé komplexni z si lze také predstavit jako bod v roving (tzv. kom-
plexni rovin€) o soufadnicich (x,y), jak je vidét na obr. 1. Polohu tohoto
bodu lze uré¢it i v polarnich soufadnicich, tj. jeho vzdélenosti od poéatku
r a uhlem ¢, ktery svird jeho priivodi¢ (spojnice s po¢atkem soufadné
soustavy) s osou z (tzv. redlnou osou, protoze ¢&isla, pro ktera y = 0, jsou
realnd). Ziejmé plati

T = TCOoSp,

Yy = rsin g,
r =22+ 92

Cislu r ¥fkame absolutni hodnota komplexniho &isla z (znacime |z|) a
¢islu ¢ argument komplexniho ¢isla z.

Ukazuje se, Ze definice vétSiny elementarnich funkci realné proménné
(napf. sin z, cos x, %) lze vhodné rozsifit i do komplexniho oboru. Pro tfi
pravé zminéné funkce a libovolné komplexni ¢islo z plati velmi dulezity
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vztah .
e =cosz +isinz, (4)
kterému se fika Eulertv vzorec. Diky nému muZzeme psat
z=1x+1iy =r(cosp +ising) = re'¥,

a vyrazu na pravé strané fikdme goniometricky tvar komplexniho éisla z.
7 néj je naptiklad vidét, co se déje, kdyZ nédsobime komplexni ¢isla z; =
rie'¥l a zo = ree'?2. Dostavame

2120 = r1€¥1 1962 = pypoel(P1192)

takze soucin mé absolutni hodnotu rovnou souc¢inu absolutnich hodnot
Ciniteld a argument rovny souétu argumenti jednotlivych &initelda®).

Diskrétni Fourierova transformace

Koneéné méame vse pripraveno pro definici DFT. Za¢neme pouze v
jednorozmérném piipadé, kdy zdrojova data predstavuji posloupnost
N éisel fo, f1,..., fn—1. Vysledkem DFT je jinad posloupnost N ¢Cisel
Fy, Fy,...,Fn_1, tzv. Fourieriv obraz nebo spektrum pivodni posloup-
nosti, jejiz n-ty prvek je definovan vztahem

N—1
Fo=> fre?®™*/N pron=0,1,...,N - L. (5)
k=0
Cisla fr mohou byt readlna i komplexni, ale ¢isla F), jsou obecné kom-
plexni. Velmi dilezité je, Ze ze znalosti Fourierova obrazu lze vzdy ziskat
ptivodni posloupnost, a to pomoci inverzni DFT (iDFT), ktera ma tvar
N-1
> Fpe®™*N pro k=0,1,...,N - 1. (6)

n=0

1

fo=

Toto tvrzeni si snadno dokaZeme. Zvolime-li pevné k a dosadime-li do
pravé strany (6) tvar F, ze vztahu (5), dostaneme

1 N 1 N=1 Nl
N Z Fne%rlkn/N — N Z Z fje—2ﬂ'1]7l/N eQ‘n’lkn/N7 (7>

3)...z &ehoy pak plyne tzv. Moivreova véta

(cosz + isinz)™ = cos (nx) + isin (nx) .



kde jsme museli zvolit jiné oznaceni séitaciho indexu uvnitf velké zavorky
(j misto k), protoze k uZ je pevné dané &islo. Obecné celkem N? séitancii
obsazenych v tomto souctu lze s¢itat v libovolném poradi, coz vyuzijeme
k apravé (7) do tvaru

N-1

Z f] Z —2mijn/N 271'1kn/N Z f] Z e?ﬂ'l(k j n/N (8)

n=0

ozn. s;

kde prvni (vngjsi) suma sc¢ita pfes s¢itaci index j a vnitini suma, kterou
jsme oznagdili jako s;, s¢itd pies n (v (7) to totiz bylo opa¢né). Navic
f; bylo mozné z vnitini sumy vytknout, protoZe je to ¢islo nezavislé
na n. Pro j = k vnitin{ suma obsahuje N jednicek (e” = 1), takZe plati
sp = N. Pro j # k si uvédomime, Ze s; je pouze souc¢tem prvnich N
¢lenti geometrické posloupnosti s kvocientem

g= o2mi(k—j)/N

Dle (3) tedy plati

1 — e2mi(k—3)

_ Z o2mi(k—j)n/N _ 1—gq _ : —0.
‘ 1—gq 1 — e2mi(k—j)/N
n=

Posledni rovnost je vidét z Eulerova vzorce (4), nebot (k — j) je celé
¢islo, a funkce sin, cos jsou periodické s periodou 27, takze

2mi(k=3) = cos (27 (k — j)) +isin (27 (k — 5)) =1 +1-0.

Tim jsme zjistili, Ze hodnota (8), coz je hodnota pravé strany rovnosti
(6), je skutefné rovna f.
Abychom pochopili vyznam ¢isel F,,, vyjadiime si je v goniometrickém
tvaru jako
F, = rpe'#"

a dosadime do defini¢niho vztahu iDFT (6). Dostaneme

N-1 N— 17"
f r, e1<pne27r1kn/N Nn 1(27rkn/N+<pn)

?2

n=0 n=0
1

<

Nn (cos (2mkn/N + ,) +isin (27kn/N + ¢,)) . 9)
0

n
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Obr. 2: Grafy funkce cos (2ran/N) pro N =20 an = 1,2 a jeji vzorky
v N bodech, tj. hodnoty v bodech x = k =0,1,...,N — 1, které (kdyz
n, = 0) vystupuji ve vztahu (9).

Z toho je vidét, Ze absolutni hodnoty &isel F,, (tj. ¢isla r,) jsou aZ na
faktor 1/N rovny amplitudam kosinovych, resp. sinovych vln, které jsou
vzorkovany v bodech (2wkn/N) pro k =0,1,... N — 1. Argumenty ¢isel
F,, (tj. ¢isla ¢,,) pak definuji jejich fazové posunuti. Se¢tenim vsech ta-
kovych vln vznika ptuvodni posloupnost fi. Pfitom pro n = 1 projdeme
prok=0,1,... N — 1 pravé pfes jednu periodu funkci cos, resp. sin, pro
n = 2 projdeme pies 2 periody atd. (viz obr. 2). Index n se proto nazyva
frekvence.

Je docela zajimavé pozorovat, co se déje pro vysoké frekvence, tj. kdyz
n je blizko poc¢tu ¢lent posloupnosti N. Definujme si n = N — n, kde
n > N/2. Snadny vypocet ukaZe, Ze plati

o2mikn/N _ 2mik(N—i)/N _ 2mikN/N —2miki/N _  —2mikii/N _ 2rikn/N
T

(10)

V poslednim kroku jsme vyuZzili Eulertv vzorec a definici komplexné

sdruzeného &fsla. To znamen4, Ze pro ,velké“ n > N/2 m4 realna ¢ast

vyrazu e2™"*/N (tj. cos (2mink/N)) stejnou hodnotu jako pro ,malé"

n =N —n < N/2, jak je vidét na obr. 3. Imaginarni ¢asti pak maji
navzijem opacna znaménka.

Jestlize jsou navic fj realna ¢isla (coz p¥i vyuZiti DFT pro transfor-

7
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Obr. 3: Graf funkei cos (2ran/N) a cos (2mazn/N) pro N = 20, n = 18
an =N —n=2.1kdyz jsou vysledné funkce evidentné odliné, jejich
vzorky v bodech x =k =0,1,..., N — 1 jsou stejné.

mace obrazu bude splnéno), plyne z (10) a defini¢ntho vztahu (5) také
vztah

F,=Fn_,. (11)

Po aplikaci DFT na N realnych hodnot fy,..., fy—1 tedy dostavame
(pro N sudé) jen N/2 nezavislych hodnot Fp, ..., Fy/2—1 a zbytek lze
dopocitat z (11). To neni pfekvapujici, protoze F,, jsou komplexni a
,wvydaji“ za dvé realna d¢isla, takze v nich je dost informaci na to, aby
bylo moZné pivodni N-tici rekonstruovat pomoci iDFT dle vztahu (6).

Spektrum digitalniho obrazu a jeho apravy

Nyni si ukdZzeme zajimavé aplikace DFT na obrazova data. Budeme
potfebovat dvourozmérnou DFT, ktera vznikne dvéma aplikacemi jedno-
rozmérné DFT na matici f definovanou dle (1). Nejprve transformujeme
kazdy j-ty radek obrazu dle

N—-1
I —2mikn /N
Fj,nZE fj e 2RI,
k=0



Poté aplikujeme DFT na vysledné hodnoty ijn po sloupcich:

M—-1 M-1 /N-1
me _ Z Fj n6727r1jm/M Z Z fj,kef%nkn/N 6727r1]m/M
j 7=0 k=0
M—-1N-1
— Z Z f —27ri(kn/N+jm/M). (12)
7=0 k=0

Kdybychom postupovali nejprve po sloupcich a poté po fadcich, ziskali
bychom totéz.

Zvolme si obrazek, na némz jsou vidét vyrazné pravidelné pruhy, na-
priklad ten na obr. 4a. Po aplikaci DFT si zobrazime absolutni hodnoty
spektra téz jako obrazek, kde svétlost jednotlivych bodi je imérna hod-
notam |F,, ,|*. Kvili symetrii (11), kterd nynf plati v obou rozmérech,
je vSak Sikovné presunout pravou polovinu spektra doleva a dolni polo-
vinu nahoru, takze dostaneme vysledek jako na obr. 4b, kde zastoupeni
nejnizsich frekvenci ukazuji body uprostfed. Hned si vS§imneme svétlej-
ich svislych pruhi. Ty dva nejblize stfedu odpovidaji frekvenci st¥idani
pruhti na sténé. Pruhy jsou ale ostfe ohrani¢ené, tj. jejich intenzita se
neméni plynule jako hodnoty funkce sinus nebo kosinus. K ziskéni ost-
rého barevného prechodu jsou totiz zapotiebi i vyssi frekvence, kterym
odpovidaji pruhy déle od stfedu. Abychom si tuto myslenku ovéfili, od-
stranili jsme vSechny zminéné pruhy ze spektra (pfislusné hodnoty jsme
nastavili na nulu), coZ je vidét na obr. 4d. Nakonec jsme provedli iDFT
a vysledkem je obr. 4c?). Pruhy skutetné z velké ¢asti zmizely, ale nase
upravy zpusobily jako vedlejsi efekt i ¢asteéné poskozeni zbytku obrazku.

Pro demonstraci schopnosti DFT si je$té vyrobime novou variantu
optického klamu ,Marilyn nebo Einstein®, ktera byla pred ¢asem velmi
popularni na internetu [41]. Jako zdrojova data nam poslouzi fotografie
obli¢eji Marilyn Monroe (obr. 5a) a Alberta Einsteina (5b), avsak za-
mérné jiné, nez byly pouzity v puvodni verzi iluze. Po ziskani spektra

4)Pfesnéji fedeno, svétlost je na obr. 4b amérna logaritmu |Fim,n|, abychom vidéli
jako dostate¢né svétlé i amplitudy vyssich frekvenci. Se zvySovanim frekvence totiz u
kazdého ,rozumného® obrazku jeji amplituda prudce klesa, a to i o nékolik fadi.

5)Pozornému &tenafi neujde, e obrazek je barevny, pfitem# jsme se dosud bavili
jen o Sedoténovych obrazcich. Barva ale neni pro nas az takova véda. Stejné tupravy
spektra jsme totiz provedli pro viechny t¥i barevné kanaly R,G,B a vysledek pak opét
slozili dohromady.



(b) Spektrum ptvodniho obrazku

=i

(c) Rekonstruovany obrazek (d) Modifikované spektrum

Obr. 4: Odstranéni nékterych frekvenci ve frekvenéni oblasti a rekon-
strukce obrazku z modifikovaného spektra.

10



fotografie Marilyn v ném vynulujeme amplitudy v8ech vysSich frekvenci
mimo maly krouZzek okolo stiedu (okolo nulové frekvence), neboli apliku-
jeme nizkofrekvencént filtr. Po provedeni iDFT ziskdme obr. 5c. Je vidét,
ze z fotografie zmizely vSechny detaily a je velmi rozmazané”. V pravém
hornim rohu je pro predstavu zobrazena i aplikace nizkofrekvencéniho fil-
tru na spektrum, oviem pro ilustraci je misto uplného vynulovani pouzito
jen ztmaveni. Spektrum fotografie Einsteina zpracujeme zcela opacné.
Aplikujeme vysokofrekvencni filtr, neboli vynulujeme jen malé kruhové
okoli stfedu. Vysledek je na obr. 5d, kde naopak zustaly kontury a tvary,
ale zmizely barvy. Vyslednou iluzi na obr. 6 pak ziskame se¢tenim obou
obrazki 5c a 5d. Na jeji princip prijdete snadno: pozorujeme-li obrazek
z velké dalky (pfipadné si sundame bryle, pfipadné si obrazek v PDF na
poditadi zmensime), detailni kontury nevidime a zda se nam, Ze na ob-
razku je Marilyn. Pokud se v8ak podivame dostate¢né zblizka, zaujmou
nas detailni kontury a na obrazku rozpozname Alberta Einsteina s vy-
plazenym jazykem.

Ztratova komprese obrazu

Vratme se nyni k algoritmtum ztratové komprese obrazu, kterymi jsme
nasi diskusi zacali. Vzhledem k tomu, o jak komplikovanou a rozsdhlou
problematiku se dnes jedna, se omezime na struény a ne zcela presny
popis.

Komprese do vice nez 30 let starého a pritom stale popularniho for-
méatu JPEG zac¢ina transformaci barevnych kanala R, G, B, jejimz vy-
sledkem je pro kazdy pixel informace o jeho svétlosti (intenzité) a o jeho
odstinu. Vzhledem k tomu, Ze lidské oko mnohem snéze rozezné rozdily v
intenzité nez rozdily v barevném odstinu, neukladdaji se hodnoty odstinu
pro kazdy pixel samostatné, ale jen pro bloky o velikosti 2 x 2 pixely.

Poté nastupuje prevod dat o intenzitach i o odstinech barev do frek-
venéni oblasti, a to samostatné a vzdy po ¢tvercich velikosti 8 x 8. Nepo-
uziva se piimo DFT, nybrz tzv. diskrétni kosinova transformace (DCT)
[5], jejiz tvar lze odvodit aplikaci DFT na data rozsifen4 pomoci vhodné
symetrie (pro zajemce jsou technické detaily shrnuty v dodatku). Ve vy-
sledku DCT pracuje jen s funkei kosinus a vyhodou je, ze po transformaci
realnych dat ziskdvame opét realné koeficienty. Vlastnosti vysledku jsou
vSak stejné, jako jsme si demonstrovali v pfedchozich experimentech s
DFT: amplitudy kosinovych vin velmi rychle klesaji s frekvenci.

Ztratovost komprese spociva ve vhodném zaokrouhleni téchto ampli-
tud, pficemz se spoléhame na to, Ze vice ¢i méné z nich se zaokrouhli
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(a) Pavodni fotografie Marilyn Monroe (b) Piivodni fotografie Alberta Einsteina

>

(c) Marilyn po aplikaci nizkofrekvenéniho (d) Einstein po aplikaci vysokofrekvenc-
filtru niho filtru

Obr. 5: Priprava optického klamu ,Marilyn nebo Einstein?*.
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Obr. 6: Vysledna podoba optického klamu ,,Marilyn nebo Einstein?*.

13



na nulu. Raznou troveii zaokrouhlovani muze uzivatel ridit pomoci ko-
eficientu kvality, ktery je vyjadien v procentech. Z kazdého bloku 8 x 8
tak zbude jen nékolik malo nenulovych hodnot, které se vhodné seradi
za sebe a podstoupi bezztratovou kompresi pomoci dalsich algoritmii, o
nichz tento ¢lanek nepojednavé. Pii dekdédovani pomoci inverzni DCT se
pak z malého poc¢tu nenulovych hodnot obnovi cely ¢tverec 8 x 8, jehoz
hodnoty se pro ,rozumné“ obrazky prilis nelisi od originalu.

Vysledné trovenn komprese zavisi na nastaveni kvality i na slozitosti
obrazku, coz si autor zkusil na svych nedavnych fotografiich. P¥i rozliseni
5792 x 4344 pixeli (cca 25 megapixel) a ukladani barevnych hodnot R,
G, B ve tifech bytech pro kazdy pixel by kazdy takovy obrazek zabiral
v paméti cca 75 MB. Fotografie venkovské krajiny se strni§tém (obr.
7a), kde je k rozeznani kazdé stéblo, ma ve formatu JPEG s nastavenim
kvality na 80% cca 5 MB, coz je 1/15 ptavodniho objemu. Ovsem snimek
méstské zastavby (obr. 7b) méa jen necelé 3 MB, coZ je dokonce 1/25
ptuvodniho objemu dat.

V pripadé fotografii je obvykle nastaveni kvality na 80% dostatec¢né,
nebot neumoziuje pouhym okem rozeznat jakykoli rozdil oproti nekom-
primovanému obrazu. Abychom v tomto ¢lanku dokézali demonstrovat
viditelné snizeni kvality, ulozili jsme vyfez ze zminéné fotografie krajiny
s nastavenim kvality na pouhych 5%. Vysledek na obr. 8 ukazuje®), ze v
mnoha p¥ipadech (zejména na obloze) jsou bloky 8 x 8 vykresleny kon-
stantni barvou. To znamené, Ze po zaokrouhleni koeficientt DCT zustala
v kazdém z téchto bloki jedina nenulovi hodnota. Zaroven je zna¢né re-
dukovan i pocet barev.

Ve skutecnosti jsou v8ak rozdily oproti origindlu pfitomné pro jaké-
koliv nastaveni kvality, coZz jsme se pokusili ndzorné ovéfit pomoci volné
dostupného grafického editoru GIMP7). Ulozili jsme fotografii na obr.
Ta ve formatu JPEG s riznym nastavenim kvality a vysledek pak ode-
Cetli od originalu, coZ je rovnéz JPEG s kvalitou 98%. Aby byly rozdily
lépe viditelné, zvyraznili jsme je tpravou jasu a kontrastu (ve vSech
piipadech stejnou, aby bylo moZné rozdily porovnavat). Nékolik takto
zpracovanych ,rozdilovych obrazi“ je vidét na obr. 9, ktery ukazuje,
ze se zvySovanim kvality dochazi nejen ke zmenSovani rozdili, ale také
k zjemnovani struktury artefakti ztratové komprese. Primérné inten-

6')Zobrazuje-li si ¢tenaf tento ¢lanek v prohlize¢i PDF soubort na obrazovce poci-
tacde, tabletu ¢i mobilu, doporudujeme zv&tsit si obr. 8 (a stejné tak i demonstrace na
obr. 9, 10 a 11) a pozorné si prohlédnout detaily.

Dhttps://wuw.gimp.org/
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(a) kvalita 80%, velikost 4900 kB (b) kvalita 80%, velikost 2840 kB

Obr. 7: Rozdilny kompresni pomér formatu JPEG v zavislosti na obsahu
snimka s rozliSenim 5792 x 4344 pixelu.

zita rozdilovych obrazi spolecné s velikosti vyslednych JPEG soubori
je zanesena do grafu na obr. 12. Ten potvrzuje, Zze artefakty se zvySujici
se kvalitou slabnou (ale jsou stale pfitomny), zatimco velikost souboru
roste. Pro nastaveni kvality blizici se 100% je nartist velikosti souboru
jiz velmi strmy.

Jestlize se pokusime do JPEGu ulozit obraz obsahujici ostré barevné
prechody a velké jednobarevné plochy (napf. kresbu na obr. 10), je mozné
artefakty ztratové komprese pozorovat pouhym okem i pii nastaveni kva-
lity na vice nez 75%. Jak je vidét na obr. 11, rozdily zcela nezmizi ani p¥i
kvalité 98%. Pro tento typ obrazu jsou vhodnéjsi bezztratové formaty,
jako je PNG [6].

Snaha o jesté efektivnéjsi kompresi ziustava aktuélni i pfes neustalé
zvySovani rychlosti internetového pripojeni a kapacity ulozist, nebot za-
roven roste i rozlieni snimku z digitalnich fotoaparati. Posledni dobou
se objevily nové formaty ukladani obrazu, napriklad format HEIF, ktery
vyuziva algoritmy komprese obrazu z video kodeku HEVC (H.265) [7],
nebo WebP [3], ktery je zase spjaty s video kodekem VP9. I v nich v8ak
zustava prevod obrazu do frekvenéni oblasti klicovym krokem k efek-
tivni ztratové kompresi a stejné jako v JPEG se obraz zpracovava po
¢tvercovych blocich, pro které se vzil nazev makrobloky.
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) kvalita 98% (orig.), velikost 1100 kB ) kvalita 5%, velikost 64 kB

Obr. 8: Viditelnd degradace fotografie venkovské krajiny pii ulozeni
JPEG s velmi nizkou kvalitou. Jedna se o vyfez z fotografie na obr.
Ta.

Zavér

Matematické metody prevodu dat do frekvenéni oblasti zaloZené na
Fourierové transformaci a dalsich pfibuznych transformacich maji ne-
zastupitelné misto nejen pii zpracovani obrazu a pfi ztratové kompresi
obrazu, videa a zvuku, ale téz v telekomunikacich, p¥i rekonstrukei t¥i-
rozmérnych dat z magnetické rezonance nebo v rentgenové a elektronové
krystalografii. Svoje vyuziti nalézaji i v samotné matematice, napiiklad
pri hledéani feSeni parcialnich diferencialnich rovnic. Cilem naseho ¢lanku
bylo detailné predstavit jednu konkrétni metodu, tedy DFT, a to i zvida-
vym ¢tenaiim se znalostmi matematiky na trovni stf¥edni skoly. Snazili
jsme se proto vést vyklad od zakladi a disledné se vyhybat koncep-
tim matematické analyzy, jako jsou limity, nekonecné rady a integraly.
Kdo se vsak téchto pojmu neboji a zajimaji ho $irsi souvislosti, muze
si prostudovat napf. zdroje [9, 10], které jsou dostupné online. Kromé
teoretického vykladu v ¢lanku nechybi ani vizualné atraktivni praktické
ukazky pouziti DFT a demonstrace nasledki ztratové komprese obrazu.
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(a) kvalita 85% (b) kvalita 50%

(c) kvalita 25% (d) kvalita 5%

Obr. 9: Zvyraznény rozdil originilntho obrazu a obrazu ulozeného se ztra-
tovou kompresi JPEG pro razna nastaveni kvality. Originalni fotografie
je na obr. 8a.
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Ama, foto jo test JPEE)

/4' foto Je, tert ¢ 7!?,0167”4

a) Original (nekomprimovany)

fthog ot jo test JPEE]

/4’ ‘[Lo'f-o J(L 1LU{L J ’/LMé;(M

(b) kvalita 50%

A’hoa / foto (j& Lert J PEG-!

A 11-9{—0 j‘e, tert » —/u.é;'m

(c) kvalita 10%

Obr. 10: Degradace obrazu s ostrymi barevnymi pfechody pii ulozeni do
formétu JPEG.
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(a) kvalita 98%

(b) kvalita 85%

(c) kvalita 50%

(d) kvalita 10%

Obr. 11: Zvyraznény rozdil originalniho obrazu a obrazu uloZeného se
ztratovou kompresi JPEG pro rizna nastaveni kvality. Originaln{ obraz
s ostrymi hranami je na obr. 10a.
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Obr. 12: Zavislost vyskytu artefaktd ztratové komprese (vyjadieného
primérnym jasem rozdilového obrazu — viz obr. 9) a velikosti vysledného
souboru na nastaveni kvality JPEG. Referen¢nim obrazem je fotografie
na obr. 7a, staZena z fotoaparatu ve forméatu JPEG s kvalitou 98%.
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Dodatek - diskrétni cosinova transformace

Pro ¢tenafe, kterym se zalibila manipulace se sumami v kapitole o
DFT, nabidneme jako bonus i odvozeni vzorce pro DCT, kterd je na
DFT zaloZena. V kompresi JPEG je pouzita dvourozmérna DCT typu
II [1]. My odvodime tvar pfisludné jednorozmérné transformace, od niz
lze ke dvojrozmérné varianté prejit stejnym postupem jako v (12).

7 puvodni posloupnosti fy,..., fv_1 plipravime celkem 4N hodnot
To, ... T4N—1 tak, Ze za ni nejprve pripojime stejnou posloupnost v opac-
ném pofadi, tj. fnv—1,fv—2...,f1,fo , a nasledné pred kazdou pivodni
hodnotu vlozime nulu, aby byly nenulové hodnoty pouze na lichych
indexech. Vysledn& posloupnost spliiuje xox =0, xop+1 = fr pro k =
0,1,...,N—1, 2oy =0a

T = Tan_¢ pro L =2N +1,2N +2,... 4N — 1. (13)

Na tyto hodnoty nyni aplikujeme DFT a postupnymi tpravami dosta-
neme

AN-1 2N -1
X, = E : mke—Qﬂ'lkn/(4N) ' § 2 : x2k+1e—21r1(2k+1)n/(4N)
jen pfes
k=0 liche k=0

2N-1 )
= > wopyre” MR R)/N

uprava
exponentu k=0

N-—-1 2N—-1

1
vni Z T2k+1€ ikt g)n/N + Z Togp41€ wi(k+3)n/N
prvni
a druha = =
polovina
zvlast
N—-1
— i(k+%)n/N N
druha Z Zog+1€ —mi(k+3)n/N 4 Z To(aN—1—k)41 € —mi(( )+ 1)/
suma k=0 =
pozpatku EP A
Z T2k+1 [e i(k+3)n/N +67"i((2N*1*k)+%)n/N]
Vyuzwl (13)
a slouceni
N-1
- Z fo |emi(k+3)n/N 4 g—2min o+mi(kt3)n/N
aprava
a def. xop 41 k=0 W—"Zl

. 2NZ_:1 fi cos ((k+ %) 7) _s Z i, Cos( (2k +N) ) 14

vzorec(4) k=0
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pron =0,1,...4N — 1. Protoze X,, jsou zfejmé redlna ¢isla a zarovei
plati (11), dostavame
X4N—n = Xna

coz umoznuje dopocitat Xon41,..., Xan—1 2z X1,..., Xon—1. Navic vy-
uzitim souc¢tového vzorce
cos (v — ) = cosacos B + sin asin 3
lze snadno ukézat, Ze
X2N—n = _Xna (15)

coz umoziuje ziskat Xni1,...,Xon 2z Xo,... Xn—1. Nakonec z (15)
plyne jesté Xy = 0. Celkem tedy z (14) ziskdvame nezavislé hodnoty X,
pouze pron = 0,1,..., N—1. Za vysledek DCT posloupnosti fy, ..., fn_1
se proto povazuje posloupnost N &isel Xo,... Xny_1.
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