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0 Reprezentace pevnych téles



Reprezentace pevnych téles

ProC nestaci povrchy

snaha vytvorit model pevného télesa, protoze:
@ potieba odlisit vnitfek a vnejSek objektu
@ potieba odlisit vnéjsi a vnitini povrch, orientaci povrchu
@ modelovani optickych vlastnosti materidlu - v objemu
o fyzikalni vyuziti modelu

e fyzikalni vlastnosti - objem, tézisté

e CAD/CAM - model budouciho vyrobku (soucastky stroje
apod.)

e automatizace vyroby - obrabéni atd. podle modelu



Reprezentace pevnych téles

Vlastnosti idedlni reprezentace pevného télesa

@ schopnost reprezentovat Sirokou Skalu téles
e absence omezeni typu: jen konvexni télesa, jen télesa bez
dér apod.
@ jednoznacnost
@ dana reprezentace vyjadfuje jediny objekt (tzv. dplnost)
@ jeden objekt Ize reprezentovat jen jednim zplsobem
@ presnost - modelovani objektu bez aproximaci
@ .platnost’ , resp. korektnost - nemoznost reprezentovat
objekt, ktery neni 3D téleso (napf. jeho ¢ast ma nulovy
objem - kfivka, plocha,...)
@ uzavrenost vUci transformacim (rotace, Skélovani)
o efektivita z hlediska

@ vytvoreni reprezentace

@ kombinace objektt (viz CSG)
© pamétovych narokl

© slozitosti vykreslovani



Reprezentace pevnych téles

Typy reprezentace

@ objemova (vyctova) - objekt vyjadien pomoci specifikace
objemovych bunék prostoru
e prostor rozdélen uniformné i neuniformné
@ hraniéni (povrchova) - popis povrchu objektu pomoci
sjednoceni ,plati“ - obvykle variet

© tahova (sweep representation, extrusion rep.) - vznik télesa
pohybem objektu (2D i 3D) po dané trajektorii
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Regularizované booleovské operace 1/2

@ zaklad tzv. konstruktivni geometrie pevnych téles
(CSG - Constructive Solid Geometry)

@ operace s télesy jako s mnozinami ve 3D: sjednoceni,
prunik, rozdil

@ vysledkem téchto operaci musi byt opét 3D téleso nebo
prazdna mnozina

Boolean operations. (a} Objects A and B b A
() A - B and (e) B — A, J il



Reprezentace pevnych téles

Regularizované booleovské operace 1/2

@ zaklad tzv. konstruktivni geometrie pevnych téles
(CSG - Constructive Solid Geometry)

@ operace s télesy jako s mnozinami ve 3D: sjednoceni,
prunik, rozdil

@ vysledkem téchto operaci musi byt opét 3D téleso nebo
prazdna mnozina

The ordinary Boolean inter (4]
plane, (c) a line, (d) a point, or (g) the nul! set. ke

section of two cubes may produce (a) a solid,



Reprezentace pevnych téles Objemové reprezentace Tahové reprezentace Hranicni reprezentace Polygonalni sité Literatura

Regularizované booleovské operace 2/2

@ regularnitéleso - je rovné uzavéru svého vnitrku: A= A0
@ regularizované operace:

Ae* B:=(AeB)°,

kde e € {U,N, -}
@ An* B=0v pripadech (b), (c), (d), (e)
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Objemové reprezentace

Objemova reprezentace

@ prostor rozdélen do bunék (voxell)
@ reprezentace télesa pomoci obsazenosti voxell
@ omezena prfesnost — pouziti spisSe jako pomocnych
datovych struktur
Typy rozdéleni prostoru:
@ bunécny model
@ oktalovy strom (octree)
@ BSP strom



Objemové reprezentace

Bunécny model

identické burky v pevné pravidelné mfizce

obvykle bunka (voxel) = krychle

kazda bunka ma stav: obsazena / neobsazena

presné vyjadreni jen objektl se stranami rovnobéznymi s
mfizkou - aliasing

reprezentace objemovych dat v mediciné (CT, MRI)

vykreslovani: prekreslovani pfivracenych stran bunék
odzadu dopredu
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Objemové reprezentace

Oktalovy strom (octree)

@ hierarchicka varianta bunééného modelu - adaptivni
zjemneéni podle tvaru télesa
Princip:
@ konecny prostor (krychle) rozdélen v kazdém ze 3 rozmérd
na polovinu = osm oktantu
@ kazdy z oktantl muaze byt

e prazdny
e plné obsazen objektem
o Castetné obsazen objektem

@ Castecné obsazeny oktant se rekurzivné déli stejnym
zpusobem

@ stejny princip v roviné: kvadrantovy strom (quadtree)
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Kvadrantovy strom (quadtree) 1/2

(@)

(b)

(a) pravidelna mrizka, (b) quadtree reprezentace

[m]

=
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Kvadrantovy strom (quadtree) 2/2

Quadrant numbering

datova struktura quadtree pro objekt na pfedchozi strance.

E = prazdny (empty), F = plny (full), P = Castecné obsazeny
(partially occupied)
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Enumerace oktanttl v octree

2 3
2/3
6 /6,733
8 b7,
f 5
45l 1
————— X
4 5 a
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Booleovské operace na quadtiree a octree 1/4

@ reprezentace uzaviena vici booleovskym operacim

@ vhodna reprezentace pro snadné provedeni sjednoceni,
priniku, rozdilu

@ uvazujme objekty A,B a chceme AUB
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Booleovské operace na quadtiree a octree 2/4

@ E = prazdny, F = plny, P = ¢aste¢né obsazeny
@ zaved'me operaci sjednoceni:
FUF=F,FUE=F, FUP=F,
PUP=P,PUE =P,
EVE=E

Struktura quadtree

struct Qtree;
struct Qtree {
enum {E,P,F} stat;
Qtree * child[4];
};




Objemové reprezentace

Booleovské operace na quadtiree a octree 3/4
Algoritmus pro AU B

Qtree * Q_union(Qtree * A, Qtree * B) {
bool full = true; Qtree * result = new Qtree;
result->stat = A->stat U B->stat;
if(result->stat == P) {
if(A->stat == P & & B->stat == P) {
for(int i=0;i<4;i++) { result->child[i] =
Q_union(A->child[i], B->child[i]);
if(result->child[i].stat != F) full = false; }
if(full) {
for(int i=0;i<4;i++) delete result->child[i];
result->stat = F;
}
} else if(A->stat == E) Q_copyTree(B, result);
else Q_copyTree(A, result);

3

return result;
} v
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Booleovské operace na quadtiree a octree 4/4

@ prlnik analogicky jako sjednoceni - pouze prohozeni
vyznamu E—- Fauen
@ na octree vSe Uplné stejné (jen misto 4 potomku je jich 8)




Objemové reprezentace

BSP stromy

@ BSP = Binary Space Partitioning - binarni rozdéleni
prostoru

@ rekurzivni déleni prostoru na poloprostory oddélené
libovolné umisténou a orientovanou rovinou

@ pulvodni pouziti binarnich stromd - viditelnost povrch(
e pozdéiji: reprezentace libovolnych mnohostént

@ uzel BSP stromu - svazan s rovinou, jejiz normala sméfuje
ven z objektu (Umluva)

@ 2 potomci:

o levy potomek = rozdéleni poloprostoru proti sméru
normaly k roviné, nebo NULL (Ize implementovat jako list
,in" - identifikuje poloprostor, ktery lezi uvnitf télesa)

e pravy potomek = rozdéleni poloprostoru ve sméru normaly
k roviné, nebo NULL (Ize implementovat jako list ,,out” -
identifikuje poloprostor, ktery lezi vné télesa)
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BSP Stromy - priklad

e out
d/\out f/ \g m/\out
|n/ out in/ \out h/ \out
in/ \i
7\
in out




Objemové reprezentace

Konstruktivni geometrie CSG

@ CSG = Constructive Solid Geometry - konstruktivni
geometrie pevnych téles

@ kombinace jednoduchych objektu (tzv. primitiv - koule,
valec, krychle, ...) pomoci regularizovanych booleovskych
operaci

Vyjadreni objektu pomoci binarniho stromu

@ uzel stromu obsahuje booleovskou operaci, potomci jsou
jejimi operandy

@ listy jsou geometricka primitiva
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CSG - priklady

@ A ... krychle, B ... koule

<

AuB AnB A-B
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CSG - konstrukce stromu

e




Objemové reprezentace

CSG - moznosti

@ CSG reprezentace neni jednoznacna (stejny vysledek Ize
nakombinovat vice zplsoby)

@ primitiva mohou byt reprezentovana v normovaném tvaru
(jednotkova koule v pocatku, jednotkova krychle atd.)

@ k operacim mohou pfibyt i maticové transformace (rotace,
translace, Skalovani)

@ transformace Ize aplikovat na primitiva i kdekoliv vy$e ve
stromu na slozitéjsi télesa

@ zobrazovani CSG reprezentace - raytracing, raycasting
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e Tahové reprezentace




Tahové reprezentace

Tahové reprezentace

@ sweep representation, Sablonovani
@ pohyb objektu Aq € R3 (nebo Ag € R? - rovinny objekt)

e taZeni po urcité trajektorii Hs dané funkci s : [0, T] — R3
e soucasna transformace pomoci operatoru Q: [0, T] +— L
zavislého na ,Case”

= vznik nového objektu A:
A={Q(t)x+s(t)|x € Agnte[0,T]}

rizné druhy objektl Ay a trajektorii Hs:
@ Ao je 2D (rovinny) objekt, tazeny po Usecce na néj kolmé -
translational sweep nebo extrusion
@ rotace 2D objektu kolem osy - rotational sweep
@ obecny pohyb 2D objektu - tzv. zobecnény valec
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Vlastnosti tahovych reprezentaci

@ nejsou uzaviené vuci booleovskym operacim

(a)

@ jsou pfirozenym postupem vyroby mnoha objektd
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Tahové reprezentace - priklady

Fig. 12.8 Sweeps. (a) 2D areas are used to define (b) translational sweeps and (c)

rotational sweeps. (Created using the Alpha_1 modeling system. Courtesy of the
University of Utah.)
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Tahové reprezentace - priklady
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Tahové reprezentace - priklady




Reprezentace pevnych téles Objemové reprezentace Tahové reprezentace Hranicni reprezentace Polygonalni sité Literatura

Tahové reprezentace - priklady

Plastové vyrobky
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Hraniéni reprezentace

@ boundary representation, ,b-rep"

@ popis objektu pomoci jeho povrchu - vrcholy, hrany a stény

@ obvykle polygonalni reprezentace, resp. navic pozadavek
konvexnosti polygonu

@ Casty pozadavek, aby objekty byly tzv. 2-variety (manifold):
lokalné popsané homeomorfismem f : R? — R3 (f prosta, f
spojita, f~1 spojitd), tj. okoli kazdého bodu je topologicky
ekvivalentni s okolim v roviné

*

(c)



Hrani€ni reprezentace

Mnohostény

@ mnohosten - téleso ohraniCené mnozinou polygond, jejichz
hrany jsou vzdy spole¢né sudému poctu stén (pro 2-variety
praveé dvéma)

@ jednoduchy mnohostén - nema diry — Ize jej deformovat
na kouli

@ Eulertiv zakon pro mnohostény:
V-E+F=2,

kde V je pocet vrcholu (vertex), E poCet hran (edge) a F
pocet stén (face).

e nutnd, ale nikoliv postacujici podminka, aby dané téleso
bylo mnohostén



Hrani€ni reprezentace

Dal$i podminky na mnohostén

@ kazda hrana musi spojovat dva vrcholy a byt spole¢ny
dvéma sténam

@ ve vrcholech se musi stykat alespon tfi hrany
@ stény se nesmi navzajem pronikat
@ EulerQv zakon pro 2-variety s dirami

V-E+F-H=2(C-G),

kde navic H je poCet dér ve sténach, G pocet dér
prochazejicich skrz téleso a C je pocet jednotlivych
komponent objektu.



Hrani€ni reprezentace

Generovani vrstevnice - Marching cubes 1/2

@ skalarni data definované v 3D objemu, resp. na 3D siti
@ mnoho zdroju dat: numerické simulace, méreni

e proudéni (pole tlaku, teploty, sloZky rychlosti, hustoty,
koncentrace, ...)

o deformace pevnych téles (tlak, napéti, ...)

e medicina: MRI, CT, ...

@ snaha rekonstruovat a zobrazit povrch
f(x,y,z)=C
@ marching cubes - rozdéleni prostoru na krychle, urCeni

hodnoty f v rozich krychle
e f(x,y,z)>C
e f(x,y,z)<C
@ krychlemi, kde se vyskytuji oba pfipady, prochazi
vrstevnice
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Generovani vrstevnice - Marching cubes 2/2

@ 15 rlznych pfipadu (az na symetrie)

\

|\
\l
\

=N/ <IN/
70 ML«

@ vypocet normalovych vektorl podle gradientu pole (pro
osvétlovaci model)

\




Hrani€ni reprezentace

Generovani vrstevnice - Dual Contouring
rozdéleni prostoru na krychlicky (Ize rovnomeérné i
adaptivne)

identifikace hran, kterymi prochazi izoplocha (stejné, jako v
marching cubes)

e tzv. heterogenni hrany
vypocCet prusecikl vrstevnice s heterogennimi hranami

e parametricky popis hrany + feSeni rovnice f(x (t)) =0
vypocet normalovych vektoru k ploSe v prasecicich
(vypocet Vf)
vygenerovani 1 vrcholu polygonalni sité uvniti krychle
pomoci dat ze v§ech heterogennich hran

e minimalizace kvadratické funkce nebo iterativni pohyb

kazdé heterogenni hrané prislusi 1 polygon s vrcholy ve
vSech krychlich, které ji sdileji
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Marching Cubes vs. Dual Contouring

hermitovské data Marching Cubes Dual Contouring



Hrani€ni reprezentace

CSG v implicitnim popisu téles

@ dveé télesa A, B popsana pomoci
nulovych izoploch funkci f, g jako

A={xeR%f(x)<0}. B={xeR3g(x) <0
@ potom:
@ sjednoceni AU B = {x e R®|min{f(x),g(x)} < 0}

@ prinik An B ={x € R%|max{f(x),g(x)} <0}
o rozdil A\B={x e R3|max{f(x),-g(x)} <0}
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Dual Contouring - priklady
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Dual Contouring - priklady
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Dual Contouring - priklady
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Dual Contouring - pfiklady

DA
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Dual Contouring - pfiklady

DA



Dual Contouring - pfiklady

o 5 = = E DAl



Obsah

Reprezentace pevnych téles Objemové reprezentace Tahové reprezentace Hrani€ni reprezentace Polygonalni sité Literatura

© Polygonalni sité




Polygonalni sité

Polygonalni sité

@ mnozina vrchold, hran a polygont

e hrana tvofena dvéma vrcholy

@ polygon tvofen (uzavienou) sekvenci hran

e hrana sdilena 2 polygony, vrchol sdilen alespon tfemi
hranami

@ vhodna reprezentace polygonalni sité v pocitaci

e implicitné obsahuje pravidla vyse

e snadno umoziuje implementovat typické operace: najit
hrany sdilejici vrchol, najit polygony sdilejici hranu nebo
vrchol, najit hrany polygonu apod.
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Reprezentace polygonalnich siti

5 zpusobu ulozeni polygonalni sité v pocitacCi
@ explicitni

ukazatele do seznamu vrcholu

ukazatele do seznamu hran

okridlena hrana (winged edge)

half edge



Polygonalni sité

Explicitni reprezentace

@ kazdy polygon reprezentovan seznamem souradnic
vrcholu
P= (V1,V2,,...,Vn)
Vi = [X.Yi zi]

@ vrcholy v pofadi prochazeni kolem P
@ hrany mezi v;a v, ¢ (kde v, 1 = Vvy)
@ mimoradné nesikovné:

e plytvani - soufadnice sdilenych vrchold ulozeny vicekrat

e neni informace o sdilenych hranéach a vrcholech - nutné

prohledavat vSechny polygony + porovnavat float ¢isla ...

nespolehlivé
e pii kresleni hran - kazda hrana kreslena dvakrat



Polygonalni sité

Ukazatele do seznamu vrcholU

@ vsechny vrcholy ulozeny v jednotném seznamu vrchold
V= (V1,V2,..., VN)

@ polygon definovany seznamem indexu (resp. ukazatelu ,+“)
do seznamu vrcholl

P = (xVq,%Vo,...,xVp)

@ vyhoda - kazdy vrchol uloZen jen jednou
@ nevyhoda - stale zadna informace o spole¢nych hranach
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Ukazatele do seznamu hran

@ seznam vrcholl V

@ hrana e = {xvy,*V,,*Pq,*P,} definovana ukazateli do V,
navic vybavena ukazateli na polygony, které ji sdileji

@ seznam hran E = (ey, €2,...,€y)
@ polygon P = (xeq,x€p,...,%€y) je n-tice ukazatell do E

@ stale neni snadné urcCit hrany prochazejici z vrcholu (nutno
prohledat vSechny hrany)

V=(Vy, Vo, Vg, V) = (X, ¥3.2)) - - (Xgs Yar 24))

v, E, =(V,, V, P, 2)

E,=(V,, V3 P, 2)

Ey= (V3 Vg Py )

E,=(V, V,, P, P)

Eg=(V, V,, Py, 2)

P, = (E,, E, Ey)

P, = (E,, E;, E,)
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Okridlena hrana 1/2

@ hrana ma ukazatele na:

@ své dva vrcholy

o dva polygony, které ji sdileji

o Ctyfi dalsi hrany, které z ni
vychazeji

@ vrchol ma

@ souradnice
o ukazatel na jednu z hran,
které z né&j vychazeji

@ polygon méa
o ukazatel na jednu ze svych
hran (neumozniuje diry)
nebo
@ seznam smycek hran - jedna vnéjsi smycka prochazena po
sméru hod. ruCiCek a nula nebo vice vnitfnich smycek
prochazenych proti sméru hod. ruciCek = dér




Polygonalni sité

Okridlena hrana 2/2

@ geometrie zabird malo mista oproti topologii

@ snadné urCeni sousedstvi hran, vrchold, polygonu,
prislusnost hran polygonim atd.

@ do reprezentace Ize pfidat dalsi informace: normaly ve
vrcholech, barva + normala pro sténu (pro stinovani), ...

@ nejCasteji pouzivana reprezentace, avSak stale ne vzdy
vhodna - zaloZzend na préaci s hranami (délené povrchy -
prace se sténami)
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Polygonalni sité

Zpracovani polygonalnich siti
4 operace s polygonalni siti pred vykreslenim

@ teselace (tessellation = vydlazdéni) ... vyjadieni 3D dat ve
vhodné polygonalni reprezentaci (trojuhelniky —
triangulace, ale i konvexni polygony,...). Vyslednou sit I1ze
efektivné dale zpracovavat (hardwarova akcelerace).

© konsolidace ... ptiprava pro zobrazovani (generovani
normal, zajisténi konzistentni orientace polygond,
oznaceni ostrych hran, ...)

© vyroba pasu (strip), resp. vé&jita (fan) trojuhelnikl pro
rychly rendering (efektivni datova struktura, podpora HW
akcelerace)

© zjednoduseni sité (snizeni poctu trojuhelnikd - pro urcité
situace stale dostacujici model)

@ uniformni
e adaptivni



Polygonalni sité

Triangulace 1/3

@ promitnuti polygonu do roviny zjednodusi algoritmy
triangulace
@ zahozeni jedné ze souradnic x, y, z = promitnuti do
roviny yz, Xz , xy
@ jak vybrat nejvhodnéjsi rovinu (vzhledem k robustnosti
numerickych vypocta)
@ vybrat rovinu, kde ma primét polygonu nejvétsi plochu

e zahodit souradnici, odpovidajici slozce normalového
vektoru v polygonu, kterd ma nejvétsi absolutni hodnotu

@ oba uvedené testy nejsou vzdy ekvivalentni - zalezi na
zpUsobu vypoctu v

@ prumét polygonu nemusi tvofit jednoduchou kfivku
(= pruseciky)



Polygonalni sité
Triangulace 2/3

@ triangulace polygonu o n vrcholech ma n-2 trojuhelnikd

v v

orezavani roht (ear clipping) - nejjednodussi algoritmus,
slozitost O(n?)
@ polygon P = (Vvg,V1,,...,Vn_1) ; Vn= Vg
@ prochazime vrcholy vj, v 1, V.2 (modulo n)
@ jestlize Usecka v;v;, > neprotina Zzadnou hranu polygonu,
tak vrchol v; ¢ tvofi roh
@ vrchol v;, 1 odstranime z polygonu, vytvofime AV;V 1V




Polygonalni sité

Triangulace 3/3

@ komplexnégjsi algoritmy - slozitost O(nlog n) nebo dokonce
O(n) (pouze prameérna slozitost, existuji protipfiklady)
@ nékdy staci rozdélit polygon na konvexni komponenty
@ pouzitelny teselator
e oSetfeni patologickych pfipadu
e oSetfeni problému konecné presnosti vypoctl (robustnost)
@ OpenGL Utility Library



Polygonalni sité

Triangulace Ctyfuhelniku

@ vstupni data: napt. déleni Catmull-Clark (generuje pouze
Ctyfuhelniky)

@ nekonvexni ¢tyfuhelnik - Ize rozdélit jedinym zplisobem

@ konvexni ¢tyfahelnik - volba diagonaly ze 2 moznosti

e bez dodate¢nych dat ve vrcholech = kratsi diagonala
e predpocCitané osvetleni (viz radiozita - na konci semestru)
= diagonala s mensimi rozdily mezi barvami

e terén — vybeér diagonaly s mensim/vétSim rozdilem
vysek, uhld normal 4, ...
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Rozdil v triangulaci ¢tyrihelniku - terén

diagonala pres vrcholy s
mensim rozdilem vySek

pravidelna volba diagonaly



Polygonalni sité

Konsolidace - orientace polygonua 1/2

@ vstup - mnozina libovolnych polygon( bez orientace a bez
normal

@ konsolidace

e vytvorfeni datové struktury: pro kazdou hranu koncové
vrcholy + polygon, jemuz nalezi

o lexikografické usporadani vrcholl v hrané, odstranéni hran
s nulovou nebo zanedbatelnou délkou

e nalezeni identickych hran (snadné diky uspofadani) —
sty¢né hrany polygon( + krajni hrany

e orientace polygon( (chceme u vSech stejnou orientaci -
napt. proti sméru hodinovych rucicek)



Polygonalni sité

Konsolidace - orientace polygonu 2/2

@ sjednoceni orientaci vSech polygonu ve skupiné

@ libovolny polygon P

@ nastaveni shodné orientace u sousedu P ( = abychom
spole¢nou hranu prochazeli v opaéném sméru nez u P)

© rekurzivni opakovani pfedchoziho kroku pro vSechny
nezkontrolované sousedy jiz zkontrolovanych polygonl

@ v piipadé potieby se orientace u vSech polygonu otoci

4



Polygonalni sité

Konsolidace - generovani normal ve vrcholech

@ normaly se definuji ve vrcholech, kde mé& byt povrch ve
skute¢nosti hladky (jsou potfebné pro stinovani - viz extra
prednaska)

@ zpusoby, jak urcit hladkost

e vyhlazovaci skupiny polygon(
e mezni Uhel (vyhlazujeme, pokud Uhel mezi polygony (resp.
jejich normalami) je > (resp. < pro normaly) nez dany prah)

@ vypocet normaly ve vrcholu
e prumér normal pfilehlych stén (nevhodné)
e vazeny prumér podle délky hran polygont (€im delsi, tim
mensi vliv)
i € X€jq
= lleil? e

pro n polygond orient. proti sméru hod. ruCiCek, e; ... hrany
vychazejici z vrcholu, s indexy modulo n
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Konsolidace - oznaceni ostrych hran

@ ostra hrana (crease) - hranice mezi polygony patticimi do
riiznych vyhlazovacich skupin
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Tvorba pasu a veéjiru trojuhelniku
@ snadnd datové reprezentace, rychle se vykresluje
@ definice jako seznam vrcholl (v1,va,...,Vp)

2 4 6 8
9
1 3 3 7

2 4 8
5
Triangle List
riangle Lis 9
1 3 ] 7

Triangle Fan
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Prohozeni trojuhelnikd (swap)

@ za cenu pridani 1 vrcholu umoznuje generovat delSi pasy
(stale vyhodnéjsi nez zacit novy pas)

Vi

(Vo,V1y,Vo,V3,Vy,...,Vp) > (vo, Vi,V2,V3, V2, Vy,..., Vn)
V3

v
v, 6

Yo

A7,

Vs

z vrcholu va nyni vychazi o jednu hranu vice
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