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@ Parametrické krivky

e Parametrické bikubické povrchy
e Implicitni povrchy

Q@ Dslené kiivky

e Délené povrchy



Uvod

@ potfeba popsat a generovat hladké krivky a povrchy

CAD

znakové fonty

draha kamery a pohyb objektu
trajektorie v barevném prostoru atd.
modelovani realnych objektl



Reprezentace 3D krivek a povrchu

@ polygonalni sité (mnozina spojenych polygonu)
e zakfivené povrchy Ize pouze aproximovat
@ snizeni chyby aproximace = zjemnéni sité, zvySeni
pamétovych a vypocetnich narokd
@ implicitni povrchy: f(x,y,z)=0
e snadny vypocCet prisecikl s pfimkou, normalovych vektord
e nesnadné vykreslovani - potfeba dodate¢nych podminek
(napf. polokoule)
@ parametrické krivky a povrchy: x = x(t), y =y (t), z=z(?)
@ deélené krivky a povrchy - vyhlazovani polygonalnich siti
délenim
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@ Parametrické krivky



Parametrické krivky

Parametrické vyjadreni

@ x=x(t),y=y(t), z=z(t) jsou zpravidla polynomy 3.
stupné
@ polynomy niz§iho stupné - nedostate¢na hladkost a
flexibilita pfi definici kfivek a povrchl
e polynomy vysSiho stupné - vy$si vypocCetni naroky, méné
stabilni (viz Lagrangeova interpolace, NM)

@ kubické polynomy v t = kubicka kfivka, kubika
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Parametrické kubické krivky
o Q(t)y=[ x(1) y(t) z(t) | kde

x(t) = axt®+byt?+ct+dy
z(t) = a+b,t2+ct+d,

@ maticovy zapis
T=( £t 1)

ax ay a
by b, b,
Cx Cy Cz
de d, d,

C=

= (1) lze zapsat jako
Q(t)y=TC
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Hladkost parametrické krivky 1/2
@ TeCny vektor parametrické kfivky
d ,
T(t) _ d_to(t) -Q (t) _ ( dx(t) dy(t) dz(t) )

dt dt dt

@ Slozitéjsi kfivky - navazovani segmentl (kazdy segment
kubické krivka pro t € [0, 1])

y f) Join point

» X(t)




Parametrické krivky

Hladkost parametrické krivky 2/2

@ geometricka spojitost G ... segmenty na sebe navazuiji

@ geometricka spojitost G' ... shodny smér teénych vektord v
misté napojeni (nikoliv orientace ani velikost)

T1:kT2,k>0

e staci pro ,hladkost” trajektorie, nikoliv pohybu po kfivce v
zavislosti na t

@ kfivka ma parametrickou spojitost / je tfidy C(", je-li
Vt,Vk € N, 1 derivace Q) (t) spojita
@ spojeni segment je tiidy C' < plati 7+ (1) 72(0)
@ spojeni je tfidy C(") & plati Q(k)(1) ( ), Yk € Np1.




Parametrické krivky

Potfeba vys$Si regularity

o C'implikuje G' (pokud neplati 71 (1) = 72 (0) = 0)

@ 7(t)= Q' (t) je vektor rychlosti vzhledem k ¢

@ Q' (t) je vektor zrychleni

@ parametricka reprezentace plynulého pohybu = nutné
minimalné& spojeni tfidy C', nékdy C?

@ na samotné trajektorii se vySsi regularita nepozna



Parametrické krivky

Definice konkrétni kfivky

e Q(t)=TC

e segment kiivky BUNO t € [0, 1]

@ 4 podminky ve formé vektorti v R3 (napf. koncové body,
te¢né vektory v koncovych bodech)

— (po slozkach) 4 linearni rovnice pro 4 koeficienty kazdého
polynomu x(t), y(t), z(t) = prvky matice C



Parametrické krivky

Smésovaci funkce 1/2

Necht M e R*4, regularni. Potom kazdou matici C € R Ize

vyjadrit jako soucin

kde matici G € R*<® najdeme jako

C= MG,

G=M'cC.

@ M ... bazova matice
@ G ... ,vektor" geometrickych podminek

G1x
G= 9ox
G3x
Gax

g1y
gZy
g3y
g4y

g1z
(034
93z
94z

(G« G, G;)




Parametrické krivky

Smésovaci funkce 2/2

Jix 91y 91z G
| 92x 92y Qoz | G> .
G= = =( Gy G, G
O3x 93y O3z Gs ( Y z)
Jax Qay Oaz Gy
°
Q)= x(t) y(t) z(t) |=TC=TMG
°

x(t) = TMGy atd.

@ B=TM ... fadkovy vektor 4 kubickych polynom, tzv.
smésovacich funkci (blending functions)

@ Q(t) =BG ... vazeny soucet prvkl geometrického vektoru.
Véahy = sméSovaci funkce.




Parametrické krivky

Hermitovskeé kubiky 1/4

@ definovany dvéma koncovymi body Py, P4 a teCnymi
vektory Rq, R4 v téchto bodech.

@ Vime, Ze vzdy Ize najit Gy pro libovolnou regularni My.
@ Zde naopak napevno ur€ime

P;
P,
R;
Ry

Gh =

a ukazeme, Ze existuje odpovidajici regularni bazova
matice My .



Parametrické krivky

Hermitovskeé kubiky 2/4

@ provedeme dosazeni pro v§echny slozky x, y,z najednou,
BUNO vs$ak Ize napt. jen pro souradnici x:

@ vime
Q(t)=TMyGy

@ Kfivka musi mit krajni body P, Py, tj.
Py = QO0)=(0 0 0 1)MyGy,
P, = Q(1)=(1 1 1 1)MyGyp.
© Pro tecné vektory musi platit
Ri = Q@0)=(0 0 1 0)MyGp.
R, = @(1)=(3 2 1 0 )MyGpu.



Parametrické krivky

Hermitovské kubiky 3/4

@ Celkové Ize v maticové podobé zapsat

P; 0 00 1
P, | |11 11
R, |7|l0 010 M G
R4 3210
—————
m
@ Levé strana je vSak z definice Gy .
@ Rovnost bude splnéna, pokud
2 2 1 1
.1 | -3 3 -2 -1
My=M =19 o0 1 o

1 0 0 O
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Hermitovskeé kubiky 4/4

2 -2 1 1 \(P

-3 3 -2 1| P
T™MyGL=(8 & t 1) " o 7 o |l R

1 0 0 0 JURy

Délené povrchy

Literatura

@ Po dosazeni
Q(t) = TMyGH=BHGH
= (23-32+1) Py + (-2 +31%) Py
+ (-2 +1)Ry+(£*-1°) Ry
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Navazovani hermitovskych krivek

@ Aby kfivka spojena ze dvou Hermitovych segmenti méla
hladkost G', musf platit

P, P,
(1) _| Pa @ _| Pz

GH =| R, ,GH =| kR, , k>0
R, R,
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Hermitovské kubiky - pfiklady 1/2

m, , ! m,
P, P, P,
m
L) Py Py 0
m,
m, .
m

Literatura



Parametrické krivky

y(t)

-0

Parametrické bikubické povrchy

Implicitni povrchy Délené krivky

Hermitovské kubiky - priklady 2/2

Tangent vector

direction R, at point
P,; magnitude varies
for each curve

Tangent vector
direction R, at point
P,; magnitude fixed F.’,
for each curve l

vt

O
A

Délené povrchy

Xt

Literatura



Parametrické krivky

Zobrazovani krivek

@ nejjednodussi algoritmus: vyhodnocujeme Q(t) po
pevnych krocich t € [0,1]

@ rekurzivni déleni kfivek (bude demonstrovano na
Bézierovych kfivkach)
e pridani fidicich bodl beze zmény tvaru kfivky
@ parametrické kfivky jso invariantni vuci rotaci, Skalovanti,
posunuti: transformace nakreslené krivky a vytvoreni kfivky
pomoci transformovanych ridicich bodu je ekvivalentni

@ kfivky nejsou invariantni vlci perspektivni projekci



Parametrické krivky

Hornerovo pravidlo

@ nejrychlejsi algoritmus pro vyhodnoceni hodnoty polynomu
v jednom bodé

@ pomoci n nasobeni a n s¢itani
°

n
P(t)=> ait
i=0

P(t)=ap+t(a1+t(ao+t(ag+t(---+t(an1+tan)--))))

@ rekurzivni vztah

Pn-1 = tPn+an,
P(t) = po.
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Hornerovo pravidlo - program

double Horner(int n, double * alpha, double t)
{
double p = alpha[n];
for(int i = n-1 ; i>=0 ; i--)
p = t*p + alphalil;
return p;

Literatura



Parametrické krivky

Dopredné diference

@ Vyhodnocovani polynomu v mnoha ekvidistantné
rozmisténych bodech je neefektivni i Hornerovym
pravidlem.

— pouziti doprednych diferenci snizi stupen polynomu,
ktery je tfeba vyhodnotit
Af(t) = f(t+6)-1f(t),6>0
f(t+6) = f(t)+Af(t)
o f(t)=att+bt?+ct+d = Af(t) je kvadraticka funkce
(pofad nestaci)
@ |ze dale zjednodusit, nakonec bez nasobeni:
ozna¢me f, = f(nd), potom
fn+1 = fo+Afy,
Afy = Afyq ‘|‘A2fn—1>
A%f,_y = APf, ,+6as



Parametrické krivky

Bézierovy krivky

@ nezavisle Paul de Casteljau, Pierre Bézier
@ kubické Bézierovy kfivky - popis pomoci bazovych funkci

@ definovany 4 kontrolnimi body, P> a P3 nahrazuji teCné
vektory u hermitovskych kubik

P, 13 -3 1
| P |3 6 3 0
Gs=|p, |"'Ms=| 3 3 ¢ o
P, 1 0 0 0

e Q()=(1-1)°P1+3t(1-t)° P+ 312 (1-t) P53+ 3P,
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Navazovani Bézierovych kfivek
@ jaké jsou podminky G' a C' spojitosti?
@ vypocitame tecné vektory z
Q(t) = TM5Gg.

@ G' spojitost pokud P3 — P4 = k(P4—Ps), k > 0.
@ C'spojitost pokud navic k = 1

Literatura
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Bernsteinovy polynomy

Q(t)=(1-1)°3P;+3t(1-t)2 P+ 3P (1-t) P3 + P, J

@ smeésovaci funkce u Bézierovych kfivek
fit)
'y
(1)




Parametrické krivky
Bézierovy krivky vysSich stupnu

@ Bézierova kfivka n-tého stupné pouziva n+ 1 kontrolnich

n

Q)= B(1)P;

i=0

kde B! jsou Bernsteinovy polynomy

Bl (1) = (7)t’(1 -n™
@ Vlastnosti B,’? :

o 3 BI(f)=(t+(1-1))" =1 (binomicka véta)
i=0

e B!(t)€[0,1] pro t € [0,1] (nezaporna Cisla se souctem 1)

= Q(t) lezi v konvexnim obalu svych Fidicich bodu
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Algoritmus podle de Casteljau

@ nalézt bod Q(t) na Bézieroveé kfivce stupné n, urCené body
PO, ceey Pn

Algoritmus

Q =0, (Vk eNyy1) (P} = Px) Pozn. Ny = {0,1,2,...,n- 1}
© Vk e N, pomoci linearni interpolace nalézt bod

P! = (1-t) P} +tP)_, lezici na Gsetce P|Pj_ .
Qi=i+1,n=n-1
Q jestlize n>2, jdi na bod (2).
Q Q(t)= Pé (jediny bod v poslednim prichodu)
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v ’ s s s v
Deleni Bézierovych krivek

@ Kfivku s fidicimi body P4, P», P3, P4 rozdélime na 2 kfivky
s fidicimi bOdy Li,L,,L3,Ly a2 R{,R>,R3,R,.
@ PouZijeme algoritmus de Casteljau pro t = %:




Parametrické krivky

Uniformni neracionalni B-spliny 1/3

@ ,spline” = dlouhy tenky pruzek plechu nebo dreva

@ po Castech polynomialni kfivky, zavisejici na malém poctu
fidicich bodi = tzv. lokalini kontrola

@ kubické B-spliny aproximuji posloupnost m+ 1 fidicich
bodu Py, P;,...,Pm,m>3 pomoci m-2 kubickych
segmentl Q3,Qq,...,Qn

e ,B“ = segmenty Ize vyjadfrit bazi smésovacich funkci

@ styCné body kfivek Q; ... uzly (knots)

@ parametr f substituovan tak, aby na Q; nabyval hodnot
li<t<tiipro3<i<m

@ { ... I-t4 uzlova hodnota

@ uniformni = uzly rozmistény ekvidistanté vzhledem k ¢
(BUNO ti, 1 -t =1).



Parametrické krivky

Uniformni neracionalni B-spliny 2/3

@ Kazdy segment Q; je definovan pomoci fidicich bodu
Pi 3,Pi2,Pj_+,P;.

— GBS:‘: P,
i

o Pokud definujeme T;=( (t-4)° (t-1)% (t-t) 1)
potom Ize zapsat

Q;(t) = TiMpsGgs;,

kde
1 3 -3 1
11 3 -6 3 0
MBS—E 3 0 3 0
1 4 1 0
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Uniformni neracionalni B-spliny 3/3
@ volba Mg zaruCuje, ze jednotlivé segmenty na sebe
navazuji a maji spojeni t¥idy C2.

y(t)
4

® Knot

.
o P, # Control point
» X(t)




Parametrické krivky

Vlastnosti uniformnich neracionalnich B-splint 1/3

fidicich bodu

@ fidici body pouze aproximuje

@ zopakovanim IEZ.VB. mUzeme dosahnout lepsi pfimknuti
kfivky ke svym R.B.

@ zopakovanim R.B. 3x dostaneme interpolaci, ale mame jen
GY spojitost.

@ kazdy segment je v konvexnim obalu svych R.B.

@ kazdy R.B. ovliviiuje max. 4 segmenty - lokalni kontrola
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Vlastnosti uniformnich neracionalnich B-splint 2/3

y()
4

® Knot

4 Control point
—» X(t)

pohyb fidiciho bodu
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Vlastnosti uniformnich neracionalnich B-splint 3/3

Q, Convex hull
Q, Convex hull

Ry '
’
/
/
/
/
/
/
/
/
03 04
P =F=F

nasobnost fidicich bodu



Parametrické krivky

Neuniformni neracionalni B-spliny 1/5

@ rozdily tj, 1 — t; mohou byt rizné

@ smésovaci funkce nemohou byt stejné pro vSechny
segmenty

@ spojitost ve vybranych R.B. miiZe byt snizena z C2 na
C1,C0% i na nespojitost.

@ konecné body mohou byt snadno interpolovany, nedochazi
k degeneraci kfivky na UseCku



Parametrické krivky

Neuniformni neracionalni B-spliny 2/5

@ m+1 fidicich bodl Py, P4,...,Pm,m=>3

@ neklesajici posloupnost uzlovych hodnot ty, t,...,tn1a
(tedy minimalné 8 hodnot)

@ neklesajici = hodnoty se mohou opakovat = nasobny
uzel

@ segment Q; odpovidajici nasobnému uzlu t; = f;, 1 je bod

@ posloupnost uzlovych hodnot napf.
(0,0,0,0,1,1,2,3,4,4,5,5,5,5)



Parametrické krivky

Neuniformni neracionalni B-spliny 3/5
@ B;;(t) je smeSovaci funkce j-tého stupneé pro vazeni
fidiciho bodu P;
@ pro kubické B-spliny se 4 fidicimi body na segment jsou
Bi 4 (t) definovany rekurentné
1 L<t<t
Bj"] (t) _ { pro I = < i+1

]

0 jinak
t—t tio—t

Bia2(t) = —Bj 1 (t)+’+2—_5i+1,1(f),
fiy1— 1t fivo —titq
t—t tiig—t

Bia(t) = ——Bia(t)+ —=——Bi12(1),
liyo—t tiyz —litq
t—t g —t

Bis(t) = ! Bi,3(f)+l+4—‘Bi+1,3(t)-
fiva— 1 fiva — i

@prod3<i<mti<t<tig:

Qi(t)=Pi_3Bi_34(t)+Pi_2Bi_o4 (t)+Pj_1Bi_1.4(t)+P;Bj4(t)



Parametrické kfivky Parametrické bikubické povrchy Implicitni povrchy Délené krivky Délené povrchy Literatura

Neuniformni neracionalni B-spliny 4/5

B, (0 B, ,(1) B, 4t B, (1)

o~
°

By (=0

By o) =0 By 4 =0 1

0
o

VYV VNV VY

Byalt =

B, (=0
B, 40 =
1 Ty
Lt
B, 5= B, 4=
L i
t

By 4=
1t { E Iy
t

B, ()= By40=

. Y
By 4=
B, (=0 *
t

By 4=

B, (=0

"
o

B, (=0

W
o

By, =

B, (=0

B, (=0

N

B, (=0 B, (=0

VABVY

B, (=0

-~
]

odvozeni smésovacich funkci z posloupnosti uzlovych hodnot
(0,0,0,0,1,1,1,1)
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Neuniformni neracionalni B-spliny 5/5

y 1 2 P. P.

5 '8
D

0 4 7
o Knot
X @ ¢ Control point
y A

Q
3

ta |

Fo P

o Knot
X ®) ¢ Control point

nasobnost uzlovych hodnot, ztrata spojitosti
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Neuniformni neracionalni B-spliny 5/5

y B 0 5 Pe
7/ Q. |
t Q y 7
3 3 t, tg |
|
/ |
Qg f |
t=t,=tg / _l
Fo &) P &
o Knot

y A
r2 03
Fo

nasobnost uzlovych hodnot, ztrata spojitosti



Parametrické krivky

Neuniformni racionalni kubické polynomialni krivky

X(t Y (t Z(t
X() = i V(O = i 2(0=
@ X(1),Y(t),Z(t), W(t) jsou kubické polynomialni kfivky s
fidicimi body definovanymi v homogennich soufadnicich
@ homog. soufadnice: [x,y,z, w] — [%%%
@ polynomy: Hermitovy, Bézierovy, B-spline (= NURBS)
@ vyhody neuniformnich racionalnich kfivek:

e invariance vUci translaci, rotaci, Skalovani a perspektivni
projekci
e schopnost presné definovat kuzeloseCky (v CAD)



Parametrické krivky

Catmull-Rom spliny

@ kfivka hladce interpolujici posloupnost bodl
P1,P2,...,Pm_1

@ definujeme Py, P1,Po,...,Pn
@ teCny vektor v bodé P; je rovnobézny s pfimkou P;_1Pj 4

(]

-1 3 -3 1 )\(Pis
a1l 2 -5 4 1| P
QAO=3TI 4 o 1 o | Py
0 2 0 0 i

P

P1 p ‘e

2 p‘

Pe ~o- Py
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Obsah

e Parametrické bikubické povrchy



Parametrické bikubické povrchy

Parametrické bikubické povrchy

@ vétSinou aproximacni (nikoliv interpolacni)
@ opét zadané pomoci fidicich bodl a bazovych funkci

@ pozadavky opét: invariance, konvexni obal, lokalni
kontrola, interpolace nékterych fidicich bodu, spojitost pfi
navazovani, ...



Parametrické bikubické povrchy
Model bikubického povrchu 1/3
@ kfivka - parametr nyni oznacen jako s
Q(s)=| x(s) y(s) z(s) |=SMG
@ necht je geometricky vektor zavisly na parametru ¢, resp.

jeho slozky - fidici body - se pohybuiji po kfivce
parametrizované pomoci t

(1)
G=G(t)= Eg
(1)

@ Potom
Q(s,t)=SMG(t)

je povrch - kontinuum kfivek zavislé na t.
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Model bikubického povrchu 2/3

@ Gj(t) kubické kfivky = Q(s,t) je parametricky
bikubicky povrch

Literatura



Parametrické bikubické povrchy

Maticovy zapis bikubického povrchu 1/2

@ necht prvky matice mohou byt vektory v=( vx v, vz )
a maticové operace provadéjme po slozkach x, y,z

o G(t) kubické kfivka = Gj(t) = TMG;, kde

gi1
G = g2
gis
9is
@ G;(t) ma maticove rozmeér 1x1 a Ize tedy také napsat
Gi()=G'M'T"



Parametrické bikubické povrchy

Maticovy zapis bikubického povrchu 2/2

@ po dosazeni

G (1) Gi
| G2(8) || Gy [pyrr
G(t)= Gs(1) |~ Gg MmT
G4 (1) G,

@ celkoveé Ize shrnout
Q(s,t)=SMG(t) = SMGM'T",
kde jako G jsme nové oznacili tzv. geometrickou matici

Gi 911 G912 913 G4

G- G, 921 922 923 924
T

G; 931 932 933 Gas

G, 941 9a2 943 Gus



Parametrické bikubické povrchy

Hermitovské povrchy 1/2

@ parametrizace geometrického vektoru hermitovské kubiky
tak, Ze jednotlivé fidici body lezi rovnéz na hermitovskych
kubikach

@ Q(s,t)=SMyGy (1), kde

GH(t) =

o

EIR
—~ —~ —~
NN N N,

2,

w

=

~

s

2



Parametrické bikubické povrchy

Hermitovské povrchy 2/2

o celkové: Q(s,t) = SMyGuM|,T", kde
Gy =

s vyznamem jednotlivych fidicich bodu
2Q(0,0) £Q(0,1
Q1,1

Q(0,0) Q(0,1)
Q(1,0) Q(1,1) %0(1,0) %
(0,1) 2
(1,1

) 319(0.0) 550
1) Z2-Q(1,0) Z-Q

G = O O
H %0(0,0) %S
2Q(1,00 £



Parametrické bikubické povrchy

Navazovani hermitovskych platd 1/2

e C',G" spojitost spojeni platd podobné jako u
hermitovskych kubik

@ GO spojitost = hraniéni kfivky musi byt stejné - napf. pFi
navazovani Q"), @® ve sméru parametru s:

(vte[0.1]) (@7 (1.t)= QP (0.1))

@ pro pevné t jde vlastné o navazovani kfivek
— a1, =P (1) =PP (t)=Q®(0,1)

@ G' spojitost = navic pozadavek na te¢né vektory.



Parametrické bikubické povrchy

Navazovani hermitovskych platd 2/2
@ Vztah GS) a G(:) pro G' spojitost:

. . . . 1
G _| 921 922 G23 Gou | < My T = Pg, )(t)
() =

941 Y942 943 YGus <—‘MHT:’?511)(t)
U

921 92 Goz3 Go4 *'MHT:PSZ)U)

@ | - : : :
Gl = _p®
k941 KGso KQGsz KGus | « MyT=R"(1)



Parametrické bikubické povrchy

Bézierovy platy 1/2

@ parametrizace geometrického vektoru Bézierovy kfivky tak,
ze jednotlivé fidici body lezi rovnéz na Bézierovych
kfivkach

@ Q(s,t)=SMgGgM,T"

°

Pi1 P12 P13 Py

P2y P2 Pz P2y

P31 P3> P33 Pag

Psi Psx Ps3 Py

Gg =
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Bézierovy platy 2/2

@ geometricka matice Gg: 16 fidicich bodu Pj:

@ plat lezi v konvexnim obalu R.B.
@ interpoluje rohové R.B.
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Navazovani Bézierovych povrchu

@ GY spojitost - &tvefice bodl odpovidajici sousedicim
hranam stejna (4 R.B. spole¢né)

@ G' spojitost - navic body na spoji lezi na Useckach
tvorenych body ze sousednich Ctvefic
(obrazek: Vi e {1,2,3,4} jsou Pj3, P4, Pj5 na Usecce)



Parametrické bikubické povrchy
B-spline povrchy 1/2

@ sit fidicich bodl P;;
@ jeden plat uniformniho neracionalniho B-spline povrchu je
reprezentovan jako

Qi () = SiMpsGis,, M5 T},

kde
Si = ((s-s)® (s-si° (s-s) 1),
o= ((-0)° (-0 (t-1) 1),

Pisjs Pisjo Pigj1 Pjsj

Ges, = Pi2j3 Piz2j2 Pizj1 Pjaj

: Pi_1js Pi-1j2 Pi1j-1 Piqj
Pij3 Pij2 Pij1 P



Parametrické bikubické povrchy

B-spline povrchy 2/2

@ ostatni typy B-spline povrchu

e bikubické (neracionalni) neuniformni
e NURBS povrchy

— odvozeni podobné z B-spline kfivek daného typu
@ C? spoijitost pfi navazovani pjétl‘] je automaticka
(s vyjimkou vicenasobnych R.B.)



Parametrické bikubické povrchy

Vypocet normal k povrchiim
@ vypocet te¢nych vektort vzhledem k s, t:

0S8

“MGM'T"
Js

ro(sit) = ;—SQ(S,Z‘):%(SMGMTTT):
= (352 2s 1 o)MGMTTT

r(st) = O%Q(s,t):SMGMT(Stz 2t 1 0)
© vypocet normaly n pomoci vektorového soucinu

n(s,t) =71s(s,t)xtt(s,t)

@ polynom 5. stupné ve dvou proménnych s, t = naroc¢né
na vypocet

@ existuje bikubicka aproximace (vhodna jen pro dostate¢né
»hladké” povrchy)



Parametrické bikubické povrchy

Triangulace Bézierovy plochy

@ Vzorkovani s pevnym krokem s, t = sit ¢tyfahelnikd
— kazdy z nich na dva trojuhelniky

@ Déleni kiivky pomoci de Casteljau podle s a poté podle t

@ z jedné geometrické matice vzniknou 2 x 2 geom. matice
e kazdou z nich Ize (nap¥. podle kritéria planarity)

@ dale délit
@ vzit jeji krajni body — ¢tyfdhelnik — na dva trojuhelniky

e problém: mohou vzniknout diry (zlomy v ploge). Regeni:

@ prisné kritérium planarity (naro¢né)
@ pevna hloubka déleni (neefektivni)

@ kritérium planarity: vzdalenost vSech bodi geometrické
matice od roviny u¢ené 3 ze 4 krajnich bodu je < ¢
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e Implicitni povrchy




Implicitni povrchy

Implicitni povrchy

@ izoplochy v prostoru:
r={PeRr%Q(P)= konst.|

° P:[ Xy z ]
@ napr. kulové plocha se stredem v bodé Py a polomérem r:

Q(P) = (x=x0)2+ (Y= y0)* +(2-20)* = r°

@ Q je skalarni pole



Implicitni povrchy

Kostra, generatory pole

vvvvvv

@ kostra (skeleton) = mnozina jednoduchych objektt (body,
usecky, polygony, kfivky)

@ objekt generuje kolem sebe pole (objekt = generator)

@ vliv objektu klesa se vzdalenosti od néj

Model pole

|

Q(P)= Y ciFi(ci(P))
i=1
@ d;(P) ... vzdalenost bodu P od i-tého generatoru
@ F; ... potencialova funkce, zavisla na vzdalenosti d;
@ ¢; ... koeficient sily vlivu i-tého generatoru (Ize i ¢; < 0)
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Potencialova funkce

@ d ... vzdalenost od objektu
o F(d)=ac ™ ... neomezené plisobeni

. F(d):{FR(d) prod<R

i ... R je polomér plsobeni
0 jinak
e volba Fg(d) napt.

Fr(d)

|
—_—
T

4d8 17d* 22¢°2
Al = st om oRe

Literatura



Implicitni povrchy

Objekty modelované pomoci kostry

Vlastnosti

rlizné nazvy: blobby objects (blob = kapka, kulicka), soft
objects, metaballs

kolem kostry izoplocha - kostra se ,nafoukne*®

kostru |ze snadno zobrazit a modelovat

nutné umeét vypocitat vzdalenost bodu od bodu, pfimky,
Usecky (viz warping), kfivky, ...

nevhodné pro modelovani ostrych hran



Implicitni povrchy

Zobrazovani implicitnich ploch

@ sledovani paprsku:
e parametrické vyjadfeni paprsku (pfimky): P = P(t)
e numerické feSeni Q(P(t)) = konst.

@ polygonalizace implicitnich ploch:

@ uniformni &i neuniformni rozdéleni prostoru na voxely
@ vypocet obsazeni voxelu (uréeni Q(P) = 0)
@ vyroba polygonové sité: marching cubes, dual contouring

—viz prednaska Modelovani téles

@ snahy o parametrizaci implicitnich ploch
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Implicitni plochy - priklady




Implicitni povrchy

Implicitni plochy - priklady
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Implicitni plochy - priklady
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Implicitni plochy - priklady
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Implicitni plochy - priklady




Implicitni povrchy

Implicitni plochy - priklady
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Délené krivky

Délené krivky

@ déleni = subdivision

@ vychozi Utvar - polygon (nebo oteviena po ¢astech linearni
kfivka)

@ déleni - iterativni (rekurzivni) modifikace polygonu

e modifikace vrcholl
e zvySeni poctu vrchold

@ posloupnost polygonu Py blizici se limitni kfivce Py,
@ zakladni rozdéleni délicich schémat:

@ interpolujici - Yk Py obsahuje vrcholy pav. polygonu Py
@ aproximujici - P., neprochazi vrcholy Py



Délené krivky

Vlastnosti dobrého déliciho schématu

efektivita - malo operaci v plovouci desetinné Carce pro
ziskani novych bodu

kompaktni nosi¢ - jeden bod Py ovlivni omezenou ¢ast
P

lokalni definice - nové body Py ¢ definovany jen pomoci
nékolika ,blizkych® bod Pk

invariance - transformace a prechod Py — P, by mély byt
zaménné

regularita - P, € G°,G',C", apod.



Délené krivky

Chaikinovo schéma 1/3

@ jeden z prvnich algoritmd pro déleni kfivek
@ algoritmus generuje kvadratickou uniformni B-spline kfivku
@ na kazdou spojnici 2 vrcholl umistime 2 nové v %
vzdalenosti od pavodnich, pavodni zahodime
= aproximacni schéma
= ofezavani rohu - limitni kfivka je hladka (alg. je
vlastné low pass filtr)
@ lze rozSifit na oteviené po Castech linearni krivky



Délené krivky

Chaikinovo schéma 2/3

@ oznacme
_{pk pk K
Pe={p.p.....0L 1}

a dale definujme (diky uzavienosti polygonu) pk, := p&
@ Chaikinovo déleni generuje polygon

K+1

Pk+1={Po ,pf+1,...,p’2(;1_1},
kde Vie Ny,
3 1
K+1 K k

1 3
Kk+1 k k
Poly = ZPit Pl



Délené krivky

Chaikinovo schéma 3/3

3 1

k1 k1o«

Py = ZPi+ 7P
k1 1ok Sk

Poii1 = ZPi T zPis-




Ctyibodové schéma 1/2

@ k vytvoreni nového vrcholu pouziva 4 okolni vrcholy
@ Vie Ny, generuje vrcholy
k41 k
p2/ - pi
— P, interpoluje P
@ w ... tzv. parametr napéti - pro w = 0 jen linearni
interpolace
® P, eC' pokud we(0.})
@ rozSifeni na neuzaviené kl”'ivky: Py = {po,p1, ,pm 1} -
def. pk stfedové soumérny s p , podle pm 1o b

Prm = 2P 1 =P o



Délené krivky

Ctybodové schéma 2/2

Py = (§+W)(pf-‘+pf‘+1)—w(pff_1+pf.‘+2),




Délené krivky

Tribodové schéma

@ Vie Ny, generuje vrcholy

3 1
k-+1 K K K
Py = ZPi+g (p,_1 +p; 1),

1
k-+1
p2:_1 = E(pf(+pf(+1)

K+
® Py

k41 ¢ : ,
® py/; -.. vrchol ve stredu pavodni hrany

... vrchol nahrazujici p¥

@ schéma generuje kubickou B-spline
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Délené povrchy

Délené povrchy

@ podobné jako u déleni kfivek - iterativni pfidavani vrcholl
(a tedy i ploch) do polygonalni sité

@ generovani hladkych, spojitych povrcha ze siti
trojuhelniku, Ctvercu Ci s libovolnou topologii

@ Uroveri detailt (LOD - level of detail) ... poCet iteracnich
kroku

e ménime v zavislosti na zvétseni (pfiblizeni) objektu
@ délici schéma:

@ mnoziné vrcholll Pk pfifazuje rozséhlej$i mnozinu vrchold
Py.1 (nékdy tzv. délici pravidlo)

@ urduje pravidla propojeni novych vrcholt do polygonalni
sité

@ pozadované vlastnosti délicich schémat - jako u kfivek



Parametrické krivky
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Délené povrchy

Terminologie pro déleni

valence vrcholu p .... poCet sousedl = vrcholl spojenych
hranou s p

sudy vrchol ... pti iteraci Px — Py.1 S pouzitim
interpolujiciho je ,pavodni®, tj.

(VP € Pri1)(pje sudy & peFPy)

lichy vrchol ... neni sudy

Zdavodnéni: viz déleni kfivek - interpolované
vrcholy maji v Pyx..1 sudé indexy.

radny vrchol

e na trojuhelnikové siti m4 valenci 6, resp. na hranici 4.
e na Ctvercové siti ma valenci 4, resp. na hranici 3.

mimoradny vrchol ... neni fadny



Délené povrchy

Loopovo schéma 1/4

@ pro trojuhelnikovou sit

@ aktualizuje existujici vrcholy + pfida novy vrchol pro
kazdou hranu

e zde sudy vrchol = aktualizovany puvodni vrchol
@ jeden A se rozdéli na 4 mensi

subdivision subdivision

TN TN



Délené povrchy

Loopovo schéma 2/4

@ necht p* e Py je vrchol s valenci n, majici sousedy
K pk K
Po-Py>-- - Py
@ sudy vrchol p**1 e P4 (j. aktualizace vrchold v Py) se
najde jako

n
Pt =(1-mB)p*+8 ) pf
i=1

e konstanta“ 3 je funkci valence vrcholu p*:

2
,B(n):%[g (2+lcosg) ]

@ pfidaji se nové (liché) vrcholy na stfedech hran p*p¥
VieNp:

1
Pt = 8 (3" +3pf +pf 4 +pf1)
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Loopovo schéma 3/4

@ znazornéni iterace
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Loopovo schéma 4/4

@ schematické znazornéni iteracnich vztahli pomoci masek

3/8

AN

- 1/8

/ B [ new vertex—

p
1/8
T updated vertex
B 378
vertex mask edge mask
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Loopovo schéma - vlastnosti

@ na hranici, resp. na hranach oznacenych jako ,zahyb*
(crease) uplathovana jina pravidla déleni

@ volba (n) zaruduje hladkost C? véude a2 na mimoFadné
vrcholy (kde je C')

@ riizné modifikace pro zlepSeni hladkosti v obecnéjSich
pripadech (valence n> 7 apod.)




Parametrické krivky Parametrické bikubické povrchy Implicitni povrchy Délené krivky Délené povrchy

Kobbeltovo V3 déleni 1/3

@ trojuhelnikova sit
@ kazdy A se rozdéli jen na 3 trojuhelniky
@ nové vrcholy doprostfed A , nikoliv doprostfed hrany

AN
) )
AVAVAVAVAV&(

\/

Y

WANNAN/N
A{

P AVavaV
N/

AN
VAVAVAVAV
NN/
YAVAVAY

>

Literatura



Délené povrchy

Kobbeltovo V3 déleni 2/3

opét necht pX € Py je vrchol s valenci n, majici sousedy
k pk k

Po:Pis s Pr -

vrchol p¥ aktualizovan podle Loopova schématu

n
Pt = (1-nB)p*+8 )" pf
i=1

navic Ya pfidan vrchol

1
pr" = 3 (P5+ Pk +PE).

kde pk. p.p% jsou vrcholy A
volba

B(n)= 91—,7(4—20037)

zaruuje C? povrch v fadnych vrcholech, C' v
mimoradnych
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Kobbeltovo V3 déleni 2/3

new vertex B{ 1P / F—— B
13 e /
\ y

updated vertex

face mask vertex mask

NS R
A A
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Schéma déleni Catmull-Clark

@ déli obecné polygonalni sité

@ generuje Ctvercoveé sité

@ pro sit z fadnych vrchold dostaneme B-spline povrch
@ C? povrch v fadnych vrcholech, C' v mimofadnych




Literatura

Délené povrchy

Délené krivky

klady

Parametrické bikubické povrchy Implicitni povrchy

Parametrické krivky

9/
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Catmull-Clark - p
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Délené povrchy

Catmull-Clark - priklady

Geri’'s Game (Pixar Animation Studios, 1997)
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DalSi schémata déleni povrchu

@ Doo-Sabin

e aproximacni
e C'spojitost (neplati na hranici oteviené sité)

@ MidEdge

o GO spojitost
@ Butterfly
° ..



Délené povrchy

Interpolace barev a texturovych souradnic

@ kazdému vrcholu p polygonalni sité Py pfifazena barva,
resp. texturové souradnice

@ barvy, resp. texturové souradnice Ize povazovat za dalsi
slozky vektoru p

@ pouziti stejného déliciho schématu jako na prvni tfi slozky
- tj. prostorové souradnice



Délené povrchy

Srovnani délicich schémat

Loop Butterfly

Catmull-Clark Doo-Sabin



Délené povrchy

Srovnani délicich schémat

é A

Loop Butterfly

-«

Catmull-Clark Doo-Sabin
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Srovnani délicich schémat

-
-

Catmull-Clark,after

Initial mesh Loop Catmull-Clark i i
triangulation
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Po ¢astech hladké déleni

@ modifikované Loopovo schéma
@ identifikace vrcholu jako ,hladky*, ,zahyb“ (crease), ,Sipka“
(dart), ,roh“ (corner)

/0
/\ AN /\H ‘ NS
. /(n<// \0./ . 6{1\0

1— 1 .

1
smooth or regular or non—regular corner vertex
dart vertex crease vertex

/N /IN /N
N A A

(1) smooth edge 2) legulzu (3) non—regular
crease edge crease edge
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Po ¢astech hladké déleni - priklad
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Adaptivni déleni
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Adaptivni déleni
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