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Signal

Obraz a signal

@ obraz = funkce f : Q - C, kde Q je ,platno* a C c R3 je
prostor barev.

@ obraz chapeme jako spojity

@ signal = lib. funkce prenasejici informaci (a tedy i obraz)
@ muze zaviset na Case

@ signal
@ spojity
o diskrétni = definovany na nejvySe spocetné mnoziné bodu



Signal

Digitalizace a rekonstrukce signalu

@ omezime se na prostorovy signal

@ vzorkovani signalu = méfeni signalu v kone¢ném poctu
bodu - diskretizace def. oboru Q

@ kvantovani signalu = prevod na konec¢ny pocet barev -
diskretizace oboru hodnot

@ rekonstrukce signalu = vytvoreni spojitého signalu s
vyuzitim hodnot v diskrétnich bodech

struktury s vysokou frekvenci nelze vzorkovanim
postihnout =— aliasing
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Vzorkovani

1. bodové vzorkovani
@ ,zméfime*” signdl (obvykle) na pravidelné siti bodu:
fj = f(ih, jh) ... h je velikost oka sité
@ mohou nam snadno uniknout objekty s rozméry < h




Signal

Vzorkovani

2. plos$né vzorkovani
@ integrujeme intenzitu signalu v néjakém ,objemu”
(intervalu, plose)
@ pixel = Ctverec
@ libovolné malé objekty pfispéji k intenzité Ctverce

@ Umérné své velikosti
e bez ohledu na polohu v ramci pixelu

3. vazené plosné vzorkovani
@ pri integraci nasobime signal vahovou funkci
@ ruzné hodnoty vahové funkce v riznych mistech pixelu

@ integrace i pres vétsi objem nez 1 pixel
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Vazené plosné vzorkovani
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Fourierovy rady

@ Hilbertlv prostor H, baze (Uplny OG soubor) X = (x,)

neN

Fourierova rada vektoru

(V| Xk)
e
[IXkll

—+o0
V= Z aKXg kde ay =
k=0
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Trigonometrické Fourierovy rady
@ interval (a,b)cR,/=b-a.
@ OG baze Hilbertova prostoru Ly ((a, b)) :
(cos Z”ﬂ) U (sin @)
I JneNg I Jnen

Fourierova fada funkce f € L, ((a, b))

s koeficienty

b
an = %ff(x) cos 2ﬂlnxdx ¥n e N,

W}
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Trigonometrické Fourierovy rady

Exponencialni tvar

Fourierova fada funkce f € L, ((a, b))

. 13 2rinx
00 =5 3, coemn(-7).

N—=—o00

b
Ch = %ff(x) exp(zmlnx)dx
a

s koeficienty

(co=aapron>0jec,=a,+iby,ac.,=a,—iby)

4

@ oba tvary jsou ekvivalentni (viz e = cos ¢ + isin ¢)
@ soudet f : periodicka funkce s periodou /
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Fourierova transformace

@ prevod mezi tzv. prostorovou a frekven¢ni oblasti

Fourierova transformace v 1D

f:R—R

—+o0
Fw) = [ rooe2inx

—+o0
f(x) = f F (u)e2qy
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Fourierliv obraz

@ F:R C;znateni: F = F [f]

° |F(u)| ... amplituda harmonické slozky o frekvenci u
(u>0)

@ arg F (u) ... faze harmonické slozky o frekvenci u

Schwartzlv prostor S
@ ¢ : R — R, které v +co klesaji rychlejinez x™"¥Yne N

@ totéz plati pro vSechny jejich derivace.
@ napf. ¢ (x) = e
@ S je vektorovy prostor uzavieny vici derivaci
a nasobeni polynomem
@ Yo € Splati rovnéz 7 [¢] € S a inverzni formule

FF ] =1
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Skladani harmonickych signalu

sin(x)
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Fourierova transformace ve 2D

Fourierova transformace v 2D

f:RE>R

—+00 400

F(uv) = fff(x,y)e‘z”i(ux+vy)dxdy

—00 —00

~+00 400

fx.y) = ffF(u,v)e+2"’(“X+Vy)dudv

—00 —00

@ u ... frekvence ve sméru x
@ v ... frekvence ve sméru y
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Diskrétni Fourierova transformace

Diskrétni Fourierova transformace (DFT) v 1D

f : Ny—>R, Ny={0,1,2,...,N-1}

N-1
F, = Z 27rink/N’ neNy
=0
N-
fi = Z +27rink/N’ neNy

@ analogie Fourierovy transformace pro posloupnosti

@ linearni transformace, Ize zapsat jako nasobeni regularni
matici
= ,inverzni fourmule* plati na rozdil od FT vzdy
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Poissonlv sumacni vzorec
@ f e S, nenulova pouze na (a,b) délky | = b-a
@ periodické prodlouzeni Ize napsat jako

+oo e '
> f(X—kI):?(x):% 5 Cnexp(_.?m/nx)

k:—oo nN=-—oo

(intuitivni zapis = soucet rady)

° Fourierovy koeficienty

o /ff (2mnx) ff(x (2mnx)X:$F<_r7;)_

@ po dosazeni

+o0 +o0

RCELEEDY F(_?)exp(_.?ni/nx)

k=—o0 n=-co
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Poissonlv sumacni vzorec
@ f e S, nenulova pouze na (a,b) délky | = b-a
@ periodické prodlouzeni Ize napsat jako

+oo e .
> f(X—kI):?(x):% 5 Cnexp(_.?m/nx)

Kk=—c0 N=-—o0

(intuitivni zapis = soucet rady)

° Fourierovy koeficienty
27T1I7X 27r1nX 2 n

@ po dosazeni avbodé x =0

—+o0 1 +o0

rem=1 5 A

k=—00 n—=-—oo
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Poissonlv sumacni vzorec
@ f e S, nenulova pouze na (a,b) délky | = b-a
@ periodické prodlouzeni Ize napsat jako

+oo e .
> f(X—kI):?(x):% 5 Cnexp(_.?m/nx)

k=-c0 Nn=-o0

(intuitivni zapis = soucet rady)

° Fourierovy koeficienty
27T1I7X 27r1nX 2 n

@ po dosazeniavbodé x =0asubstk =-n,n=-n

—+o0 1 —+o0

IRIUEEDY F(?)

n——oco Nn=-—oo
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Konvoluce
Konvoluce v 1D
f,g:R—R

(f+g)(x ff

@ ma-li g omezeny support, nazyva se konvolucni jadro

@ potom
xX+a

(f*g)(x)—ff(t)g(x—r)dt.

= (f=9)(x) je vaZeny pramér hodnot f na okoli x
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Konvoluc¢ni teorém

@ Fouriertiv obraz konvoluce funkci je soucin Fourierovych obraz(
funkci
FU gl =7 [f]- 7 [g].

@ Fourierliv obraz soucinu funkci je konvoluce Fourierovych obrazl
funkci
7 fg] = 71 [fl« 7 [q].

+oof o +o0 00
F[f+g] (u) f[ff(t)g(x—t)dt]e2"""de_ ff(t) ez”i“’[fg(x—t)ez”i“(x’)dx]dt

—00 00

+o0 )
[ r@ezita [geoe®ax= F () Gw) = (7117 [a) ()
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Distribuce
@ D c C®(R)... hladké funkce s kompaktnim supportem
@ prostor distribuci 9’ = linearni funkcionaly na D
@ aplikace distribuce T € 9’ na tzv. testovaci funkci ¢ € D:

(Tle).
@ distribuce T je regularni, jestlize existuje f € L, (R) tak, ze

(Tie) = (fl¢),
kde uvazujeme skalarni soucin na Ly (R)

+oo
<f|¢>—ff(x)go(x)dx

@ Diracova §-,funkce” je distribuce (5| ¢) = ¢ (0), formalné

oo oo
f&(x)¢p(x)dx:<p(0), f&(x)dx:1.
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Operace s distribucemi 1/2

@ operace na vektorovém prostoru 9’
<T+ S|t,0> :<T|¢>+<S|go> Yy € D,
(aTlpy =a(Tly) Yo D
@ operace posunuti
e operator posunuti i, funguje na funkce (rxf) (x) =f(x - h)

e a na distribuce paktjako (th Ty = { T|T_pe)
e pro regularni T (def. pomoci f) pak totiz

+o00 +o00
(enTlor =T = [ 1000t Max= [Fx=me(ax=(mle).

tj. distribuce 7, T je také regularni a def. pomoci 7xf
@ nasobeni distribuce T funkci g

(9T|¢) = (T|ge) Vo € D.
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Operace s distribucemi 2/2

Derivace distribuce

(T'le)=-(Tl¢).

@ potom totiz pro regularni distribuci definovanou funkci
f alespon tfidy C' (R)

(Tle)=~(Tl¢)= ff dx—fff ax=(rle).

tj. distribuce T’ je rovnéz regularni a odpovida funkci f'.

@ okrajovy Clen v per-partes vypadne; ¢ ma omezeny
support

@ distribuce maji na rozdil od funkci vzdy vSéechny derivace
— vyuziti v teorii (parcialnich) diferencialnich rovnic



Signal Matematické pozadi Shannonuv-Nyquistuv vzorkovaci teorém Rekonstrukce a filtrace signalu Aliasing

Temperované distribuce, Fourierova transformace

@ linearni funkcionaly na Schwartzové prostoru S

@ zjevné D c S, temperovana distribuce funguje Yy € D,
tj. je distribuci — S’ c D'.

Fourierova transformace temperované distribuce

(F[T|e) = (T|F lgl). (1)

@ je-li distribuce T regularni a definovana funkci f —
distribuce ¥ [T] je rovnéz regularni a je def. funkci ¥ [f]

Fourierovou transformaci ¢-distribuce je identita, tj. regularni
distribuce definovana fci f (x) = 1.

+o0 400

(7lello) = (o7 Iel) =711 ©) = [[¢0e®®ax = [p(xax=(11g.

—0 —co
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Diracuv hreben a jeho FourierQv obraz
@ Diracuv hieben s: 6-distribuce ,vedle sebe“ s krokem h

“+o0

S: Z Tnhé,
@ Fourierova transformace
(Fislo) = (sl7Teh = 3. (rmtl T le) = 3, (olr-mT )= 3, 716l (-0m).

@ Poissonlv sumacni vzorec (Ize zménit n & —n a zase zpét)

f‘m?[«ﬂ (—n/"l)::*7 im¢(—;)=% i <5|T_%¢>:<;_7 i -

/)

@ vysledek
Fls|=F Z Tnhé]_ﬁ Z Tgé
N=-oco N=-—oc0
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Konvoluce temperované distribuce s funkci
@ definice pro v8echna ¢ € S

(Trgle)=(T|exg) kdeg(x)=g(-x)
@ je-li T regularni a definovana fci f, pak
(Trale)=(fdl¢)
@ konvoluéni teorém pro distribuce
FlT+gl = FIT]-Fl9l
FlTg] = FIT]+F 9]
(druhy pfipad)
(F[Tgl|¢) = (To| F [e]) = (T|aF l¢]) = (F [T]|F " [oF [¢]])
—(F M7 6+ ¢) = (7 (M| 7@+ ) = (F [T+ 7 01| ).

O

v
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Shannontiv-Nyquistiv vzorkovaci teorém

Model diskrétniho signalu
@ signal f - jednorozmérna data - funkce f : R > R
@ vzorkovani signalu f|ﬂn - zUZeni f na spoCetnou mnozinu
diskrétnich hodnot Hy, = {nh| n € Z}; oznacme f, := f (hn).
@ ekvivalentni formulace: distribuce
—+o00
fy=1f-skde s= Z 7hhd je Diractv hieben

N=—co

@ skuteCné, pro Yy € S plati

+o00

<fd|¢>>:<f- Z Tohd

n=-o0

“+o00

90>=< Z Tnho

n=-oco

f<,0> = f (Tano] fe)

N=—oc0

I~ +oo

= > (drm(fe)) = D (r-m(fe))(0) = Z (fe) (nh) = Z fop (),

N=-oc0 nN=-oo N=-o0 nN=-o0

— fy ur€ena jen pomoci f, a naopak f, = <fd| <pn> kde
en(x) =1jenpro x = nh, jinak ¢, (x) =
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Rekonstrukce signalu, interpolace

@ nalezeni f, : R — R def. jen pomoci f,, resp. diskrétniho signalu f4
@ konvoluce s lib. g

(fd*g|¢>:<(f- f Tnha]*g

N=—o0

+oo

¢>:<f~ Z Tohd

nN=-oc0

+o0

0r8)= ), o) (on)

N=—o0

+oo

400
> f,,fnp(t)g(t nh)dt_f Z fag (t - nh) e t)dt_< Z fatong

n=-oo

o)

@ fy =« g je tedy regularni a je definovana funkci

fr = Z fatnng, 4. fr (x Z fag (x — nh).

n=-o0 nN=-o0

@ linearni interpolace vzorkl

g(x) = 1-B pro x| <h,
0 pro |x| > h
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Spektrum diskrétniho signalu 1/2

@ Fourierav obraz diskrétniho signalu fy je podle konvolu¢niho
teorému
Fog:=F [fg] =F[f-s]=F [f]=F [s]

@ uz vime (Fourieriiv obraz Diracova hfebenu)

+o00

‘7‘—[812%7 Z Tgé

n=-o0

@ po dosazeni (oznacme F = ¥ [f])

protoZe (r

((r30) Fle) = {750
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Spektrum diskrétniho signalu 2/2

e 1 je vzorkovaci frekvence
(pocet vzorkl na jednotku délky osy x)

@ spektrum diskrétniho signalu = okopirované puvodni
spektrum s krokem 15 Abychom mohli pavodni signal
rekonstruovat, nesmi ,,okopirovanim® dojit k prekryti
spekter.

|Falu)|
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Spektrum diskrétniho signalu 2/2

e 1 je vzorkovaci frekvence
(pocet vzorkl na jednotku délky osy x)

@ spektrum diskrétniho signalu = okopirované puvodni
spektrum s krokem 15 Abychom mohli pavodni signal
rekonstruovat, nesmi ,,okopirovanim® dojit k prekryti
spekter.

|Falu)|
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Shannonuv-Nyquistiv vzorkovaci teorém

Aby bylo mozné zrekonstruovat puvodni signal, musi byt
vzorkovaci frekvence alespon dvakrat vétsi nez nejvyssi
frekvence v signalu.

Aliasing

1
7 > 2W ... tzv. Nyquistova mez
[Fa(u)|
[
w
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Nedostatecné vzorkovani
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Nedostatecné vzorkovani

Moiré efekt (viz dale)
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Rekonstrukce a filtrace signalu

Dokonala rekonstrukce signalu 1/2
@ pri dostatecné vzorkovaci frekvenci Ize izolovat spektrum F
ze spektra Fy4
@ F4 vynasobime obdélnikovym pulsem. Plati
;
F—G-F; kde G(u)= {h Pro U< 2
0 jinak.

@ konvoluéni teorém:
f=F"G Fy)=F"[G] +fy.
@ tj. pivodni signal dostaneme konvoluci ;s g = 7' [G]:

+oo h #
eZm ux ]

1
3R
_ 2nmiux _ 2miux _
g(x)ffG(u)e dufhfe du = Brix

—0o 1 ﬁ

h Si“h(%xi) h . (nX) _ (n'X)
= ——— = —sin = sinc|— ),

X i X h

kde sinc x = SinX,




Signal Matematické pozadi Shannonuv-Nyquistuv vzorkovaci teorém Rekonstrukce a filtrace signalu Aliasing

Dokonala rekonstrukce signalu 2/2

@ Vime, ze konvoluce je vlastné interpolace.
@ Funkce sinc se proto nazyva idealni interpolant.
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Priklady rekonstrukce signalu

) |F)|
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Priklady rekonstrukce signalu

1t 7w
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Filtrace obrazu

@ odstranéni vysokych frekvenci - tzv. ,low pass filter*

@ nasobeni funkci s omezenym supportem ve frekvencni
oblasti

nasobeni obdélnikovym pulsem (resp. valcovym ve 2D)
— konvoluce se sinc v prostorové oblasti

sinc nema omezeny support = informace z kazdého
mista obrazu se projevi v celém obraze ... ,,artefakty*

hladké filtry: napf. Gaussova kfivka - jeji Fourierav
obraz/vzor je opét Gaussova kfivka
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Marilyn Monroe vs. Albert Einstein

Marilyn Monroe
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Marilyn Monroe vs. Albert Einstein

spektrum fotografie Marilyn
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Marilyn Monroe vs. Albert Einstein

maska low-pass filtru
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Marilyn Monroe vs. Albert Einstein

2

po inverzni transformaci



Rekonstrukce a filtrace signalu

Marilyn Monroe vs. Albert Einstein

Albert Einstein
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Marilyn Monroe vs. Albert Einstein

po inverzni transformaci
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Aliasing

Aliasing a antialiasing

@ Aliasing = libovolny efekt zpusobeny nedostate¢nou
vzorkovaci frekvenci signalu/obrazu

@ Moiré = umeély vyskyt nizkych frekvenci v obraze vznikly
interferenci dvou pravidelnych vzorku s blizkymi
frekvencemi - pfipad aliasingu

@ Antialiasing = opatfeni vedouci k potlac¢eni aliasingu

e predfiltrovani signalu (konvoluce s vhodnym filtrem, tj.
vhodna interpolace)

e stochastické vzorkovani, roztfesené vzorkovani (jittered
sampling)

Nespojity obraz (interpolace nejbliz§im sousedem) ma
neomezené spektrum. PomuUze i linearni interpolace.
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Priklady aliasingu
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Aliasing

Antialiasing v praxi

nadvzorkovani (supersampling) v paméti grafického
akceleratoru

mip-mapping textur

adaptivni vzorkovani

stochastické vzorkovani - vzorkovani na nahodné
generované siti = aliasing ve formé Sumu

u metod fotorealistického zobrazovani: Monte-Carlo,
stochasticky raytracing
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