Uvod Jednoduché algoritmy vypocetni geometrie Dalsi problémy vypocetni geometrie Literatura

Vypocetni geometrie

Pavel Strachota
FJFI EVUT v Praze

19. Gervence 2023



Uvod Jednoduché algoritmy vypocetni geometrie Dalsi problémy vypocetni geometrie Literatura

Obsah

@ Uvod
9 Jednoduché algoritmy vypocCetni geometrie

e DalSi problémy vypocetni geometrie



Obsah

@ Uvod

9 Jednoduché algoritmy vypocetni geometrie

e DalSi problémy vypocetni geometrie

«O>» «F»r « =)

<

DA



Uvod

Problémy vypocetni geometrie
problémy z oboru teoretické matematiky, numerické
matematiky, poCitaCové grafiky, robotiky, kartografie...

@ poloha bodu vici polygonu, mnohosténu (polyhedron)
@ poloha bodu na mapé (vzhledem k rozdéleni roviny)
@ pruseciky Usecek, pruniky polygonu

@ triangulace polygonu

@ nalezeni konvexniho obalu ve 2D, 3D
- jeden z nejstarSich probléma

Voroného diagramy

Deloneho triangulace

hledani nejkratsi cesty

detekce kolizi v simulacich, pocitaCovych hrach atd.

generovani vypocetnich siti pro metodu konecnych prvk,
resp. objemu



Uvod

Reseni problémd vypocetni geometrie

@ datové struktury
e BSP stromy - Binary Space Partitioning tree
e quadtree, octree
@ slozitost algoritm
e Casova
e pameétova
@ snaha vyvinout co nejefektivnéjsi algoritmy
e rozdél a panuj
e znahodnéné algoritmy
@ robustni algoritmy - odolné vuci
e specialnim degenerovanym pfipadim
e problémim pfi implementaci v aritmetice s kone¢nou
presnosti
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Jednoduché algoritmy vypocetni geometrie

Poloha bodu vuci polygonu

@ urcit, zda urcity bod P lezi uvnitf nebo vné
daného polygonu v roviné Vo

@ napf. u trojuhelniku:

@ vrcholy V;, i =0,1,2 proti sméru
hodinovych rucicek

@ hrany e; = (e ey) = V(i+1) mod 3= Vi
i=0,1,2

@ vnéjSi normaly ke hranam jsou pak

T

m=(el.-e)

@ Plezi uvnitf A , jestlize ¥i=10,1,2

n;-(P-V;)<0
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Poloha bodu vici polygonu
BSP stromy

@ BSP = Binary Space Partitioning - binarni rozdéleni
prostoru

@ rekurzivni déleni roviny na poloroviny oddélené libovolné
umisténou a orientovanou pfimkou

@ reprezentace libovolnych polygonalnich atvar( v roviné,
resp. mnohosténa v prostoru

@ uzel BSP stromu - svazan s ptimkou, jejiz normala
smeérfuje ven z objektu (Umluva)

@ 2 potomci:
o levy potomek = rozdéleni poloroviny proti sméru normaly
k pfimce, nebo NULL (lze implementovat jako list ,in" -
identifikuje polorovinu, ktera lezi uvnitf Gtvaru)
e pravy potomek = rozdéleni poloroviny ve sméru normaly k
ptimce, nebo NULL (Ize implementovat jako list ,out -
identifikuje polorovinu, ktera lezi vné Gtvaru)
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Poloha bodu vici polygonu
BSP stromy - pfiklad

e
d/ \out f/ \g m/ \out o
n/ out |n/ \out h/ \out
7\
in //\
in out
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Poloha bodu vici polygonu

Vysetfeni pomoci BSP stromu

@ zacCiname v koreni stromu
@ pfimka p dana bodem X a normélovym vektorem n

@ test, v jaké poloroviné lezi bod P:
e n-(P-X)<0 = P leziv poloroviné proti sméru normaly
— vySetfujeme levy podstrom
e n-(P-X)>0 = P leziv poloroviné po sméru normaly
— vySetfujeme pravy podstrom
@ pokud prejdeme do oblasti ,.in“ (ij. pfi presunu vievo
narazime na NULL), bod P lezi v polygonu

@ pokud prejdeme do oblasti ,out” (tj. pfi presunu vpravo
narazime na NULL), bod P lezi mimo polygon
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Poloha bodu v roviné
Vysetfeni pomoci BSP stromu
@ prostor rozdélen na oblasti (staty na mapé apod.)

@ zobecnéni - pfimka déli prostor na levou a pravou
polorovinu (poloroviny + a —)

@ v listech stromu je misto ,,in“ a ,out* oznaceni oblasti C;
@ prochazeni stromem nam fekne, v jaké oblasti lezi bod P
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Poloha bodu v roviné
Obecny pripad
@ oblasti omezeny k sobé pfiléhajicimi polygony
@ algoritmus pro vytvoreni mapy lichobézniku vytvori
datovou strukturu (opét strom), v niz Ize nasledné snadno
vyhledavat pozici bodu [deBerg, kap. 6]
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Booleovské operace s polygony

@ prlnik, sjednoceni, rozdil, negace
@ snadno implementovatelné pomoci BSP stroml

F —




Jednoduché algoritmy vypocetni geometrie

Booleovské operace s polygony

@ prlnik, sjednoceni, rozdil, negace
@ snadno implementovatelné pomoci BSP stroml
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Jednoduché algoritmy vypocetni geometrie

Booleovské operace s polygony

@ prlnik, sjednoceni, rozdil, negace
@ snadno implementovatelné pomoci BSP stroml
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Jednoduché algoritmy vypocetni geometrie

Booleovské operace s polygony

@ prunik, sjednoceni, rozdil, negace
@ snadno implementovatelné pomoci BSP stromu
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Booleovské operace s polygony

Implementace pomoci BSP

negace
@ polygon - seznam orientovanych hran
@ orientace urCuje smér normaly - BSP reprezentace snadna
@ negovany polygon - seznam stejnych hran orientovanych
opatné — normaly sméruji na druhou stranu
pranik
@ ofezavani polygonu polygonem - viz prednaska ,rastrové
algoritmy*
@ polygony A, B's m, resp. n hranami
@ princip: AnB =
prinik hran A s polygonem B + pranik hran B s polygonem
A — celkem mn testl

@ BSP reprezentace = omezeni pocCtu testl
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Booleovské operace s polygony

Implementace pomoci BSP
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Booleovské operace s polygony

Implementace ostatnich operaci

@ sjednoceni
AUB = —|(—|Aﬂ—|B)

@ rozdil

A-B = An-B
B-A = Bn-A
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Nalezeni konvexniho obalu

Obecna definice

Konvexni obal (convex envelope, convex hull) mnoZiny A je
nejmensi konvexni mnoZina obsahujici A.

@ konvexni obal mnoziny bodl A = {pj,p2,...Pn}:

n n
CW(A):{Zakpk ak >0, Za'k: 1}
k=1 k=1

@ algoritmy pro nalezeni
konvexniho obalu

@ baleni darku

quickhull

inkrementalni algoritmus
Grahamuv algoritmus
algoritmus typu rozdél a
panuj
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Nalezeni konvexniho obalu
Hledani vrcholl konvexniho obalu
@ hranice konvexniho obalu mnoZziny bodd A v roviné je
konvexni polygon CP(A)
@ vysledek nalezeni konvexniho obalu - posloupnost vrcholl
tohoto polygonu (po sméru hodinovych rucicek)

A - {p1ap2""’p9}
CP(A) = (pa.ps.Ps,P2,P9)
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Nalezeni konvexniho obalu
Hledani vrchold konvexniho obalu
@ hranice konvexniho obalu mnoZziny bodd A v roviné je
konvexni polygon CP(A)
@ vysledek nalezeni konvexniho obalu - posloupnost vrcholl
tohoto polygonu (po sméru hodinovych rucicek)

Pozorovani
Bod p € A je vrcholem CP(A) < p nelezi uvnitf zadného
trojuhelniku tvofeného jinymi tfemi body z A.

primitivni hledani vrcholl CP (A):
@ pro kazdy bod p € A bod sestroj vSechny trojuhelniky grs
(q.r,se A, p+q#r+S5).
@ zarad p do CP(A) pokud vzdy p ¢ interior (aqrs)
— Casova slozitost O(n*) - nepouzitelné
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Nalezeni konvexniho obalu

Hledani hran konvexniho obalu

Pozorovani

Usegka pq, p.q € A je hranou CP(A) < vsechny body r € A
lezi na jedné strané pfimky pg

4 q
e o N
/ \.
// . ® o . \
¢ o °
N Vs
. .«
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Nalezeni konvexniho obalu

Hledani hran konvexniho obalu

Pozorovani

Usegka pq, p.q € A je hranou CP(A) < véechny body r € A
lezi na jedné strané primky pq

primitivni hledani hran CP (A):
@ pro kazdou pfimku pg a kazdy bod r € A, r # p,q najdi
polohu r vuci pq

e opét na zékladé znaménka skalarniho soucinu (r-p) s
normalovym vektorem pfimky

@ hranu pqg zafad do CP(A), pokud je znaménko skal.
soucinu Yr stejné

@ sefad vrcholy po sméru hodinovych rucicek
— CGasova slozitost O(n°)
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Nalezeni konvexniho obalu

Problémy pfi hledani hran konvexniho obalu 1/2

takto navrzeny algoritmus neni robustni:

@ degenerované pripady: bod r pfimo nebo témeér na
usecce pq
e rpfimona pqg — spravné by nemél hrat roli v
rozhodovani o této hrané
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Nalezeni konvexniho obalu

Problémy pfi hledani hran konvexniho obalu 2/2

@ projevi se kone€na presnost

@ napf. mize zdanlivé byt zaroven q

e rvpravo od pq (pficesté z pdo q r
mame bod r po pravé strané),

@ ¢ vpravo od pr, p

e pvpravo od rq

@ geometricky nelze, pouze efekt
numerickych chyb
= vSechny 3 hrany se zaradi do
CP(A)

@ nebo naopak: v§echny body ,vlevo*
— Z&dna z hran do CP(A)
= CP(A) nepopisuje uzavieny
polygon
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Nalezeni konvexniho obalu

Inkrementalni algoritmus

prochazime body z A podle
souradnice x (zleva doprava)

bod s minimalni souradnici x
urdité patti do CP(A) upper hull

tvofime horni ¢ast konvexniho
obalu (upper hull) - CP,(A)
CP.(A) se tvofi postupné - v
i-tém kroku mame
CPu({po.p1,-.-pi})

horni ¢ast skuteCného P

konvexniho obalu vzdy tvori e - — L —
tzv. pravy zahyb (right turn),
tj. pfi cesté od p; k pj 1
zahybame doprava

lower hull
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Nalezeni konvexniho obalu

Inkrementalni algoritmus - pravy zahyb

iterace od CP, ({po,p1,--.pi}) K CPu({Po.P1,---,Pivr1})

Q@ M:=CPy({po.ps.-..pi})
@ pfidame bod p; 1 do M
© pokud v M jsou max. 2 body
= Mije CPu({po.p1....Pi+1})
© zjistime, zda posledni 3 body v M
tvofi pravy zahyb
o pokud ANO, M uz je

CPu({po.p1.-..Pi+1})

o pokud NE (tvofi levy zahyb),
odstranime prostiedni bod a .
jdeme na bod 3. points deleted
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Nalezeni konvexniho obalu

Inkrementalni algoritmus - detaily

@ tfi body na jedné Usecce
netvori ani pravy, ani levy
zahyb, ale prostfedni bod v
CP. (A) nepotfebujeme
— test ,NEtvofi pravy
zahyb“ = ,tvofi levy zahyb
nebo jsou na pfimce*

not a right turn



Jednoduché algoritmy vypocetni geometrie

Nalezeni konvexniho obalu

Inkrementalni algoritmus - detaily

@ neuvazovali jsme vice bodu se
stejnou souf. x
= misto usporadani podle x ‘~.. ° o
Ize vzit lexikografické
usporadani podle x, y

[31)7 (5 ) = amvin—snyiz o
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Nalezeni konvexniho obalu
Inkrementalni algoritmus - dokonceni
@ analogicky nalezneme dolni ¢ast konvexniho obalu CP;(A)
@ postupujeme stejné, ale zprava doleva

@ odstranime prvni a posledni bod z CP,(A),
nebot jiz jsou v CP, (A)
@ chyby zplsobené numerickou nepresnosti:
e néjaky bod navic, resp. néjaky chybi
e stadle mame seznam uzlU, ktery Ize interpretovat jako
uzavieny polygon
e odchylka od skute¢ného CH (A) je stejného fadu jako
numerické chyby
= algoritmus je robustni
@ casova slozitost je O(nlogn)
e sefazeni bodu Ize provést v O(nlogn)
e samotné nalezeni CP,(A) a CP;(A) trva jen O(n):
kazdy bod totiz pfidame i testujeme na odebrani pravé
jednou
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Nalezeni konvexniho obalu

Algoritmus baleni darku

za¢neme od bodu py s maximalni
soufadnici x

rotujeme vertikalni pfimku
prochazejici py po sméru
hodinovych ruéic¢ek, dokud
nenarazime na dal$i bod p4
pfepneme se do bodu p; a
pokraCujeme v rotovani pfimky

skoncime, kdyZ narazime opét na pg

slozitost je O(nh), kde h je pocet
vrcholl CP (A)
e ,rotovani pfimky* totiz spociva v
otestovani vSech zbyvajicich bodu
z A a vybéru toho s minimalnim
uhlem rotace
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Nalezeni konvexniho obalu
Algoritmus Quickhull 1/4

@ nalezneme extrémni body na ose x (a nejvice vlevo, b
nejvice vpravo)
—= a,beCP(A)

@ nalezneme body c, d nejdale od pfimky ab, resp. ba
nalevo
= ¢,deCP(A)

© odstranime mnozinu Sy vSech bodu uvnitf Aabc
(resp. aabd)

© algoritmus rekurzivné aplikujeme na

e pfimku ac a mnozinu S; vS8ech bodu nalevo od ac
e pfimku cb a mnozinu S, bodl nalevo od cb
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Nalezeni konvexniho obalu
Algoritmus Quickhull 2/4
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Nalezeni konvexniho obalu
Algoritmus Quickhull 3/4

pseudokdd:

function QuickHull(point a, point b, set S) {
if(S=0) return 0;

find point ¢ farthest from line ab to the left;
assemble sets Sy, Sy,S5;

return QuickHull(a,c,S;)U{c}uQuickHull(c,b, S>)

h

function QuickHull_Main(set A) {

find initial extreme points a,b;

return {a}UQuickHull(a,b,A)U{b}UQuickHull(b,a,A);
b
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Nalezeni konvexniho obalu
Algoritmus Quickhull 4/4

slozitost algoritmu:

@ v nejhorsim pfipadé O(nh), kde h je pocCet vrcholt CP(A)
e trojuhelnikl se konstruuje h—2, na polohu bodu vigi
trojuhelniku testujeme max. n bodl
e nastane tehdy, kdyz vétSina bodu je jiz na hranici
konvexniho obalu
e zadné body nezahazujeme

@ v typickém pripadé O(hlogn)
e pfi konstrukci kazdého A zahodime do mnoziny Sy pfiblizné

polovinu bodl
e nastane, kdyz body jsou v roviné rozmistény rovnomérné
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Srovnani realné slozitosti algoritmu
Zapoctova prace studenta POGR1 Davida Fridricha v AR 2012/13 (algoritmy v C++)

1000
800 - -
600 H
a00|| .
200 H ; .
00 - 260 460 660 860 1000

test: 100 bodU v roviné
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Srovnani realné slozitosti algoritmu
Zapoctova prace studenta POGR1 Davida Fridricha v AR 2012/13 (algoritmy v C++)

Uvod
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---------- Inkrementalni

= = = Baleni darku
QuickHull
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Srovnani realné slozitosti algoritmu
Zapoctova prace studenta POGR1 Davida Fridricha v AR 2012/13 (algoritmy v C++)
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Triangulace polygonu

Pozorovani

Kazdy jednoduchy polygon o n vrcholech mé triangulaci. Kazda
jeho triangulace se sklada z n—2 trojuhelnika.

AN

d
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Triangulace (jednoduchého) polygonu
Ofezavani rohu
@ ear clipping - snadny na implementaci, sloZitost O(n?)
@ polygon P = (Vvg,V1,,...,Vp_1) ; Vh = Vg
@ prochazime vrcholy v;, v, 1, V.2 (modulo n)
@ jestlize usecka v;v, > lezi celd uvnitf polygonu, tak vrchol
v, tvori roh
e to nastane pravé tehdy, kdyz v Av,v; 1V, o nelezi zadny
dalSi vrchol polygonu

@ vrchol v;, 1 odstranime z polygonu, vytvofime AV;V 1V o

Vy ¥V
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Dalsi problémy vypocetni geometrie

Voroného diagramy
@ Voronoi diagrams (Gregorij
Voronoj)

@ mnozina nbodu py,...pp Vv
roviné

@ rozdéleni roviny do n oblasti
Q1,...,Qn

@ Yx e Q;plati

.....

tj. Q; je mnozina bodu, které
maji nejblize k p;
(v euklidovské normé)

@ napf. rozdéleni oblasti pro
zasobovani z rliznych skladu
apod.
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Voroného diagramy
@ Voronoi diagrams (Gregorij
Voronoj)

@ mnozina nbodu py,...pp Vv
roviné

@ rozdéleni roviny do n oblasti
Q1,...,Qn

@ Yx e Q;plati

.....

tj. Q; je mnozina bodu, které
maji nejblize k p;
(v euklidovské normé)

@ napf. rozdéleni oblasti pro
zasobovani z rliznych skladu
apod.
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Voroného diagramy

@ Voronoi diagrams (Gregorij
Voronoj)

@ mnozina nbodu py,...pp Vv
roviné

@ rozdéleni roviny do n oblasti
Q‘] seeay Qn

@ Yx e Q;plati
x—pil= min |x-pj

tj. Q; je mnozina bodu, které
maji nejblize k p;
(v euklidovské normé)

@ napft. rozdéleni oblasti pro
zasobovani z rliznych skladu
apod.
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Deloneho triangulace

Motivace

SISt
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4%\

Terén



Dalsi problémy vypocetni geometrie

Deloneho triangulace

Motivace

Vy8kova mapa na trojuhelnikove siti



Uvod

Jednoduché algoritmy vypocetni geometrie Dalsi problémy vypocetni geometrie

Deloneho triangulace

Motivace
0 1240 19 0 1240 19
08 100 20 06 100 »20
50 =950
10 a b 36 10 1 36
50 50
69 1008 P 6 1008 PN
4 890 2 4 890 3
height = 985 height = 23
(a) (b)

Interpolace vySky ze vzorkl na siti v zavislosti na triangulaci

@ uprostfed je pohofi - pro€ je pfipad a) mnohem

vvvvvv

Literatura
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Deloneho triangulace

Motivace

Vyskova mapa - Voroného diagram

@ interpolace vySky obecného bodu bude nejpresnéjsi,
pokud pouzijeme co nejblizsi vzorky
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Deloneho triangulace

@ Delaunay triangulation
(Boris Delone, puvodné

po otci de Launay) \
@ triangulace

konvexniho obalu

bodu v roviné, kde v

kruhu opsaném

libovolnému trojuhelniku
nelezi dalsi bod

@ maximalizuje
minimalni uhel Av
v celé siti

@ spojnice stredu kruht
vymezuji hranice ve
Voroného diagramu
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Deloneho triangulace

@ Delaunay triangulation
(Boris Delone, puvodné
po otci de Launay) »

@ triangulace
konvexniho obalu —
bodu v roviné, kde v
kruhu opsaném b
libovolnému trojuhelniku
nelezi dalsi bod

@ maximalizuje
minimalni uhel
v celé siti

@ spojnice stredu kruht
vymezuji hranice ve
Voroného diagramu
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Deloneho triangulace

@ Delaunay triangulation
(Boris Delone, puvodné
po otci de Launay)

@ triangulace
konvexniho obalu
bodu v roviné, kde v
kruhu opsaném
libovolnému trojuhelniku
nelezi dalsi bod

@ maximalizuje
minimalni uhel
v celé siti

@ spojnice stredu kruht
vymezuji hranice ve
Voroného diagramu

Deloneho triangulace 100 bodd v roviné
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Generovani sité pro numerické reSeni PDE

@ numerické feSeni uloh pro parcialni diferencialni rovnice
(PDE, Partial Differential Equations)
e mechanika a dynamika kontinua (simulace deformaci a
namahani pevnych téles, proudéni tekutin,...)
@ metoda konec¢nych prvkua (FEM, Finite Element Method)
@ metoda konec¢nych objemu (FVM, Finite Volume Method)

@ potieba pokryt vypocetni oblast Q siti polygonu
(computational mesh, grid)
@ oblast Q

e podmnozina roviny, resp. povrch objektu ve 3D —
zpravidla trojuhelniky, ¢tyrahelniky
e podmnozina prostoru = kvadry, Ctyfstény atd.
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Generovani sité pro numerické reSeni PDE
Typy sité

@ strukturovana (structured, uniform)
e jednoduchy tvar oblasti
e pravidelnd mfizka vrcholl
e souradnice vrcholl dany jednoduchym vztahem

@ nestrukturovana (unstructured, non-uniform)

e obecna sit vrcholl
e soufadnice vrcholl ulozeny v paméti nebo stromové
strukture (viz dale)
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Generovani sité pro numerické reSeni PDE

Typy sité

strukturovana sit nestrukturovana sit

v

@ stejné rozliSeni (,jemnost sité“) nemusi byt potieba vSude
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Generovani sité pro numerické reSeni PDE

Nestrukturované sité

@ metody zaloZzené na Deloneho triangulaci nebo na
datovych strukturach quadtree ve 2D, resp. octree ve 3D

@ adaptivni zjemnovani (refinement), resp. zhrubovani
(coarsening)
@ sit' je jemnéjsi
e v geometricky slozitych partiich
e v mistech, kde ma feseni slozity pribéh — zména sité
za béhu vypoctu
@ umoziuje uSetfit pamét a ¢as tam, kde neni potfeba velka
presnost (viz pfedchozi obrazek)
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Generovani sité pro numerické reSeni PDE

Nestrukturované sité zalozené na quadtree

NE NW SwW SE

@ 4 potomci uzlu urCuji rozdéleni 4 kvadrant( oblasti
@ v listech stromu, tj. ,0% jsou hodnoty veli€in (proménnych)
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Generovani sité pro numerické reSeni PDE
Ptiklady siti
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Generovani sité pro numerické reSeni PDE

Priklady siti
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Generovani sité pro numerické reSeni PDE
Priklady siti
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