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Predmluva

Toto skriptum je urdeno studentdm 1. roéniku FJFI CVUT. Ma slouzit jako
sbirka pfikladd k pifedniSce "Matematicka analyza”.

Sbirka je zaméifena na Gvodni partie piednidsky a obsahuje téZ nutné dopln-
ky ke stifedoskolské latce. Prvni &ast sbirky je vénovana prohloubeni a
doplnéni stifedoSkolské litky; jejim cilem je vyplnit mezeru mezi stredoskol-
skymi sbirkami piikladd a sbirkami vysokoskolskymi, které se témto partiim ne-
vénuji bud viibec nebo v nedostadujici mife. Dalsi &asti obsahuji Glohy k pred-
nidsce zimniho semestru.

Potiebnou pripravu pro praci se sbirkou ziskd student na prednaskach a
cvidenich, proto jednotlivé kapitoly neobsahuji teoreticky dGvod ani resené
piiklady. ObtiZn®j#i cvideni jsou oznadena hvézdicékou. Pro kontrolu jsou
uvedeny vysledky dGloh.

Cast priklad& je piivodnich, &ist je prevzata a usporadana z jinych sbirek
(E. Navratil : Cvideni z analyzy; J. Reiterman, V. R6dl, L. Vrdna : Cvideni
z analyzy).

2avérem chceme podékovat Jifimu Pytlickovi, odbornému asistentovi katedry
matematiky FJFI, za praci, které se ochotné ujal jako recenzent tohoto skripta,
i za mnoho cennych rad a podnétd. Dile dékujeme Ing. Evé Stejskalové za pec-
livy odborny prepis.

Praha, duben 1990

Autorky



OBSAH

OPAKOVANI
Rovnice a nerovnice....
Logaritmy a mocniny....
Goniometrické funkce...
Komplexni ¢i=la........
Matematicka indukce....

ZKRACENE PSANI SOUCTU A SOUCINU. .

MATEMATICKA LOGIKA. ........000..

MNOZ2INY A ZOBRAZENI

Zobrazeni a ekvivalence mnozin...

Operace se systémy mnoZin........
Omezenost mnoZin, suprémum,

POSLOUPNOSTI

infimum.

Vlastnosti posloupnosti..........

Definice limity posloupnosti........

Limity raciondlnich a iracionalnich funkci.

Seviené posloupnosti............
Bolzanova—-Cauchyova podminka. ..

Limity posloupnosti zadanych rekurentns....
Podilové a odmocninové kritérium.....
Stolzlv a Cauchy@iv vZOorec. .........

Cislo e ; limity s obecnou mocninou a logaritmem.......
Limes superior, limes inferior a hromadné hodnoty....

VRIS v & 5650w 6. 0.6 6 & Gulo ik

S -
9

0012

.. 16
.18

1130
+ 36

.+ 43
. 47
. .50

. . 59
.61

.. 62

.66
.69

72



ROVNICE A NEROVNICE

Reste v R rovnice:

1. a) x™+2x -38 = | x -5 | b) | x"+2x -35 | =x -5

8 V[; - x + 4v=§' = 4 - V[; - x - 4V:§‘

3. x + [ — ]a = 15

(Navod: zaved'te substituci u = x +

4. 25" + x* - 19x®* =2 + x - 19x"

5. Pri kterém a je jeden korfen rovnice
x*+(2a-1)x+a" +2=0

dvo jnidsobkem druhého?

6. Pfi kterém a je rozdil korfend rovnice

2x® - (a+1)x + (a-1) = O

roven jejich soucinu?

7. Pro ktera a ma rovnice

{ a+1- |x-1) ] [ a+ x - 2x ] =0

pravé 3 koreny?

8. Uréete nejmensi a nejvétsi z celych éisel n , pro néz ma rovnice

nx2 +8x +n+8 =0

realné koreny!

Reste v R nerovnice:

9. 4x +B <ax + 3 10. _%— <1
1 1 1
11, —— 2 -3 12. S 2
2x+5 1 1 1
13. 22 <2 14. 2 g



16. Je didna soustava nerovnic
1 T
3x < < Bx » 8+ 3 < . x"
1 T |
Secteme-1i obé nerovnice, dostaneme 5x + oy~ < 3~ X, odtud x > -
Dostali jsme tak hledané FeSeni soustavy? Svoje tvrzeni zdivodnéte.
17. Reste soustavu
S-d4x 1 2x+1 xX+2 Sx
3 + 3 ¢ % ——‘——— » 5 > 7 9N
Reste v R nerovnice
2x+1 1 2
i8. g X = . e x . % 19. (x 3)(x - 7) < B(x - 3)
5-x 1+4x - R x-5
e T " rondlille Sb . odas - o
2z, S N 23. 1+4x* <1 - x
|3-56x|
8. Vousx® <4 -x 26, —p—>6
26.  |x+7| > |x-4| 27. l g <1
28. x| > 2 ¥V x®-2x+1 20. |3x-2| - B < |x+1]|
0. 8x -1¢ |x|] <9x+1 31.  |9x-5| < |2x+1| + |x-4|
|z-x| - x
B, eliens Sl i s 33, s 2
|2x-3| |3-2x| |x-3] - 1
34. a) (x-2)(x+3) < 0O b) 2x" - 2¥8x + 1 5 0
e) x»*-x+1>0 d) 2x* -3x+2 <o
x' + 8x + 4 x' + 4x - 1
35. = <0 36. 22
X -8Bx -6 x + 2
2
X e -0 7 5x + 9

—",;—'-)x+3 N —_— > 2x - 8 .

Najdéte vSechna x , ktera

a) vyhovuji obéma nerovnicim;

b) vyhovuji alespofi jedné z obou nerovnic;
c) vyhovuji nejvysSe jedné z obou nerovnic;
d) vyhovuji prdvé jedné z obou nerovnic;
@) nevyhovuji Zadné z obou nerovnic.




41.

2-X 2+x

(x'+3x'+3x+1)(x.—x+1) 20

Pro ktera t rovnice x® + tx +

a) md oba kofeny realné a rdzné;
c) nemad realné koreny?

Urdete vEechna realna a

(a®-1)x"*

byla spliena pro viechna redlni

Pro ktera a vyhovuji nerovnici

nx’+ (a-2)x + a'+

vEechna redlnd x ?

Reste v R nerovnice:

46.

53.

57.

61.

63.

V 2x+3 2 x

<

X+ Tx+12 X 43x+2

t+8=20

b) mé jeden dvojnasobny koifen;

tak, aby nerovnice

+ 2(a-1)x + 2 > 0

1
=20

47.
Vex8 .. 1 0. Veox-x* > 1-x
2-x 2
2 i
(x-1)V 64+x—x <=0 51. 1-x - x >
<)
1 3 x-1
C A el e B R
2
8x + ¥V 6x+9 < -B Bd. P oo 8
2
(x+2)

(x-1* 2 v/[ v :
*.* — > 3 56. (x-2)2-¥ 6-(x-2)* 2 x-2
(x" -x+1)

x* + 3|x| < 10 88. | x-2x-7 | s 1

J |x'-4x-5|
| x° - 4x | <S5 60. <3 x
3|(x+3)(x+2)| x| 2x

2 -1 - |x+1| 62. - < 1
x x+2 |x-3|
|2x (x+5) | |x*-25]
2 -3 + |7+2x| 64. 3 - |x-z|
x+2 x+1



P+ x-1] 1 - l|x|+2J

65. 2 |x] -1 66. £ [xti)
x x -5
|x-8].¥ x-1
67. < 2+ |x-4]| - |x-2|
X -3
68. |2x" -7x"+7x -2 | s | 2"+ 7"+ 7x +2 |
69. 1 - |4x" -6x+1 |2 0



70.

71.

72.

74.

75.

LOGARITMY A MOCNINY

Objasnéte, pro¢ nedefinujeme log x, je-li
a

a) x £ 0; b) a =< 0; c) a=1,
Vypoctéte:
: B
a) log” g b) 10:)3a — c) 100
Vs ¥ =

/ 1 h 1-log 2 -loy_4
d) /10” : Vel &) 49 VER "
Vyjadiete pomoci log2 a log 3 vyrazy: a) log b

&/ 243 e
b) log 5 o) 103/12.5 '/8 . Hiai

Zjednoduste a ur&ete, pro které hodnoty a , resp. b maji vyrazy smysl!:

1 4 1 n
a) loua[a [a (a)‘ ]. ]' b) 10¢°[ ?Vr; "V,: '.V,:...f'/: ] (n € N)
26
10‘2[ -;; ] 8 .88 2
c) d) loga_b [a -b"+a b—-ab ]

2a.logV2 - S.IOQ?{?

1 + |log a|

e) £ 10ltoe al
log(10a) .loc[ :0 ]
& 10108 ¥ log®a
B avm® h) a
Bud'te a, b, x kladna cisla, a#1, b#1.
log x
Potom plati log X = —=— ., Dokazte.
- log b
a
Vypoctéte:
logsso 1935750
a) oo
5
103“05 log‘



108 4
.I

by [ [3]2* LT s ]

N =

Zjednoduste a urcete, kdy maji vyrazy smysl:

logxtlogya)
log‘a

1 1 1
log‘a § logyx i log!y

» [a)

o [a) 20"

p  [a)

. e LTI

pro nasledujici pripady:
a) a=3; b) a=17 ; ) c) a = log 2.

Reste rovnice (neznimid je x):

a) log(x+a) = log x + a b) log(ax) = a.log x
c) logglogblogex =0 d) log log(x+a) = log log x +log 2
e) log a = a f) log (x) + log (a) = 1

» .t xl

Reste rovnice:
§ [z *+2x"-3 +1] =3
a Q¢(1+x) x x x

b) —igglli%:l - log [ x ] -2y log Vx
log 2 Ly 2 .

[oﬂzx-ux’] [ox’+23x+z1] = 4

€ 1o g.47) * log oy 4a)

d) {zx‘-5x+a] [1o¢2x(1ex) + 1] =0

e) 1Q¢Ex+1] + lonfx!fi] = 4log x

£f) logV¥ 1+4x + 3log¥ 1-x = logV 1-x* + 2

Uréete vSechna k, pro kterd mid niasledujici rovnice pravé jedno Feseni:

log (kx) = 2 log(x+1)

Necht k je prirozené &islo, které neni rovno celé mocniné deseti. Potom
log k je €islo iraciondlni. DokazZte.

10



84.

a) 5”0 5)"1' 5x9¢= 3”# 3)"1’ 3)(02

b) [Vz—‘ﬁ ]"+ [Vz+¥§ ]"=4

log x+1 - 1log (x*-1)
c) [—;——] - " =V 2(x-1)
d) 1o¢,[3"—o] = 2-x
a1 at e gRtxlemip /az(x’+a)_ 2x’+;:
£ x" = VX @ x°8 * - 100x

Naleznéte reseni soustavy:

a) 3".2Y = 576 , log; (y-x) = 4

b) logxy - 4 logyx =3 , xy = 2

Reste nerovnice:

p

logvi(x—4)—1

20 b)

a)

log x — 2log 2 - 1
) 2 L 20 d)
logxz

e) [10¢x2] . [.locuZ] . [loct‘!x] - 2 ¢

Reste nerovnice:

a ™ cr.a*s 9’.1o¢ao b)

Y 4=4.7%47" > ™ « @ ¥+ 2

4
c) -7
d) [2’"‘— 3’"‘].Vr2"'- 2™® 3% 11.3™ 2 0

1"

log

“$3" -8 « [\6]



2akladni vztahy:

86.

87.

89,

GONIOMETRICKE FUNKCE

sin®x + cos'x = 1
sin(x+y) = sin x.cos y + cos x.sin y

cos(x+y) = CcOS X.COos8 y - sin x.sin y

sin x n

COs X

cotg x = = g [x#kn. k‘Z]

Pomoci zakladnich vztahd dokazte:

a) |31n x|

c) sin(2x) =2

a) tgixt+y)

= ¥ 1-cos®x b) |cos x| = ¥V 1-sin®x

sin x.cos x d) cos(2x) = cos®x - sin’x

tg x + tg y

f) |sin x| =

g) |cos x| =
R

h) |san| =

4 1+tg'x

4 1+tg'x
1/1-cosx ; x 1/1+co-x
e i) |co:—§—| - ——

(ma-1i prava strana smysl)
1- tg x.tg ¥

Ite x| -
[x#(zk-ri)i. kcz]

: [x#(zku)g. kez]

2

Vyjadrete sin x a cos x pomoci tg % (x#2kn+n, keZ).

Dokazte:

a) sin x

b) s=in x

c) com x

d) cos x

- =in

= x+y xX-y
y z.lin[ ) ]cos e —

y = z.co( ahe s ]sin[ =Y ]

s = 2con (25 Joon 252

y = -2.8in [_x%y_] =sin [__)%-_y_}

Vyjadrete pomoci souétu funkci sin, resp. cos:

a) sin x.

Dokazte:

a) =sin x = co-[g— x]

sin y

b) cos x.cos y c) sin x.cos Yy

b) cos x = sin[ g - x]

c) sin x = sin(n-x) d) cos x = -cos(n-x)

12



91. Vypocététe bez pouziti tabulek:
il - (=) {8}
a) s:.n[ 12]. COSL 12]. tgl 12)°’ c::(:n:;;L 12)
z n n n n
b) sxn[T]. ms[T]. t.g[T]. cotg[T]
92. a) Spocitejte sin %, kdyZ vite, Z2e tg x = 2 a x € (- g- n, - ’2—1 )
b) Spocitejte cos %, kdyZ vite, Ze cotg x = -3 a x € (0,n).
c) Spocditejte tg 2x, kdyZ vite, Ze cotg x = -3
o " x . .2 < . 1 n 3
d) Spocitejte cotg 3 kdyz vite, Ze sin x = 3 ax € ( "X L ).
93. Dokazte, ze
1-4.sin(10°)sin(70%) _
2.s8in(10°)
94. Které z &isel je vétsi: cos 2° nebo cos 2 7
95. Jaky vztah plati mezi x a y, je-li
a) sin x = sin y; b) cos x = cos Yy; c) tgx=¢tgy?®
Reste rovnice:
96. a) sinx =0 b) cos x =0 c) sinx =1
d) cos x = -1 @) ocomx = - —— £f) tgx=713
e
g) sinx=—l§-2— h) cot3x=———1—
VI
97. a) sin(7x) = sin(10x) b) s=sin(3x) = cos(2x)
c) tc[—;—] = cotg [—:—] d) 2.sin'x - sin x -1 = 0
98. a) VY 1 - cos(2x) = sin(2x)
3 n
b) sin[x + 3-] + cos[x . 5] = 1 + cos(2x)
c) 2.sin®x + (2 + sin®x) .cos*x = 2
d) tg® - 6.tg°x + 12.tg x - 7 =0 e) V2.cos x =¢3V§.sin x - 4
f) 4.sin"x + 4.sin’x - 3.sin x - 3 =0 87 LN RO R T
sin X
h) sin x.sin(7x) = sin(3x).sin(5x)
i) sin x + sin(2x) + sin(3x) = cos x + cos(2x) + cos(3x)
J) 1 + cos x = cotg[——’a‘—-] k) tg x = z.co:[-;—]

1) V-Z_.sin[—xr] + 1 = cos x

13



99. Vyraz A.sin x + B.cos x Je moZno vZdy psit ve tvaru K.sin(x+¢), kde K, ¢
nezavisi na x. Urdete hodnoty K a ¢.

100. ResSte rovnice:

a) sin x + ¥3.cos x = 1 b) s=min(3x) + cos (3x) = V&
101. Kolik kofendd m3 rovnice lin[%] = 1 v intervalu 0,001 < x < 0,002 ?
102. Pro kteria a ma rovnice co-[ V a-x* ] = 1 pravé 8 reseni?

Reste rovnice:

103. a) cos (2x-1) = oos(x') b) sin x = sin(x’)
c) 8in x = [:in x]. d) cos[ cos x] = uin[ =in x]
2ve 2ve
104. |sin(2x)| = oo:‘[—:—] - sin"[—;—] pro x € <{-m,n>
Reste nerovnice:
105. a) =in x 5 cos x b) tg x 2 cotg x
c)' tg X > cos x pro x € <0,2m
106. a) 1 - cos x < tg x - =in x b) tg x [1+ costax)] < cos(2x).tg(2x)

c). sin(5x) > 16.sin"x pPro x € <-m,n>

107. Reste rovnice:
a) [locax - 3]81!’! x =7V 1—cos.x

b) log.(—sin x) - log‘(cos xX) = - % + log‘a

2 2
c) o%inX . L9908 X _ .»

108. Naleznéte vSechna a, pro ktera korfeny rovnice
a(2a-1)sin’x + 3cos®x - 2a®sin x = 0
Jjsou stejné jako kofeny rovnice

log‘(stg % -3 - 1032(31'.3 x +.2).~ log (8-tg:x)" = 1.

- 1/V2

109. Porovnejte podle velikosti &isla

.log‘ (cos 46°) a log‘ (sin 46°).
7 .

110‘. Kolik korenlt ma rovnice 8x [1—2x'] [ax‘- 8x.+1] = 1 v intervalu <0,1> ?

(Navod: vyjadiete x pomoci goniometrické funkce.)

14



111*. Reste rovnici: 1-x2 = 4x-3x

(Nadvod jako u predchoziho cviceni.)

112. Necht x,y € <-n,n>. V jakém vztahu je x a y, jestlize plati

sin x 2 sin y ?

15



113,

114.

115,

116.

117.

118,

119.

120.

KOMPLEXNI CISLA

Vypoctéte:

&) ™ B 2™ u) ™, a i’ o ™y

£f) i" (neN) ; g8 i" (neN .

Vypoc&téte redlnou a imaginidrni &ast nasledujicich komplexnich &isel:

e B . (143i) (1-4i)
ails - o - g € EFD B0
8vi - -4 = 1+i i "
= 2 2 a
e 2 ~4461i
- [ i+i ] i 1-1 ] ; g) [-1 + 175] e
Vypodtéte:-
ay |_—2-8i : u |2 : o 88 e ;
| g @ cad B & iy — o :

d) ,1-0-21'.——?;15-1—.

Urcete redlna &isla x, y tak, aby platilo:

3-2i
a) T 2x + iy H
b) x (248i) + y (4-8i) = 33i -8 ;
€c) x (24i) + y (3+4i) + Xy (1+1i) = -6 - 3%
Je dano komplexni &islo ¢ = a + bi , kde a = 5, b = 4i. Potom je
a®+b® =3 a Ja+ bi| = |5 - 4] = 1. Vysvétlete!
Reste v oboru komplexnich &éisel rovnice:
a) x* +x+1=0 : b) x* + ix + 1 =0 : c) x® = |x|2 :
x+1 x=1 5
d) jx + 1) = |x - 2] ; e) l ey l 2 | x+1| 5
Vyjadrete v goniometrickém tvaru komplexni cisla:
8 Wy WA a A BT N e AR
R
4-3i T+i R 1-4
b i ARRE e 3 8) (1+i) % h) [ 131 ]
Pomoci Moivreovy véty vypoététe:
a) (1+i)® ; b) (1+iV®)° ; e (1-i)*® ; d) (3-i¥®)*° ;

16



121. Je dano komplexni €islo a = + 5 £
a) Dokazte, Ze jeho amplituda je —:— :
b) Vypo&téte a**" .
122. Reste v oboru komplexnich éisel rovnice:
a) x° = -8 ; O T Tk c) x*=-1 ; d) x*+16 =0 ;
e) 2x* -1 =i¥8 ; £) (2x-8)* =1 ; g) x" = a (neN, aeC) .
123. Reste v oboru komplexnich &isel rovnice:
a) ix*+ (2 -8i)x +5i -1=0 ; b) x*-2x*+x*"+1=0 ;
c) 4(x® + 1) = 11(x® + xM d) (x-1)7 + 1 = (x+1)” - 1

17



MATEMATICKA INDUKCE

DokaZte, #e pro viechna pfirozensd &isla n plati:

124.

126.

i128.

129.

130 .

1381.

i3z,

133.

134.

135.

136.

137.

138.

3 TR

k=4

(=1)* %2 = (—q)""t_N(n+1)

i

k=4
n

ZR.kI = (nt1)! - 1
k=4

n
1
k=D

N
2:(_1,k x(x-l)k;.(x—k+1)

k=0

n-4
PP PR Za" e

an
TN e™ . (-ﬂnZ(—n“ Pl

125.

127.

2 _ n(n+l) (2n+1)
6

[\:ls

k=4

3 - (g’

k=4

(x-1) (x-2)...(x-n)

n!

n
(atd)™ = z m] ot g (binomickd véta)

(cosx + isin)” =

cos(nx) + isin(nx)

(Moivreova véta)

n nt+l noc

Zlin(kc) = i .i (oct2kn, keZ)

k=4 sin-g—

n

noon(z o sin(2"" ‘o) (ootkn, keZ)

£ 2" 'sina

n

z it (n+1) cosnx - l:.:ot(ml)a - 1 Conthm, Mokl
et 4sin = e

DokaZte, Ze pro viechny dvojice pfirozenych &isel n, p plati

Ny o

i=o0

18

P

b) Z(—n‘[;‘] = (-nP [“;1]

i=0



139.

140.

141.

142,

143.

144.

145,

Dokazte, Ze pro kazdé prirozené cislo n>1 plati

1 1 1 13

— i LU 24

Pro ktera prirozena ¢€isla n plati, zZe

n n

a) 2">2n +1 ; b) 2" > n* c) nt >2" 2

Své tvrzeni dokazte!

DokazZte, Ze pro vSechna prirozena c¢isla n plati nerovnosti:
n

a) (2m! < 2" . (n?* b) }: Ll & Ve
:
k=4
n
e n

O s _E;k1 < 1 " & n:1 < _f2n)! :

an+i 11 YT =

n n .

e) I hzwlt Pm4n] ; £ n! S[r:il .

k=4

V prikladech d), @), f) zjistéte, pro kterd pfirozend n plati ostra

nerovnost!

Necht pro ¢leny posloupnosti (a ) plati:
N

a1, a s2a +2™2"™"- 1) pro na2
4 n n-4

n

DokaZte, Ze pro vSechna neN je a < .0 - #.

Necht pro €leny posloupnosti (an) plati:
a=0; ami, & % (h~1).(a +* & ) pro n23.
1 2 n n-4 n-2
DokazZte, Ze pro vsSechna ne€eN je

n

(-1)"*
a“ 2 DQ.Z—EF— .

k=0

Necht pro vSechna prirozena €isla k je a(k,1) = a(1,k) =1 ,
a pro viSechny dvojice pfirozenych €isel k>1, n>1 je

a(k,n) < a(k-1,n) + a(k,n-1).

Dokazte, Ze pro vSechna keN, né€N plati:

a(k,n) < [ AN, ] i

k-1

Dokazte, Ze pro kazdé prfirozené ¢islo n>1 plati:

a) (1+40™ > 1 + nx , kde o0, oc>-1;
n n

b) | I (1+a&) 2.4 .+ E: Sd kde “i)_l pro kén a €isla o, Jsou
k=4 k=1

bud' vSechna nekladnd nebo vSechna nezdporna (tzv. Bernoulliova nerovnost).
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146.

147.

148.

149.

150.

151.

i52.

153.

154,

155.

156.

157.

158.

NEELEy «F pIU Vaecidla prirozena cislia n platia:

2" (" + ™ > ita D)™, kde avb, atb>0 .
n n
sin[ Z x! ]l < Zsin(xk) » kde xu‘ <0,n> pro ke€n .
k=4 k=1
n n
Z 4 a 2 Y a , kde aklo pro kén
k=4 k=4
a a . s
+ * e ¥ - + - 2 n y kde a >0 pro ken .
a a a a x
2 n i
n . ata+ ... +a =
Ya u%.. a < - , kde a >0 pro ken .
CVRSEE n n x
(Navod: viz cv.149).
atat+ . +a a &
min 5 < ET TS . < max B y kde ak>0, bk>0 > ke€n.,
» K P 2 n -
kK €n KEnNn
Necht aCad..v K& , B .. TN A
1 2 n 4 2 n
(a‘+ a.+ sns ¥ an) (b‘+ b.f . bn) < n.(a‘b‘+ azba+ T nnb“).
Dokazte!

Necht x >0 pro kea. Pak plati:

x
n 3 n
) [ x ] = n. x'
- X . *
k=41

k=4
n p - n P

b) [Zxk ] TR e Z xk , kde peN.
k=4 k=4

Dokazte!

DokaZte, Ze pocdet permutaci n-prvkové mnozZiny je n! .

Dokazte, Ze podet k-prvkovych podmnoZin n-prvkové mnoziny je [:].
DokaZte, Ze soucdet tfetich mocnin tfi po sobé Jjdoucich prirozenych &isel
Jje délitelny deviti.

DokaZte, Ze &islo 11" + 121
céislem 133,

je pro kazZdé prirozené n délitelné

Necht i 3(n*+n) + 7 » N€N. DokaZte, Ze mezi péti po sobé& jdoucimi
€leny posloupnosti (an) je pravé jedno délitelné péti.
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159.

160.

161.

162.

163.

164.

Dokazte, Ze mezi n+l1l ¢&isly libovolné vybranymi z ¢isel 1,2,3,...,2n

jsou alespon dvé, z nichz jedno je délitelné druhym.

Dokazte, ze pro n-té prvocislo P, plati:

n-4
2
a) p"" < p’.p!...pn + 4 5 b) pn < 2
Dokazte, ze pocet déliteld cisla P P, P _ kde P ,P,s::-sP_ jsou
n
rGznaé prvo&isla, je 2"-1.
Dokazte, Ze mezi n+l libovolné vybranymi ¢cisly z €éisel 1,2,3,...,2n-1

existuji tfi éisla k, 1, m tak, ze kt+l = m ; (n22).

Dokazte, Ze n primek, které lezi v jedné roviné a z nichz 2zadné dvé

ne jsou rovnob&zné a zadné tri neprochize ji jednim bodem, rozdéli rovinu
n(n+1)

5 casti.

na 1 +
Dokazte, Ze osoba A mize zaplatit osobé B libovolnou celou castku

korunidch, jestlize ma k disposici dostatecné velké mnozstvi pétikorun a

osoba B ma dostatecéné velké mnozstvi dvoukorun na vraceni.
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ZKRACENE PSANI SOUCTU A SOUCINU

V celé kapitole jsou n a m pfrirozena &isla.

165.

166.

167.

168.

169.

170.

171.

172,

173.

" 2‘[31—7] 5 l;v;[m]
) tz Jz:.[ui] [z+j] d) z,,z.[mmm“]

n n
2
Pomoci zamény scitaciho indexu vypoctéte Z[Mi] - z .

x=1 k=4
n
Pomoci predchoziho cvideni dokazZte, zZe Z k = n_(zn_-ﬂl_ .
k=4
Vypoctéte:
n n n
a) Z[E—Bi] b) Z[S—i] c) Z[ai+b]. (a,b € R)
it=-n i=-8 i=m
n n
d) 1+21] [2+j] a) Z [a-rbiﬂ:j]. (a,b,c € R, m £ n)
L,)=1 t,)=m
n
Necht a Jjsou éleny aritmetické posloupnosti. Odvod'te vzorec pro Zak
k=1
n n n n
245t 2 2
pomoci vyrazu; a) Z a’"‘ Zak . b) akf Zahﬂ_k
k=4 k=4 k=14 k=4

n

R (14 o T ifin) (w2 ()

t,).k.m=1

Tabulka rozméru mxn je zaplnénid m.n ¢€isly tak, Ze v kazdém radku i sloup-
ci tato éisla tvori aritmetickou posloupnost. Souc¢et &tyrF rohovych ¢&isel

tabulky g¢e rovna 8. Cemu se rovna souc¢et vsech ¢isel v tabulce?

n
Oznacme sn = ZQ". Vyjadrete Sn" pomoci sn dvéma rdznymi zpdsoby a

k=4
odvod'te vzorec pro Sn.

Tenisového turnaje, ktery se hral vyfad'ovacim systémem, se zGéastnilo 2"
hraéd. Kolik utkdni se odehralo?
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Vypodctéte:

Pritom klademe x°

174. a)
c)
175. a)
c)
a)
176. a)
-
177.
Vypoctéte:
178. a)
d)
179. a)
180.
Vypoctéte:
i81.

ingF

n
Bud r € N. Vyjadiete soucdet Z g

o k
b) Z 2
3 +4
k=4
n
d) Z e e i
k“V pekrd
20
b) Z[Hi] [k+2]
k=4
n
2
d) Z ik (m < n)
k=m
2
n -4
£) [ Yk ]
ka4

k=1

n
Z «(-n*
k=4
n
Z(—n".k’ e)
k=4
n
1
Z"ETETT)' -
k=4

(vaber] [vnen)

1 pro kazdé

n
Z(—n".k‘
k=1
n
3
k kK -2k+1
ke
k=12
n
) e
TRORFD) (k¥2).
k=14

Pomoci zamény sé&itaciho indexu dokazte, zZe

[a"— b"

x € R.

n
) =
k=1 V{k+1)

1
a'* ;fka

iy & Vs(k—n"

23

o
-

n-

k=0

1

n
DS
k=4 k=4 k=4
n
ol Z‘_nams 2
k=4
n
) Z [—;—] (-1)
k=1
n
T
k=4 k+1 + k
Xk



isz.

183,

184.

185.

186.

187.

i88.

189.

a)

a)

b)

a)

a)

a)

a)

d)

a)

a)

c)

e)

)

2+22+222 + ...

ﬂ[k‘ﬂs k’ﬂ] [k-i] &

k=4

n

-
— -

k=2 (=38

[_

+ 2222...22
(n xrdt)

(a,qg € R)

1

4

b)

n n
(-1t 1
il (k=11

it=0

k=t

n

To

L,) . k=4

24

b)

c)

b)

b)

b)

e)

b)

d)

f)

h)

k=

1

k=0 (=4
n i J
I I I I 2&]0]:
t=4 jJ=4 k=14
n e
I 1
n.n
L=4 )= i
n L
3
L=4 k=
n n ;
(5)
J

x



i) ‘2 Vfl*-l\ §) T B 2"
s sk 2D £ i e

2
t=0 J)=0 J=0 t=0
n k-4 n x
i(i+2) 1
o Z I I GFD (48 " Z s
k=4 (=1 k=4 (=1
n k n 13
® x n (n-j+1)a
m) Z sin [—?] cos [?] n) Z b m—
k=4 )=1 k=0 =1
n
o) Zlogk (a)
=4 Vx
n n
190. a) Z sin(ko) b) Z cos ( ko)
k=4 k=1
n n
c) Z sin(2k+1)x d) Z cos (x+kao)
k=4 k=1
n n
L 3 3
e) z sin (ko) 1) Z cos (ko)
k=1 k=41
n n
191. a) Z q”. sin(ko) b) Z q”. cos (ko)
k=4 k=4
n n
] N
c) Z k.sin(kx) d) k.cos(kx)
k=1 x=1
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192,

193.

194,

195.

19¢6.

197.

198,

MATEMATICKA LOGIKA

Bud' x libovolné, ale pevné redlné &islo. Jaké podminky musi x spliovat,
aby vyrok a) A A B, b) A A 18, ) 1A A B, d) JA A 1B byl pravdivy, jest-
liZe A, B znaéi ndsledujici vyroky o é&isle x:

A XD 0 B x >dY

Pro kterd n je vyrok : "%

pravdivy?

Je sudé &islo nebo n je liché &islo”

Uréete pravdivostni hodnotu vyroku
[1+1-a]v [1 )!s]v [a. 8=-10]v (o#0])v [o=o]

Napisite ndsledujici vyroky ve tvaru implikace a rozhodnéte o jejich
pravdivostni hodnoteé: '

a) Je—1li 1+1=3, pak 1+1=2,

b) Jestlize 1+2=4, pak 1>2.

c) Je-1i kaZzdy trojdhelnik pravouhly, je 5 prvoéislo.
d) 1<2 jen tehdy, je-1li 2>3.

e) 1<2 tehdy, je-1li 2>3.

Predpoklade jme, Ze je dano celé &islo x Pro a) b) ¢) resp. realné
Eislo x pro d)-g). Uréete pravdivost niasledujicich vyrok@ti v =zavislosti
na hodnoté x.

a) Neni-1li x sudé, neni ani liché.
b) Je-1li x délitelno tfemi, potom je délitelno i deviti.
c) x je délitelno patndcti jen tehdy, je-1i délitelno soudasné tremi
i péti.
d) K tomu, aby x=0, staé¢i, aby x<1.
e) 2e skuteénosti, Ze x # 0 plyne, Ze x°= 2.
1

£)  Je-1i % < 1, pak odtud neplyne x # —3—.

g) Neni pravda, Ze pro kaZdé redlné x je x> 0.

Bud' x libovolné, ale pevné celé &islo. Bud'te A, B, C niasledujici vyroky
A: x je sudé &islo, B: x je délitelno &tyfmi, C: x je délitelno osmi.Roz-
hodnéte o pravdivosti jednotlivych vyroki:

a) C= (AAB) b) € &< (A A B

Bud' didn trojihelnik T o stranidch a, b, c. Které =z nidsledujicich vyrokf
plati nezavisle na hodnotiach a, b, c ?

a) [a+b=c]=¢[a.+b.=c.]
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199.

200.

201.

202.

203.

204.

b) l at+c=b+ c‘J = llc)aJAlc)bJJ
Napiste nasledujici vyroky ve formé ekvivalence a rozhodnéte o jejich
pravdivosti.

a) Rok 1911 byl prestupny pravé tehdy, kdyz 1+1=2.
b) 2>3 pravé v tom pripadé, kdyz 3>4.
c) 1.8.1910 byla stfeda tehdy a jen tehdy, kdyZ 2.8.1910 byl c&tvrtek.

Predpoklade jme, Ze x je libovolné, ale pevné redlné cislo. Uréete prav-

divostni hodnotu nasledujicich vyrokd v zavislosti na hodnoté x.

a) [x>1] - x‘>1]

b) [x>o] - [x'>o]

c) [x(O] > {xﬂ'x]]

d) [o::m] < [[x)-i]A[xkO]A(xSI]A[xiE]]

a) [x'-—x] L [x'(O]

Bud' din trojdhelnik o straniach a, b, c¢ a pfisluSnych vySkidch v , Vs ¥s
a { ~

Které z nasledujicich vyrokd plati, at je dany trojthelnik jakykoliv ?
Pro jaké trojuhelniky plati ostatni vyroky ?

a) Ea(b] Ld [v°< v°] b) (a=b=c]'=$ [v°= g vc]
c) [a'+ b*= c‘] > [[v°=b]/\[vb=a]] d) [a'+ b= c’] P [a+b=c:]
Zapiste symbolicky nasledujici vyroky:

a) Plati A nebo plati B, pridemZ platnost A a platnost B se navzajem
vyluéuji.

b) FPlati alespon jeden z vyrokd A, B.

c) Plati nejvyse jeden z vyrokd A, B.

d) Z A neplyne B.

e) Bud' plati A i B nebo neplati A ani B.

Bud'te A i B vyroky. ZapisSte vyroky AV B, A = B, A < B uzitim negace

a konjunkce.

DokaZte, Ze pro libovolné vyroky A, B, C, D plati:

a) [Aas]a{pca]n] b) [AA3}=[AVB]

o (=9 ~(c=0))=((xr5) = [o0))

d) [A A B] = A
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206.

207.

208.

210.

€)istete, které z nasledujicich souvéti Jje tautologii nebo kontradikei-
a  [[a= B = [1a = 18]] = a B [an 18] & [+ = B)

c) [[A s ]A] = [n = 13]] - [A = n]
Co je pripustnym oborem nasledujicich vyrokovych funkci ?

a) x je prvo&islo. b) [x’>o] = [.=o]

c) V x +Vx+1>1 d) [x)y]a[%(%]

x+ V x+1 + v 2x-3 x.+ ya+ z.

a)

Z2apiste pomoci kvantifikitort, resp. pomoci kvantifikitord s vymezenym
rozsahem niasledujici vyroky; vysetfete Jejich pravdivost.

a) Pro ka%Zdé realné ¢islo x, kde x > 1, platf, x*-1 > o.

b) Je-1li x libovolné redlnéd &islo, pak existuje celé cislo n tak, Ze
x € n.

c) At je celé cislo c jakékoliv, &islo c®+ ¢ Je vzdy sudé,

d) Kdykoliv jsou a, b redlna &isla takova, Ze a+b=1, pak alespon

jedno z éisel a, b je vét$i nebo rovno —-_

=
e) Pro jakékoliv vyroky A, B je vyrok A = [A v B] pravdivy.
f) KaZdé celé &islo je racionalni.
g) Je-1li x komplexni &islo, pak z toho, zZe x° je redlné, plyne, ze i x
je realné.
h) Pro kaZdou trojici redlnych &isel a, b, ¢, kde a#0, existuje
redlné éislo x tak, %2e ax+ bx + ¢ = 0.

i) Jsou-1i ara,... va kladnia redlnid &isla takova, ze -‘+..+. ‘ .+an> n,

pak aspon jedno z &isel a‘.a‘....,an je vétsi nez 1.
ZapisSte negace vyrokd z minulého prikladu.

Bud' A(x,y) vyrokova funkce xy=0, jejimZ pfipustnym oborem je obor vsech
dvojic redlnych &isel. Jsou nasledujici dva vyroky ekvivalentni ?

BN axn) @) ) )

Rozhodnéte, zda nisledujici dvojice vyrokdi jso u dvojicemi ekvivalentnich
vyrokl (pro libovolné vyrokové funkce A(x), B(x) a libovolny vyrok C).

a (3 x] [acr A c): ([= x) [A(x)]] A C
b) [v x] [A(x) v c]; [[v x] [A(x)]] v e
) [v x] [A(x) A B(x)]; . [v x] [A(x)] A [v x] [B(x)]
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211.

212,

213.

214.

215.

d)

e)

)

)

h)

x x

v [v x] (B0 ]

x

[A(x) v B(x) [A(x)]
{ [A(x)]
[A(x)] v [ ][B(x)]
[: y] [A(x) A B(y)]

)

[ﬁ y [A(x) v B(y)]

>
——
w
X
=
=
-~
x
A
|

):
Alx) A B(x)];
)

x
x

w (1] w q

[a0]) A [a x] (B0 )
(a0 ] v ERICEDE

x

)
)
x][A(x) vV B(x)
)
)

w w w w g

)
)
%]
)
= )

Zapiste uZitim kvantifikiatord tyto vyroky (x, y, z jsou reana c¢isla):

a)
b)
c)
d)
e)
f)

8)

Pro vSechny dvojice x, y plati: Je-li xty=2 a y 2 x, pak 1 2 x.
Existuje x tak, Ze pro kaZdé y je bud' y 2 x nebo x = 2.

Pro kaZdé y existuje x tak, ze x>y.

Pro kaZdou dvojici x, y takovou, Ze x+y=2, je bud' x>0 nebo y>0.

Pro kaZdé x existuje dvojice y, z takovd, Ze x+y=2 a yt+z=2.

Pro kaZdou dvojici x, y plati: Je-1i x*+ y’- 2, pak V2 2 |x| a

¥z 2 |y|.

Pro kaZdé x kladné a pro kaZdé y zaporné takové, 3ze x+y=2, pla-
ti x>=-2.

Dokazte [1v = [c A '|c]] = V.

Tento vztah se uZivd k dikazu vyroku V: prfedpokliadame, 2e V neplati a

odvodime odtud spor [cA]c]. Tim je vyrok V dokdzdn (tzv. nepfimy ddkaz
nebo dtkaz sporem).

Dokazte (sporem).

a)
b)

c)

a)

b)

VSech prvocéisel je nekoneéné mnoho.
Cislo VY2 je iraciondlni.
BudiZ a pevné zvolené redlné &islo. Necht pro kazdé € > 0 je |a|<e.

Potom a = 0.

DokaZte tvrzeni: ”JestliZe o libovolném &lenu jisté skupiny lidi 1lze
rici, Ze vSichni ostatni ¢lenové skupiny jsou mensi nebo stejné wvelci
jako on, pak vSichni ¢lenové skupiny maji stejnou vysku.”

JestliZe o libovolném €lenu jisté skupiny lidi lze fici, 2Ze vsichni
ostatni €lenové skupiny jsou mensi neZz on, co 1lze potom fici o

skupiné?

Necht p € N,

vyrok A: [6|p} <> [v X,y € R][[x+§ €2 A ytb € z} = [x €EZAYyE€E z]].

3

vyrok B: [6|p] = [3 X,y € R][[x+§ € Z A wg € z] == [x €2 ANy € z]]

Rozhodnéte o pravdivosti vyroklt A, B, A = B, B = A.
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MNOZ2INY A ZOBRAZENTI
ZOBRAZENI A EKVIVALENCE MNOZIN

216. Necht A = {0, 1, 2) , B = {0, 1, 2, 3} . Uréete, které z niasledujicich
mnozZin jsou zobrazenimi z A do B.
a) H‘ = {(0,0), (1,1), (2,2), (1,3)) ; b) M. = {(0,1), (1,0), (2,2)) ;
c) . M' = {(0,0), (0,2), (1,1), (2,3)) ; &) M ‘= {(0,0), (1,0), (2,0))

217. Urcete, které z nasledujicich mnoZin jsou zobrazenimi z R do R, resp.
g €C do C.

a) { (x,y) € R® » x* = ya ! b) { (x,y) € R* » x* = b 2 4 :
) ((x,y) €eR® srys0ax=y") ; d ( (x,y) € R*® / xez, yez )} ;
e ( (x,y) ec® s/ x"+1=-y") ; £f) ((x, ) ecC* /s x+y=1)

218. Urcete definiéni obor D(f) a obor hodnot H(f) pro nisledujici zobra-
zeni I :

1-x
2

a) T: N+2R, Tix) = s pro x sudé, f(x) =

5 pro x liche :

b) f: (N) » sy Twm { (x,y)€N" ~ y je nejvétsi prvoéislo mensi nez x };

c) f: R»2, f(x) je nejmensi celé ¢éislo vétsi nez x ;

-
) f£: (0 +C, flx) = ——au ;
2
o 2 e, T w ESARERL
X =-3

2
£ £ W e M, T w A3 TS .

xa— 5x + 4

g) f: (R) » R, fix) = P = x :
& X -8 s
WOt s W, ) s | x 2 I i
Ix - 1
i) S VR N s () = NN :
x|+ 1
) TRl , T =) el

k) £::R +» R, £(x)

]
N
+
n

1) = R+ R f(x)

"
[\
I
N

219. Pro nasledujici zobrazeni f: R » R urcete f(A) , kde A = (0,1).

a) f(x) =8x +8 ; b) f(x) =x"+1 ; o) sl eans b
xa+ 1
1 |x + 2|
d) ) = Va2 ; @) fix) = ;  T) fin) =
14|x + 2| x*+ 1
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220.

221.

2z2.

223.

224,

225.

226.

227.

Bud f: R » R

Urcete f(A)

’

kde

f(x) = (x-a)(x-b) , kde a, b Jsou realna cisla.

Necht A = {(0,1,2)

e

a f (D)

A = (a,b).

B = {0,1,2,3) , D = (1,2,3) . Uréete vzory f '({0})

pro nasledujici zobrazeni f: A » B

a) f =( (0,1),

c) f =4 (0,0),

(1,2), (2,3) )} ; b) 1

(1,0), (2,3) )} ; d) f

{ (0,00, (1,2), (2,3) )} ;

{ (0,00, (1,0), (2,0) }

Definujme f: N » N predpisem f(n)= ntl . Polozme A = {Zn s nGN} $

B = {én—l 7/ neN} , ti. A je mnoZina vsSech sudych prirozenych ¢isel a B

1

je mnozina vSech lichych pfirozenych &isel. Uréete vzory f ‘(A), f '(B).

Bud f:

Z » 2

Pro zobrazeni

f(x)

f:

c

= |x|. Pro kazdé xe€Z uréete vzor f ({x})

» C, f(x) = x* , urcete vzor mnoziny R.

Pro nasledujici zobrazeni f urcete vzor mnoZziny {1} a vzor mnoziny
A= (1,25

a) f: R-{1)

c) f: R
e f: R
g8) f£f: R
1) T: (R)
J)y f: R

Y

R

Y

X + 2 -
R, f(x) = "= ; b) f: RaR, f(x) = ———
* x| + 1
fix) = ¥V x*+ 2 . d) f: R+R, f(x) = x*~ 2x + 1 ;
2x 1-x%
f(x) = s ') £ (2,4 s R, flx) = ;
1+x2 1+x
£(x) = |x|+|x-1] ; h) f: R+ R, f(x) = |2x-1|-|x+2| ;
L £ex) = Vatso - ¥ x®=0 ;
X =3
L o o
f(x) = z

Necht A = (0,1,2)

prosta (injektivni) a ktera jsou ”na” (surjektivni)?

a) f: A -+ B ,
B £: A+ B,
Q) i & = A ,
d) f: A+ A,
% 3= B s A ,
£) 48 » A%
g) £: B » B ,
h) £: B+ B ,
Necht f: A -
ekvivalentni:

¢

o L. TR IR BN BN B )

a) f je proste;
b) pro kazdé

den prvek nebo je to prazdna mnozina);

{

e e e e e )

»

B = {(6;1,2,38) Ktera z nasledujicich zobrazeni jsou

(0,55, (1,8), (2,0, ) ;
(0,3), (1,8), {86,5), ) :
0,4, Gl D), A ;
$0,43, (2.,4), (R.00, ) ;

(0,0), (1,1), (2,2), (3,2) )
(0,2), (1,00, (2,1), (3,0) )}
€0,3), C1,8), NB,1), (3:3) ) ;
(0,2), (1,00, (2,3), (3,1) )}

zobrazeni. Dokazte, 2Ze nasledujici podminky jsou

y€B ma vzor f“((y)) nejvyse jeden prvek (tj. ma bud je-
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228,

229.

230.

231.

- W AR R TSN MESTR e grews. LERpey. S «3 99 Yol CHhD
podminku muZeme nizorné formulovat takto : pro kazdé yeB ma rovnice

f(x) =y, jakoZto rovnice Pro neznamou x , nejvyse Jedno reseni).

Necht f: A + B je zobrazeni. Dokazte, ze nasledujici podminky jsou

ekvivalentni:

a) f je zobrazeni "na” (mnoZinu B) 3

b) pro kazdé yeB ma vzor f-‘((y)) alesporfi jeden prvek (tj. je to ne-
prazdnid mnozZina) ;

c) pro kazdé ye€B existuje alespon jedno x€A tak, Ze f(x) = Yy ‘¢t
rovnice f(x) =y ma alespoii jedno rFeseni).

Formulujte a dokaZte tvrzeni obdobné Cv. 227 a 228 pro bijektivni zobra-
zeni (tj. pro zobrazeni, které Je soucasné prosté a "na”).

Rozhodnéte, ktera z nasledujicich zobrazeni Jsou prosta a kterd jsou
”M“

8) £ R'Y R, £(x) = x°+ Bx + 4 .
b) f: <0,+») -+ R , £(x) = x°+ 4% + 4 .

n
-+

d) £y B >W f(x) = H

e f: R+ (-1,1) , f(x) = ;

]
»
bd

I
—
~

£) £: (1,2) » €0,2> , Tixn)

g) f: (—o0,~1) =» (-0, 0) ’ f(x) = H

h) f: (-1,1) -+ <0,+») 3 f(x) =

DokaZte, Ze nasledujici zobrazeni Jsou prosta a stanovte predpis a defi-
niéni obor pro inverzni zobrazeni.

a) f: <3,%0) + R , f(x) = x*- 6x + 5 3
b) f: (-0,3> - R , f(x) = x°- 6x + 5 ;
€ f: R, fix)=@nr ulss D LMo N, Tk s e 21
x
@) f: €0,1> » R , f(x) = — s
1+ x*
x
L), . L: Lol 1o Ry PN ¥ el ot ;
1+ x?
8) L (H) R, f(x) = X1 * ¥ i1-= 3
B T R +R, f(x) =%+ 1 pro x20 , f(x) = 2x + 1 pro x<0 3
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i £ R~ % S, o & N T & :
i) {1} » R f(x) g pro x<1 , f(x) TR pro x>1

J) L£: R R ., Tix) =%% 4: Pro. xeQ. -, Tix) X -1 'pro x€R-Q

232. Urcete slozena zobrazeni feg , gef , je-li
a) f: A+B ;8 Bs+D; kie A=¢0;1,21}) ,; B={0 ,1 ,2 +3F

D.®.{0; 1..,2..%:.4).%

£.=2.8& 10,2), €1,3),1(2:8).) 5.8 2:£:00,4)5:(2,28),:(R,2), (8;8)) ;
b) f: A+ B, g: B+ A, (A,B jsou jako v a)),

r = ¢ (0,1), (1,2), (2,3) ) , g =1 €0,0), (1,0), (2.,1), (3,2) ) ;
c) f: B»B, g: B+» B, (B je jako v a)),

£ =.4.00,1)5..0(8080), . 42,3) 510 6352) )4, 6857 200,2) 0:(1:8): (2::0)+#(3,4) )3
d) f: D+ D, g: D-D, (D je jako v a)),

£f =4 €0,4), (1,1), (2,2), 13,0); (4,0) ) s

g =1 (0,4), (1,4), (2,4), (3,1), (4,2) )
@) f:R R, g: R2R, £ix) = 2x ~ L7 giRky = 37="gx"
f) f: R+R, g: R+ R, f(x) = x|, gix) = x™+ x* ;

8) ., L: <0,%0) .9 Ris 8RB .2 $Dy#80) 3o r: L () =Wk ., g(x) = x* 3

h) g W% B ,%: Ty 's R f(x) = x+¥1 pro x20 , f(x) = x-1 pro x<0 ,
5 x + 1 .
i =5 N
: : el
) T: SW) >R , 8: B > R ; Fix) = =R 5 KER) =
1 ¥ x*

233, Je-1i f: A + A a je-1li mnozina A konecna, pak plati:
a) Je-1li f prosté, pak je f zobrazenim A na A
b) Je-1i f =zobrazenim A na A , pak je f prosté.
Dokazte.

234. Naleznéte zobrazeni f: N - N tak, aby platilo:
a) f je prosté, ale neni zobrazenim N na N ;

b) f je zobrazeni N na N , ale neni proste.
235. Bud' f: A » A zobrazeni. Konecnou mnozinu BCcA nazveme cyklem zobrazeni

f , jestliZe ji lze popsat jako B = {b‘, s 3 bn} tak, ze

FiH o m'' o FIh Y= il . o0y Tl )= b , f(b )= b . Jednoprvkovou mno-
1 2 2 E] n-4 n n 1
Zzinu (b‘), kde f(b‘)= b‘ , take povazujeme za cyklus. Dokazte, ze plati:
Jsou-1i B’, Ba dva cykly zobrazeni f , pak bud B’= Bz , nebo jsou B‘
a B disjunktni, tj. BN B =@
2 1 2
236. Kazde zobrazeni konecné mnoziny do sebe ma alespon jeden cyklus; podrob-

néji: Je-1i f: A - A zobrazeni, kde A je mnozina s konecné mnoha
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237. Bud A mnoZina s konecéné& mnoha Prvky. Je-1i f: A+A prosté zobrazeni
(a tedy bijektivni zobrazeni, viz cv. 233), pak kazdy prvek mnoZiny A
leZi v néjakém cyklu zobrazeni f (a tedy pravé v jednom cyklu, viz cv.
235). Dokazte.

238. Je-1li A 1libovolnd mnoZina a f: A+A takove zobrazeni, Ze kazdy prvek
mnoZiny A lezi v néjakém cyklu zobrazeni f » Pak f je bijektivni.
Dokazte.

239. Je-1li mnoZina A kone&nd, pak zobrazeni f: A - A je prosté pravé kdyz
Je bijektivni, a to je pravé kdyz kazdy prvek mnozZiny A lezi v né jakém
cyklu zobrazeni f. DokazZte.

240. Naleznéte zobrazeni f: Z+ Z , které Je bijektivni, ale nemd 2Adny cyk-
lus (srv. cv. 236 a cv. 239).

241. Je-li f: A+ A zobrazeni, oznacme fof = £*, fefef = £* fofo,,, of = ¢"
(sloZeno n-krit). Dokazte, Ze pro kaZdé prosté zobrazeni f : A+A , kde
A ma koneéné mnoho prvkd, existuje prirozené cislo n tak, ze plati

n
f = IdA .

242. Dokazte, Ze plati: Jsou-1i f: A -+ B a g: B » D takova zobrazeni, ze
g°f je zobrazeni A na D, pak g je zobrazeni B na D. UkazZte na
prikladé, 2Ze f nemusi byt zobrazenim A na B.

243. Dokazte, Ze plati: Jsou-1i f: A + B a g: B » D takova zobrazeni, ze
g°f je prosté zobrazeni, pak f je takeé prosté. UkazZte na prikladé, ze
g byt prosté nemusi.

x
244. a) Pomoci zobrazeni f(x) = dokazte, zZe (=3.1) »~ R
|x]+ 1
b) Pomoci zobrazeni f(x) = x - —%— dokazZte, Ze (0,+w) ~ R.
©) Pomoci zobrazeni f(x) = —i_ 4 .~ dokaZte, Ze (0,1) ~ R.
d) Pomoci zobrazeni f(x) =V —%%;—— dokazte, Ze (-1,1> ~ <0, +w).

245. Bud'te a, b, c, d realna éisla, a<b, c<d . 8§ uzitim vhodné zvolenych
zobrazeni dokazte:

(a,b) ~ (c,d) ; <a,b) ~ <c,d) : (a,bd> ~ (c,d> . ; <a,b> ~ <c,d> ;
<a,b) ~ (c,d> ; (a,b> ~ <c,d)

246? Bud'te a, b realna ¢isla. Pak plati: (a,b) ~ <a,b) ~ (a,b> ~ <a,b>

Dokazte.
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247. Dokazte, ze kazdé dva intervaly v R jsou ekvivalentni.

248. a) Necht A je nekonec¢na mnozina a B konecna mnozina. Dokazte, ze pak
AUB~A
b) Necht A je nekone¢na mnozina a B nejvyse spocetna mnozina. Dokaz-
te, Ze pak A UB ~ A
* 5 s % 5 : " Z o
249. Jsou-li mnoziny A’. Az, seay A spocetne, pak je takée mnozina
14
A, X A M .. %A spocetna. Dokazte.

1 2 n

250. Necht P ie mnozina vsech koneé¢nych podmnozin mnoziny vsech prirozenych

cisel. Dokazte, ze P je spocetna.

251. Dokazte, Ze pro zadnou mnozinu A neexistuje zobrazeni A na mnozinu

vesech podmnozin A

262" Dokazte, ¢ R x R ~ R

n

263" DokaZte, Ze pro kazdé neN je R" ~ R

264 Oznaime R mnoZinu vEech posloupnosti realnych ¢isel. DokazZte, zZe

N

R ~R
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256.

257.

OPERACE SE SYSTEMY MNOZIN

Dokazte, Ze plati:
-4 1
a) )} ¢ 4= = )=y 5 2) b) UC-n, n) =R
n=4 neN
c) <—“—1,%>-<%,2) dd N (n, +0) =9
neN neN
© 2
© n(iI=ER noEAsi, . (o,1,
n=2 n n
o 2
£) U « 1 .2n 1 n 2n + 1 i P W
n=1 n n*
1 2 A
Q) U , ¥ n'#+l ] =¢(0, 4+ )
nEN na+1
s 2
m n «Vi-L, Vst aNe'y i) L R e S
neN réR  r?+ 1
r  § rg
J) n(a .+oo)=(§.+eo) k) s il G ¢ i ) = (o0
réR r+ 1 re€R | R -
Zjednoduste vyjadreni nasledujicich mnozZin:
R = n n+1
= neN< n’'n . s 'g‘( ntl ' n+2 )
g n n
c) n < ; BSE > d) — . 0 )
i 8 nt+l neN n+1
L] o«
1 2 - |
e) k) ¢ == ) o A O TR [ = )
n=2 n-a2
g) ¢ 5, ™) R R ST
r€R rer r+1
£) D0 SO B : )
r€R r*+1
Urcete:

( C.A = B-A je doplnék mnoZiny A do mnoZiny B )

a) c'[u<2".";1)]
neEN n +1
b) c[U[(—m.li—'-ﬂ) (T}-.m))]‘
R L nen n n J
) C[n[(—oo.——)u(n—-.+oo)}
neN
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258.

260.

261.

262.

263.

264.

265,

Urcete:

- o«
a) [u(—z.aﬂ‘)]n[U(ﬁ.a)]
n n
n=4 n=4
0 -4}
b) [ nete- 1 .. 22 ] )] u [ ¢ 1 . 2ntl )
n n n n J
n=4 n=41
0 o 6
2n+3 3n n +2n
a) [ U « n+tli ' n+1 )] " [ Ucs, n+1i )]
n=4 n=4
«© - © 2
+ p—
d) [n(—m.““)]ufn("““,m)]
5 L a
n=4 n +n+l n=2 n +1

Bud f:R —> R. Dokaite, ze

a) U {xeRr l|fc] >

{xen|f(x)¢o}
n€eN

Je
St R
I

b) Nl 1 € R |f(x)| ¥ N
neN

c) UgfxeR l|f(x)| < n
néEN

Sy
i
=

Uréete |J f '(A) , jestlize
neN "

a) f(x) 2x+1, An = (-n, M) pro kazdé n € N ;

= L1 ° . o r 1-2n ] "
b) f(x) e 3x 2x + 1, A" =1 3n+1 J pro kazdé n € N.
Uréete | f "(A) , jestlize
neN i
a) f(x) = x° »y A =K -n’- 5n°+ 6, - > pro kazdé n € N ;
n 2
n+e
a
B) f(x) =x-Xx+3, A = [12"." 1].
n 3 £l
n n

Urcete U f(A) , kde f(x) = X'+ 2x + 2 a A = <-n,+e).
neN n n

Bud f: R —> R, f(x) = x - [x] . Urcete f[ N (n.n+1)] o f[(n.n+1)] 3
neN neN

Je-1i zobrazeni f: A —> B prosté a je-1i (A ) soubor podmnozin A ,

o x€J

pak plati f[ N A | \ f(A ). Dokazte a srovnejte s vysledkem pred-
oxEeJ oJ o«eJ -

choziho cviceni.

Najdéte systém (A )neN podmnozin mnoziny N, ktery ma nasledujici vlast-
n

nosti: Pro kazdou mnozinu K ¢ N, ktera ma jen konetné mnoho prvkd, je

N An # @4 , ale n An =g .
nekK neN
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266.

267.

268.

269.

270.

271.

Predpokladejme, zZe {<aa’ba>}a£J je koneény systém uzavifenych intervali

(t.j. takovy systém, Ze mnozina J ma jen koneéné mnoho prvka). Dokazte,

Ze plati: Je-1li | <a ,b > # 8 , pak U <a ,b > je uzavreny interval.
LS o’ o Pog o' o

Necht mnozina P je prdimikem koneéného systému uzavienych intervald. Do-
kazte, Ze nastane jedna z nasledujicich mnoZnosti:

a) P=g,; b) P mid prave jeden prvek ; c) P je uzavreny interval.
Ukazte na prikladech, Ze kaZda z téchto moZnosti skutecné miZe nastat.

Primik kone&ného systému otevienych intervald je bud otevieny interval,
nebo prazdna mnozina. Dokazte.

Najdéte systém uzavienych intervald, ktery md neprdazdny prinik, jehoz
sjednoceni vsak neni uzavienym intervalem.

Najdéte systém otevienych intervaldl, jehoZ prinik je neprazdny, ale neni
otevirenym intervalem.

Necht {( ‘Uth)}iil je systém otevienych po dvou disjunktnich intervald.

Potom I je nejvySe spoetnid mnoZina. DokazZte.
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272.

273.

274.

275.

276.

OMEZENOST MNOZIN, SUPREMUM, INFIMUM

Rozhodnéte, zda niasledujici mnoziny jsou omezené shora, omezepe

zdola, nebo omezeneé.
a) { 3-n| n € N} b) { 3-x| x<0}
c) {2(1—x)+5| X € <o,1>} d) {x € R| 2(1-x)45 € <0,1>}

e { x™5x-6] x € (-1,+m) } 0 { x € R| x*5x-6 € (-1,+m) }

| n € N} h) { ;f;:; - ;’;ﬁ| n € N}

8)

tmehe

i) {( ayn B ;/E | ne N-{g}} D { xt¥k x>1}

n X =5
x - Vf:" 1 ( xxx {xx}x )
k) = | x>1} 1) 4 x>0| x < x b
L ofie Vx| L J

m) { x>0| sin(5x) 2 16 sin‘x} n) { x € R|(3 n € N)(logxn = n)}

Rozhodnéte, zda nasledujici mnoziny jsou omezené.

a {x ec| |x+i-3| < 1} by { 3 e c| |x+i-s| < 1}
i 1 1 i 1
C:') {x € CI |x- T . —2—|< 1} d) {T € C| |x— ‘—2— 2 Tl( 1, x#O}

e) { a+ib| a,b € R, (a+ib) (a-ib)=1} ) { a+ip] a,b € R, (a+b)(a-b)=1}

Necht M = {x € c| (x+1)*%= (x-n"'}. M = {x € c| |x+1|*= |,‘_1|*°}

Urcete v jakém vztahu jsou mnozZiny M‘ Ma a rozhodnéte zda jsou omezené.

»

Rozhodnéte o omezenosti mnozin M’, M :

m={ 25 | xer} a m={2.|xec, x#i,-i}
1 2 2
14x 1+x

Ukazte, Ze mnozina M je omezena shora i 2zdola a urcete mnozinu

hornich i dolnich zavor.

a) M={——;§i—i—:1—|xﬁli} b) M={«:-}—£—-|x€(1,+m)}
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alrr.

278.

279.

280.

Ukaztie, ze mnozina M neni omezena zdola, je omezena

shora a naleznéte

mnozinu hornich zavor.

n'+3n+6

" = i-2n

| n e}

DokazZte, Ze sjednoceni koneé&ného poétu omezenych mnozZin je mnoZina omeze-

nia. Plati toto tvrzeni pro nekonecny pocdet mnozin?

Dokazte, Ze plati nasledujici tvrzeni; soudasné rozhodnéte, zda prislus-

né

a)

c)

e)

g)

h)

i)

J)

k)

1)

m)

o)

P)

q)

a)

c)

mnoZiny maji maximum, resp. minimum.

n 1 n
P, € B _ € =
1nf{ sy | n N} > b) sup{ = | n N} 1
2 .-f +11 2 ,1’ +11 7
inf{ =B i | n € N} = 2 d) sup{ e e | n e N} e
n*+5 n*+5
inf{ 6n-5 n € N} = - —%— f) sup{ én-5 | n e N} = 0
27n-9n*-20 27n-9n*-20
s 2
lnf{ M n € N, n)j_} = -2
—n’—n+1
s 2
sup{—z—n.:l“"—i.lnéﬂ, n)i}:.__;g
-n’—n+1
a 2
inf{ 2n -10n +15n | ne N} b
6n-n®-9
e ?
inf{ n+n -n +1-n | ne N} .
n‘+n'+n‘—2na
4 3 2
inf{ 3n +n_-7n +14n-5 | ne N} 2 lif
n*+1
sup{ n € N| n‘+n'+n'+n+1<60} =2
n, 2 n, 2 3
inf{ (-1) (n +1) l o N} = 48 1) sup{ (-1: (n +1) l h e N} -0
n’—4n+5 n -4n+5
nin+d) ”
sup{(-1) * A]nEN}=1
na+n+1
s {—.“"'“n » (- e N} = 1
Up 2 " n »
n .
: 1+(-1) ntd 1 S
1n!‘{—2—+ (-1)™", = | neN}—o,
DokazZte, Ze plati nasledujici rovnosti.
inf{ X | x € R} = -1 b) sup{ = | x € R} =1
|x|+1 |x|+1
4x®-3x% +x+5 2x’-3x-1
ingp{ X Z8x ix | x € R} = 4 @ sup{ EXX2 | x50} -2
x‘—xafi x3+8xz+2

40



e) inf Bx+1-2x | x > 0} f) sup _Sx+1-2x | x> 0}
x2+5x x2+5x

» 8. &
2) nup{ X =% X -% | x € R} g

h) sup{ ax®-ax*+ax-1 | x € (1,2)} =

i) inf{ x-x®-x+2 | x € (0,2)} = 1
J) sup{ x*-x®-x+2 | x € (0,2)} = 4
k) sup{ ‘—"“- | t € (0,1)u <2,+oo)} =1
2t®-2t+3
s .2
D ine{ L ¢ e 0,10 24} = G-
2t®-2t+3
281. Dokazte, ze
a) 1nt{ Vot - ¥n | ne N} =
b) sup[ = 1 | n e N} =
PR 4
L ¥ n*+1 - ¥ n*1
i, e
) inf{ o |neN}=o
n% 1
e .,—s
d) iM.{ n+4-3V naw B ine N} e
¥n+Vn
e) sup M | x € (0,1-(”)} -
Vx +x
) sup[ 2/x - Vx 12 |x>01=2
V x + 1 J
Y S 8r— vf—;
&) inf{ x4+ Vx+Vx+ x  + 1 | x > 0} e
,"ﬂ
Yx + 1
2 —
m  ing{ X 1xOx¥ | x> 0} =
x*+ 1

282. Bud'te A, B ¢ R. Necht plati (sup A = sup B) a (inf A = inf B). Plyne
odtud A = B ?

283. Bud'te A, B mnoziny realnych cisel. Potom plati (A ¢ B) = (sup B 2 sup A)
Plati také opacna implikace?
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286.

287.

R, % T EE RTTSENNTS Teeenape e, N e, ey e, SR TSR, YA s, Wy s DOKBELS,
. ; WRERS J

Zze plati rovnost

gup{ a | (mn) e N'} = sup{sup{ a lmen}ne N}.

Necht A, B jsou neprizdné omezenéd mnozZiny redlnych é&isel. Maze byt
Sup A = sup B a inf A = inf B, je-1li ANB = @ 7

Budiz B = {;x|x€A}. kde A je neprazdnia omezenia mnoZina y A € R. Dokazte,

Ze sup B = -inf A a inf B = -sup A.
Necht A, B <R, A = {a |n « N} B = {o.In < N} e = {asp In < N}. Necht
n n n n

A, B jsou shora omezené, neprazdné mnozZiny. Jaky vztah plati mezi céisly
Sup A+ supB a sup C ?
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289.

290.

291.

293.

294.

295.

VLASTNOSTI POSLOUPNOSTI

Posloupnost (a ) Jje aritmeticka pravé tehdy,kdyZ pro kaZdé prirozené

€islo n>1 plati

a 4 + a i
B i T
an 2

Dokazte!

Je-1i (n“) aritmetickd posloupnost, pak pro kaZdé pfirozenéd Gislo k
a pro kazdé prirozené &éislo n>k plati
a + a
a = n-k n+k
n 2

Dokazte! Plati také obricenid implikace?

Posloupnost (a ) Jje geometricka pravé tehdy, kdyZ pro kaZdé pfirozené

éislo n>1 plati
|ah| =V a _.a .

Dokazte!

Je-1i (n“) geometricka posloupnost, pak pro kazZdé prirozené &islo k
a pro kazdé prirozené ¢islo n>k plati
ja_| = V a .a ;
n n-%  n+k

Dokazte! Plati také obracena implikace?

Necht pro ¢leny posloupnosti (a ) plati:

a=2,a =3, a = 3a - 2a (keN) .
1 2 k+2 kK+4 x

n-4

Dokazte, Ze pro neN je a ¥ 2 A

2
roven souctu dvou pfedchdzejicich ¢lend. Dokazte, Ze pro kazZdé prirozené

Je dana posloupnost (a“) o VimER . 1 a kazdy dalsi ¢len je

€islo n je

T

- P B"" 2 o~ B‘ o~ ﬁ’
Dokaita. ze an = —-aTB-—— ’ JBStliéG a‘- TT N a’— ﬁ— N

kde o#B , a pro kazZdé prirozené ¢islo k plati

B (x + ﬁ)ak" - oS a
Dokazte, zZe a = cos(nx) , je-li as= cosa-, a = cos 2 , a pro kazdé
prirozené ¢islo k plati

a = 2a ‘cosa - &

k+2 K+ k
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297.

298,

300.

301.

302.

3.

B S R e R i et e i et s Ak b B L o \a") » V pPripade monoton-
nich posloupnosti ur&ete charakter monotonie, tj. zjistéte, zda jde o po-
sloupnost rostouci, klesajici, ostfe rostouci, ostfe klesajici.

P @ i
a) a =7V¥n 3 b) a =¥ n¥t1 - ¥ n : c) a=-" n :
n n n n+1
& 2n + 3 : 2y Yn n
d) a“ - =, g : a) l" n ¥ 100 3 f) a“ = V¥ n s
n k
g a =V . h a =[VT-n] , keN
N n
n n
i) a = [ o N ] : i a = [ ¥n - n ] ;

—a g 2 2
R i N SRR I N . < T
n n. n 2'\ n n

n a = -3: . 0) a = c” c>0
n n! > n nl ¥ ’
n+1 2 n+1 s

») a“-[T] : r) ah=[ = ] "

(V pfikladech p), r) uZijte binomickou vétu!)

Urdete charakter monotonie geometrické posloupnosti v zdvislosti na prv-
nim &lenu a a kvocientu gq .

Urdete charakter monotonie posloupnosti a = cn + d v zdvislosti na pa-
rametrech c, d .

Necht c, d jsou redlnd &isla, d>0 . Urdete nutnou a postadujici podmin-

ku pro to, aby posloupnost " = 5. L% byla a) ostfe rostouci;

n+ta
b) ostre klesajici.

Urcete charakter monotonie posloupnosti . n° + pPn + q v zavislosti
na parametrech p, q .

Najdéte posloupnost (an) takovou, zZe

A Pa A wiG . a =a +n+ 2 pro kazdé neN ,
1 2 8 n+d n

DokaZte, Ze tato posloupnost je ostife rostouci.

Posloupnost (an) je zadana takto: a je libovolné redlné &islo, dalsi
€leny posloupnosti jsou definovdny rekurentnim vztahem

a B el +9..
n+a n n

Dokazte, ze (an) je ostrfe rostouci.

VySetifete monotonii ndsledujicich posloupnosti definovanych rekurentné:

a) a, libovolné redlné é&islo, a - a® = Snf + 4an -2 ;

n+d n
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b) a =Vec , a -Va"+c 5 (c>0) s

4 n+d
Cc C .v.\
SRR Thate BEEA ke ey Sl o e

d) a, libovolné kladné &islo, a__ = i [.n +

ned =z

= ] ’ (c>0)
n

Dokazte, Ze plati: jsou-li (an), (bn) dvé rostouci posloupnosti real-
nych &éisel, pak posloupnost (nn-l'bh) je také rostouci. Podobné pro ostre

rostouci, klesajici, ostfe klesajici posloupnosti.

Na jdéte rostouci posloupnost (n“) a klesajici posloupnost (b“) real-
nych €imel tak, aby posloupnost (anfbn) byla
a) rostouci; b) klesajici; c) ani rostouci ani klesajici.

Jsou-1i (ln) ’ (bn) dvé rostouci posloupnosti redlnych €isel, musi byt i

posloupnost (a".bh) rostouci?

Bud' (nn) posloupnost kladnych redlnych &isel. Je-li tato posloupnost
rostouci, co lze Fici o charakteru monotonie posloupnosti

2 k

a) % ; B (a% , weM o (-1, -
n n a

n

Sestrojte rostouci a omezenou posloupnost (an) tak, aby pro vsechna
pfirozena n platilo:

.n+ .not .n* avwl * .n* ‘no&
B P oc kR il et anst e " lise. e

Uréete, v kterych pripadech je posloupnost (bn) podposloupnosti po-
sloupnosti (a") ) Ceﬂ+ -

n n
) mew .y Be c‘no(—s) 3 B ERE . N c"“(-’) :
n n n n
c)a=c".b=cv; ; d)n=cv;,b=c" ;
n n n n
8
n+e _2]-&2
© a = — , b = ;
nes n + B
[ 3
n e B -—z-—n]'rz
£) a"'-'—— s bn= :
n+s 3 “]"_5
3
2
) ‘=n+z 'b=n+2
g n n+Ss ’ n s g
n'+5
1 . &
n s g t bn = ghTt 2™*8 4 (gn 2ntey 2
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310. Je moZno vybrat z posloupnosti (nn) nekoneéné mnoho posloupnosti tak,
aby kazdy ¢len posloupnosti (ah) byl &lenem nejvyse jedné podposloup-
nosti?

311. DokaZte, Ze kaZdi prostid posloupnost pfirozenych &isel mi néjakou ostre
rostouci podposloupnost.
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312.

313.

314.

315.

316.

DEFINICE LIMITY POSLOUPNOSTI

Zapiste pomoci kvantifikatord:

a) lima = a ; b) lima # a ; c) 1lim a neexistuje .
N« n N w0 n N n

Které z nasledujicich tvrzeni jsou ekvivalentni s tim, Ze lim a # a ?
N n

a) Existuje takové okoli Hc bodu a, Ze nekonecné mnoho ¢élend a v ném ne-
lezi.

b) Existuje takové okoli Hu bodu a, Ze v ném leZi nejvyse konec¢né mnoho
clent a .

c) V zadném cokoli H‘ bodu a nelezZi nekonecné mnoho ¢lend a .

Kterid z nidsledujicich tvrzeni jsou ekvivalentni s tim, Ze %1: a=as« c?

a) [v cm] [: n°] [v n)no] [|an-a|< zs]

b) Ke kaZdému n existuje £>0 tak, Ze pro vSechna n)no plati |an—n| £ &

©) [v 60, o<s<1] [: no] [v n)no] [lan—a|< s]

d) [v :)0] [:l no] [v n>n°] [|an—a|< —z-]

e) [v €30, o<¢<1] [: n°] [v n>n°] [|a“—n|< -i—]

0 v e20)(3 n)[von](la, -als ¢)

Pomoci definice limity posloupnosti dokazZte:

a) lim — =0 b) 1lim V0 = +»
e n N+
n n
C) ']\.iz ?{ = 1 d) rl\i: nsd = 00
2
@ 1lim [z—n'] = —oo £) lig S . e
n -+ N =00 n
F Xy
2) 11-[Vn+1—vn]=o B 1em SOEERIR U s
i s 1+ ¥2n vz
n 2
i) lim :—”— =0 5 ik .5""3 - ;
o & *® 2n"+n-7

Necht lima = a a necht rovnost o b plati pro nekoneéné mnoho
a2

n

rdznych prirozenych ¢isel n. Potom a = b. Dokazte.
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317.

318.

319.

320.

321.

322.

323.

324.

326.

327.

Necht pro posloupnost (a )® je mnoZina {a | ne N } koneénid. Potom
n n=4 n

tato posloupnost konverguje pravé tehdy, existuje-1li n € N tak, zZe pro

vEechna n > n plati a =a . DokazZte.
0

Bud k € N a (a“)' takova posloupnost, Ze pro vSechna prirozena n

n=4
= o ©
Jje o a . Potom 'l‘iz a existuje pravé tehdy, je-li (an)“g‘
konstantni posloupnost. Dokazte.
Necht lima =a, limb = b, Potom posloupnost (c )® , kde c = a
N n N et n n n=4 an~-1 n

a ¢ = b“ y mad limitu prdvé tehdy, kdyZz a = b. Dokazte.

“ » - -
Bud' (n")m'l posloupnost kladnych é&isel, %i: ge 0. Dokazte, zZe

a) (a) mi ostfe klesajici podposloupnost;

n n=4
L]

b) (a)

nema rostouci podposloupnost.
n n=4

Necht pro vSechna prirozena n plati a sa . Potom posloupnost (a“):g

ne 1

mid koneénou limitu priavé tehdy, je-li shora omezenid a plati

lim (a - a ) = 0. Dokazte.
Ne

DokaZte neexistenci limity:

(-1)"
N0 2+‘_1,1\

nin+s)
@ iz (1) ° @ yin cos 237

Co 1lze fici o limité posloupnosti, ktera neni shora omezena?

Co 1lze Ffici o 1limitéd posloupnosti, ktera mé nekoneénéd mnoho &lend
kladnych a nekonec¢né mnoho ¢lendl zapornych?

Necht 1lim a i lim b neexistuji. Co lze Fici o lim [a + b ]. resp. o
N+ n 200 N Nt n n

im a s ?

n-00 n n

Necht 11-[- + b ] neexistuje. Mohou existovat obé& limity lima i lim b ?
n - n n N+ n 0 n

Necht lim a .b neexistuje. Mohou existovat obé limity lim a i lim b ?
n -« n n N e n N N

Necht lima =0 a mnozZina {b|n¢N}Joonzoni. Pak
N n n

lim a .b = 0. DokazZte.
Nee n n
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320. Necht lima =+ a mnofina { b | n €N} jo omezens. Pak
N et n n

lim [a +b ] = 4. Dokaiite.
N -0 n n

330. 8 pouZitim vhodnych odhadd pfislusnych vyrazi dokaZte z definice limity
tato tvrzeni:

s ke AW o b) lim -1 =0
neod mi N 2" 5
]
c) lim 3'“’2'"*‘--—5—3 d) 11-—-r“. =0
™ 20D N -0 n #
4 - SV n

’VnTninn_ [n!-n“]

®) %i.-. n+ 1

g8 limn*.2" =0
7ol

331. Necht posloupnost (a )™ mid koneénou limitu. 2Z definice limity

n nsd

posloupnosti dokazZte, Za lim [am‘— n“] = 0.

332. Sestrojte posloupnost redlnych &isel (an):_‘ tak, aby '1“1“-. a = +o
a zdroven
a) 11-[- —n]-foo; b) 11-[- -a]=1;
n e n+d n n e ne+d n

c)

S

im [nm‘— nn] = 0.

333. Necht posloupnost nenulovych &isel (an):'_‘ ma koneénou limitu rdznou od

a
nuly. Z definice limity posloupnosti dokaite, Ze lim :" =1,
n

334. Sestrojte posloupnost reidlnych éizel (a"):g‘ tak, aby

a a
8) il = = P ; B 14 entis = - o5 3
N >0 B“ n et .n
a a
e in —22 =0 ; d) lim—2t=2
N+t & n et a
. - = o« - C
335. Necht '1‘.£= a =a a '.I‘L-’ P, +00 , kde (pn)ng‘ je posloupnost priroze

nych ¢isel. DokazZte, Ze lim a = a.
et pn
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LIMITY RACIONALNICH A IRACIONALNICH FUNKCI

Vypoé&téte limity (v R , v pi. 338, 339, 340, 342, 343, 344 i v C ):

336. lim (n'— mom‘] 337. lim [(1—n).(n'+5n—1) + u+n).(n'-n+10)]

338. 'l‘i.l. Pu(n) » kde Pk(n) je polynom k-tého stupné proménné n ( k21 ).

339. a) lim (-1)".n b) lim i".n
n a0 neoo
2ni+b Zn+bi
i- T P) 338 Enies
A a
341. a)  lim SB_TOL1 D) 1im b Tnil
n 00 nt_ 3 n e n'- 3
8
a) lim S5n -7n+1
n a0 a
n-3
o g o
342. a) lim —2 32 Y O ntd
N - 1 + 1 N - Sl W
n n+i nt+l nt+2
Pk(n)
343, 'l‘iz W y kde P.(n) resp. Ql(n) jsou polynomy k-tého, resp. 1-tého
stupné.
(in-1)(in-2)(in-3) (in-4) (in-5)
344. %ia- 5
(3n—-4)
20 30 | TR Tl R
. jip ~SAEEEED __SERAOY 346. 11m (40107 (n"Bn+d)(3n" 1)
e (2n+1)%° b (n®*+4n"+10) *(2n+1)
2 e 6 2k
347. lim (n+1)(n +2):n +3);..(n +k) , k€N
. [um) -H.] ’
2 4 8 lk
348. lim n(inFL)(n+1)(n+#1)(n+1)...(n + 1) , KEN
N a0 13

-

«© o (o]
349. Sestrojte posloupnosti (‘n)n-.a’ (bn)““. (cn)n“ tak, aby

a) 1lim [a+b]c # 1lim [afb]c , kde b = lim b ;
Nt n n n a - n n N s

n
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b) 1lim [n+b]c. # lim [afb]c , kde c = lim c ;
n n n, n Nnw n n N e

-0 n
a
c) 1lim # lim , kde a = lim a ;
n e b" n e b“ Neeo n
a+b a+hbh
d) lig 2l g lim — , ke b = 1in b
N 00 c n et c new n
n n
Vypoététe limity:
2
350. lim —1—+-3-+...+"1] 351, 11-[-l-+-—+...+
n-00 2 2 2 n e k3
n n n n
1 2 3 nvt n
as2. a) }'g[ﬁ—'—‘fi—...f(-l) ]
1 2 3 n
b) %&gli"'—‘fﬁ"---f‘-i) '—il
2 2 2 2 2
383. lim [ 1+ 85+ 8 :...f(an T RN
n an+1i
. 1 1 1 i
3“~%t:[m*m*n. B een ¥ SNy ]
s a8 a 3
a88. 1im 1'-0- 3.1- 5’+...+ (2n :)
Re® 2% 4+ 6"+...+ (2n)
n
386. a) lim —— Z(-x)"*‘.k‘ b) lim I Z( % ety
N -+ 2 N0
k=4 k=4
2 2 2 2 n+d
387. lim 1- 5+ 9 13" +...+ (4n-3)".(-1)
N etd

1- 4+ 7~ 10°+...+ n-2)*. (-1)™™

» 1
" Z KD e . ey PN
=1

359. -(—r]][l'm][i'm] '(_T]

s
360.11-21.31.....“1

P gt 1 n°+1

(n-1)%

)
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361. (n - 10¥Vn )

T
e
83

362. 1im ( ¥n - ¥n)

363. lim ( Ynt- ¥n

364. %i: [ tpn" - M™% (r + P )tfw’] » kde r , p jsou kladna

raciondlni &isla.

365.a) 1
n

17

b)

o
17

[( 8L ™ g )']

366.a) lim [c it i SRR £F i f L o Ny

kladnd &fsla.

367. 11-%+]/1+L
n=eo nQ

28
n -3

369.a) lim
n - nl/l + 2

Yn*+1+2¥n+1
370. lim —

™ ¥n®+ n - 3n
aV’ n*+ 1 + 2'.‘;/:;
373.a) lim [V 2n+1 - }/:]

372. linm
n

[
[
s

c)

: (Yo - V)
n(s/E—;—zn]

374.a) 1
n

7

c)

VR

o
4
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368.

371.

b)

b)

d)

1lim

N =

S
e
]

os
47

o
47

[( "% o 1% < ¢ - oV o )"]. kK €N

b) 'l\gg [( N+ n’+ 1) - (n-nPs 4 )'] y kde r, p J=mou racionalni

2 (Vooi - Va0

n[m-zn]
W .

)



a75.a) lim [‘/n‘+n+1‘—ﬁ'—n*1‘] :  b) lim [}/n'+ 7=V R 1‘] 3

o) ;l‘i:['vran.-fn-ri—vfn.—n+1]

d) 'l‘iz[m.+n+1—7,3n.-n+1] .

o |

@) 1i=[v'n'+ (-0 n+1 -V (-0"n+1 );

£) lim ['/n.'& (-0)™ 8% 1 - Y- (-1)™ n* P+ 1 ]

376. lim n'[ ¥ n*+ ¥ n*+1 - nV2 ]
377. liln"rﬂ+ ¥ n*s Vn'-u-nyl.-tﬁ],kil!
§

378. lim [V (n+a) (n+b) - n ] 379. lim [ nt Ve ¥a - Vﬁ]
L

- 4 2
- s k- ] - -
380. lim n® [vﬁ% 1 - ‘v{;’— 1 ] 381. 1lim n [ (n+1)® - (n-1)?® ]

3
s ko - i . .
382. lim ['/n'+ o™+ 1 - Va1 ] . [ ¥ntZ - 2¥n+t + Vr?]
: 3
384. a) lim n° [ VT + V&R - Vo2 ) ) iim n° [ VAIT +2VR -aViZ )

jprne—— i<
385. lim n° ['Vn'-f 1 -2n+ V¥ n*- 1]
aled -l

386. lim n ""[f - -1‘].k¢N
V2n+1-V2n—1
387.a) '1‘-_‘-’3
o R
d N —_—
b) lim n " €
e g~ e

388, lim [‘/n + an® - ¥ nt- 21';] 389. lim [V‘ T R ]
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394.

e 2 L s S
2 1 _./ 1 . 2 s s
'l\ign[ 14+ 5= 1*23] 391. lim n [(n—n—(n
' . : . . :
u-n'[[cn'+1)'+1] -[(n'-1)'+1]].rco
n-+0
k -
lil[V(ma)(Ma)...(ma) - n]. REN 5 B o B s ores B
n-soo 4 2 k 4 2 k
realnia éisla.
a

Urdete konstanty a , b tak, aby lim [V1-n‘ —an—b] =0
Urdete konstanty a , b , ¢ , d tak, aby platilo

lim [Vn‘- n®t 1 - (ath)n® - (ctd) ] - 0

n+o
a soucasné

1lim [ V n‘+ n.+ 4 - ta-DIn" - (c—-d) ] = 0,
n+00
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SEVRENE POSLOUPNOSTI

396. Vypoctéate limity:

& : n n
397. Ukaite, %e a) lim [-—1] # [’1\3 n'-TT] i
ntl1 | _ n+1
vi 3o [ ] - [ 22 59
398. Necht lim a = +o (resp. -w). Potom i lim [.] aitew Lretp. —o). Dokadite.
N -edd n »n s00 »n
399. Sestrojte posloupnost (-“):;‘ tak, aby
a) lim a neexistovala a lim [a ] existovala;
N =0 n N0 n
b) 1lim a existovala a lim [n ] neexistovala.
n a0 n N« n
400. Naleznéte nutnou a postadujici podminku pro posloupnost (an):ﬂ , aby
I lim a ] = lim {a 1 ., (Omluva: [-]l=-c0 , [+c0]l=+c0 )
L nsee n N nl
401. Necht pro posloupnost (a“):q plati: 2 < a < 3 pro vsSechna prirozena n.
Spocitejte:
3 2 =
a) 11-["—+-5l-n"—n.a]-, b) 11-[ 1sta];
N etd n+l n Nt 2 K
n +1
k=1
n
X 1 x
" 58 % Z )"
2
x=1
Vypoctéte limity:
402. a) %i: [ .1 + .1 * see * .1 ]
i n +1 n +2 n +n
b) 1lim [ : + 1 + 1 NI 1 ]
Sl B | 3 Ve 1] n
n n
c) lim Z—i— d” lim Z-——1—
N+t N 00 s

> iz [ar ] b 3in [::]
o ya[n®]-[»"] o ua /9]
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(Ndvod pro d),e): Rozdélte na dvé sumy od 1 do [n®] a od [n®]+1 do n

a zvolte vhodné o.)
n
»* 1
a) linn.z s kde r € R, r # 2
N« 2 r
n+ k
x=4
n
£)  Jig -2 Z(kn'
Ty
k=4
403. a) 1im -2 B  lim [(mn“- n“] @ an AN
n e adImT
n n
d) %i‘.. I I ﬂ?:_1 ) im I I Skt7
Cad 3k -1 Skt 3k-4
n ned an
) lim¥n."Vnt1 ... ¥Yen Y e he-A-. R ... B4
Noedd Nedd 2 4 6 2n
404, a) lim gim kde xi(n) je pocet cifer cimla n
i n+e log n '
£gin) 5 -
b) 'l\iz T s * kde £#{n) je pocet nenulovych cifer ¢isla n
405. Necht a € R. DokazZte, zZe
0 pro |a] < 1
a) li-a"={1pro a=1 ;
n-L 00
400 pro a > 1
b) v ostatnich pi¥ipadech lim a”" neexistuje.
S pouzZitim cvideni 405 vypodététe limity (a, b jsou redlna cisla):
a'\ a'\ a'\ - a-'\
406. lim 407. lim = 408. lim
n-seo 1 & .'\ n-o 1 + a n n-+a0 a’\ s a—'\
a” + 3 a™ + 8 aned _ o
409. lim 410. lim = 411. lim
— it &N o ol nalTF T VIR
412. lim T 413. lim = oy 414, 1&- 3
N+ a'\ + a N0 (_3)1\’ $ z'\ n o n+ + b'\"
A
415. lim i B30, Ny, L, B RE
e L e N .4
1 -a+a®-a%... s 0-1)""
‘16- 'l‘iz ’ l > o’ b > 0, . *-1’ b * 1

1 + 5+ e D% ook D"

56




Reste rovnice:

n

8 3 3 3 “ 3
417. = %iz 1 - -4 Sy I +.00.4%(-1) — ]
x ¢+ 10 x x x x"
2 (-0* - (-1*
410, lin ) - ME ) :
€ 1 % x) ¢ 1 %)
k=0 k=0
Vypoététe limity (a, b jsou realna c¢isla):
2 2 4 4 8 8 o 2"
419, %i: (at+b) (a“+ b)) (a“+ b)(a+ b)...(a" +b" ), 0<as b
-
n 9 n!

s %35[';_] s21. tim (- o )

n. ha
(8] 1% o
422, l1lim 423, lim
N 2 2 N - n -Nn
1 n e+ 1 n +4 2 + 2
(23 ~1#)
3“ el 1 2 @ .n
424, lim 425. lim a"* 426. lim a
N =00 A ki al ] =00
3 + 2
s nt n
427. lim (a®)" 428. lim a" 429. lim = -
n o n e N
za" + a"
430. %ig a[v:] ( Navod: posloupnost (a"):;‘ je vybrana z posloupnosti
o
[ a[v:]] o)
n=4
2a™ + 3a"
. g — N
a 2a

n
432. DokazZte: a) %12 YVa =1 (0 < a < +0) ;
-
n
¥Vn =1

b) 1lim

net

(Navod: Spocitejte %i: (an— 1) )

vypoctéte limity:

2
2n+14 n n
433. a) lim ——ye ., tae® ; b) 1lim ¥V 4n®+5 ) lim ¥ n! ;

- N - N =
n
d) lim VP , Nde PAn) s an e 8. BN L VA s & >0 ;
s X x x = 0 x
n py ~
@) 1lim V,a" YRR R S " kde a , a, ..., a jsou kladnid &isla .
N .td 41 2 X 1 2 x
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434. linm

n e 3'\

(Ndvod: 3" = (1+2)" a pouZijte binomickou vétu.)

40 pro a > 1

435. DokazZte: lim

N w0

= 0 pro |a] =1 s k €N,

neexistuje pro a < -1

Vypoé&téte limity:

n an+ 4
436. a) lim Y 3™+n-5 b) lim v n*-3™+2"

-0
L1V "
437. a) lim ——— b) 1lim
N et n n et n.
n
438. Dokazte: a) lim ¥ n! = 4+ b) 1lim
Noedd n a0

n

Nivod: (n)* = l | k(n-k#1) .

k=1
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BOLZANOVA-CAUCHYOVA PODMINKA

«©
)
n n=4

439. Vyslovte nutnou a postacujici podminku pro to, aby posloupnost (a
neméla konecénou limitu.

440. Urcete, ktera z nasledujicich tvrzeni jsou ekvivalentni s tvrzenim
lim a € C,
N« n

» (v en)fa eo)fan)[¥mn) (i, =< )
[

O [P [ RS [P [

o [veoo)fan)ron)ve e zso)(la, -

N O [ [ [T T |
N [ [ [ | e

o [veo]iallroadlrs«n)fis.. - al< s ja - af )
o (v o) ne W)y ) (in, o, 1< o

441. Pomoci Bolzanova-Cauchyova kritéria dokazZte, Ze nasledujici limity exis-

tuji a jsou konecné.

n n
&5 | ik Z sin(k!) o ke Z cos(k!)
o 2k N k(k+1)
k=4 k=4
n N
: 1 : 1+cos(k) 1k
© ) o in ) (Zreesag)
k=1 k=4
n
» 1 (-1)*
o %a=||[“7] o ) -
K=4 k=4

442. Pomoci Bolzanova-Cauchyova kritéria dokazZte, Ze nasledujici limity nejsou

konecné.
12} n

o —E—l b lim [1 + -3—" ]

- n = N -«
k=4 J=1
n

c) lim Z-L- ’ kde « € (0,1)

N -t ka

k=4
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Necht existuje koneénid limita posloupnosti Z a . Potom '1\12 a = 0.
-

DokaZte. B
n

Necht existuje koneéni limta posloupnosti Z a . kde (a“):_‘ Jje mono-
k=4

tonni posloupnost . Potom lim na = 0. DokazZte. UkazZte, Ze podminku mono-

Nt

tonie posloupnosti (l"):“ nelze vynechat.

Necht pro éiselnou posloupnost (an):“ plati:

n-4

Existuje c > 0 tak, #Ze pro vSechna n € N je Z la_,-al <ec.
k=4
Potom posloupnost (l“):-‘ mié konec¢nou limitu. DokazZte.

Urdete, pro kterd redlna x existuji koneéné 1limity ndsledujficich po-
sloupnosti:

- ”k - x xlk*l
= s Z-Er' ol Z GO mwmenT
k=0 k=0

n

k
kvd x
c) 'l‘ig Z(-l) e

k=4
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LIMITY POSLOUPNOSTI ZADANYCH REKURENTNE

447. Co lze rici o limité posloupnosti (an) , je-1li pro kazdé ne€N

a =2 a -527
n+2 n
Vysetrete %i: a , je-1i
a)a =a =8 ; b) a =a =6 ; c)a =a =4 ;
1 2 1 2 1 2

448. Necht pro posloupnost (nn) plati rekurentni vztah a = I: + 63“ + 4

pro kazdé neN . Co lze fici o %i: a ? Vypoctéte %&: a , je-1i

a) ., - o ; b) & = -1 3 c) a = -2 d) . - -3 ;
a) a = -4 ; f) a =-8 ,
. i
449. Necht pro posloupnost (a") plati rekurentni vztah Bes a: + 23“ + 3

pro kazdé neN . DokazZte, Ze lim a = +c0 .
bated n
Nivod: DokazZte postupné: a) (nn) je rostouci , b) (a") nema konecnou

limitu (feste prislusnou kvadratickou rovnici).

450. Necht pro posloupnost (a") plati rekurentni vztah

ma® <’ edn ~8 , A .
n+i n n n
Co lze Fici o lima 7
N n
Vypoctéate %i: a , Je-1i: a) " - 0o ; b) - - c) . - - A

Vypoététe limity posloupnosti definovanych rekurentné

a
C Cc n
451. “ = w adlE ﬂn" . i Z N (c > 0)
452? a = Yie oy a = a + c s (c > 0) .
4 n+4i n
2
3 5 e
453, a = cC s a = — 4 . (c > 0) .
1 n+ 3 3
x 1 c
454. a libovolné kladné, a = —— (a + —) . (c > 0) .
1 ned 2 n a
» 1
455. a =0 , a =
n+d i &R
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456.

457.

PODILOVE A ODMOCNINOVE KRITERIUM

(Podilové kritérium)

Necht (a“):L‘ je posloupnost nenulovych ¢isel. Pak plati:
a
A n+4 = s g e =
je-1i }\g I—‘T—I q <1, je 'l‘.ig a_ 0 ;
‘hOI
Jeli 1lim a_ I =q>1, je lim |an| = +o0 .
Dokazte.
(Odmocninové kritérium)
Necht (a“):L‘ je &iselnid posloupnost. Pak plati:
n
je-11i 1lim 4 l]a | =a <1, je lima =0
n oo n Laled n
je-1i lim ¥V |]a | = q > 1, je lim |a | = +w
n=-o n N 12}
Dokazte. o
Pomoci pfredchozich cvideni vypodltéte limity:
n
R o 2K+ 1
o 45 ur LETT B8 e v
3K ==%
k=4
& .
n ah
c) lim ‘, d) lim
canadfiy . nI® (1+4a) (1+a”) (1+a¥) ... (1+a™)
n n
o)unll‘"‘*" r)u-l'Vk [Vku—}/k]
Ll d n 4o
Sk -3
k=4 k=1
2 2
a" a”
g) li h) lim
n=L0 (n')’ n -+ (n!’n
ni{n+1)
i . ™
i) %iz (1+a)(1+an:...(1+a ) P %ig " A _ -
3 (1+a”) (1+a ) ...(1+a"")
Co lze #ici o lim —*%_ | je-1i lima =07
N a nee N

n
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STOLZOV A CAUCHYOV VZOREC

véta (Stolzova): Bud'te (a“):“ ’ (b"):_‘ ¢iselné posloupnosti. Necht plati:
(1) (b“):“ je ostfe rostouci posloupnost kladnych é&isel;
(ii) limb = + » ;
N+ n

ah"— .h
(iii) %i: T B E existuje.

ne+d n

" an .f\ﬁ_ a'\

Potom existuje i '.l\ig 5 a plati: "l‘j;z b_ = 'l\.iz B~ b_ .

Vypoctéte limity posloupnosti pomoci Stolzovy veéty:

2
+¥+ ...+ : 1+'ﬂ'+'av5'+...+}ﬁ
n

- 6’5] B nem

> 3 1 1
<) .l.iz(n e il RAREE *—n-;)

n

&) Bkl wsniaies -, Z(mk)ﬁ

N+ 5
¥ n®*+2n k=4

1P+ 2P+ ... + nf

e) lim (p € N)
N+ n”‘
1F+ 2'+...+np__ n
£) lim . ) (p € N)
P P P
o iia Lo ... ¢ iBert) i
Nt np¢¢
P P P
RS S L aa PR T 5 B
) (nt)? B Rad
; D
TR Z (i’ 23 i R
n -+ n N =0 n X
e Z(Iﬂ-i)
k=4

g
i 2

< s «© - - -,
461. '1\1- 3+ A+ ... Fa, y Jjestlize (a“)““ je posloupnost kladnych €isel
lima =a > 0.
n -« n

ba+ba+... +ba
4 41 2 2 nn

B
o
ot
-
-]

Z ;

, jeslize limb =b e R, lima =a >0 , a
a‘+ a’-’- e an Netdt n Net® n

a > 0 pro kazdé n € N.
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463.

464.

465.

466.

Véta:

470.

471.

DR el e y JestliZe lima = a € R .

N et 2 N n

x + x.+ x.f ST, xh

také existu-

Necht 1lim x existuje. Potom 1lim
neo n Ne n

je a obé limity se rovnaji. Dokazte.

Sestrojte posloupnost (xn):“ tak, aby ’l\.iz x neexistovala a
x + x.+ x.+ see * X

lim g D existovala.
N o n

*a *n

Ve mghan TRt
Necht lim x = x. Vypodtéte lim A = .
New n et 4 o 1 + * - |
2 L —n

Necht a € R a (l“):-‘ je posloupnost, pro kterou plati,Ze

'1\1- n(-“— a) = 1., Vypoctéte:
e 8" ... ¢+ "
1 2 n

i ( . - A3

Necht (an):“ je posloupnost kladnych é&isel, lima = a € R. Vypoététe:

n

YVa+ Va+ ... + va |®
(5 v, W

lin .
- xh"
Budiz (xn)n_‘ posloupnost kladnych &isel, pro kterou existuje 'l\iz x_
n
Potom existuje i '1‘1‘-. 4 x a plati:
n x
lim ¥Vx = lim N4
n-et n new xn
n n
Pomoci predchozi véty spocditejte: a) '1\13 Vnt b) ;l‘.i.: V'R

Budiz (xn):s‘ posloupnost kladnych &éisel a necht %1: et . Pak

-~

n
lim '/x «eX c0eeX =%, DokaZte.
New 1 2

n

n
Sestrojte posloupnost kladnych &isel (x“):“ tak, aby lim 4 x  existo-

n+d

x
n

neexistovala.

vala a lim
net

Necht (a“)" je posloupnost kladnych Eisel. Definujme posloupnosti

n=4
«© ) = .
“)““. resp. (c“)“u takto: b" a a cn a.“_‘ pro kazdé n € N.
b . c :
Necht existuji lim —— i 1lim -=*° a ob& jsou rovny &islu a >0.
N bn neew C
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a)

b)

c)

neo

a a
Dokazte, Ze lim —* = ¥a nebo lim —'* neexistuje.
N e a“ an

Sestrojte posloupnost (ah):_‘, ktera vyhovuje predpokladdm prikladu a

a
n+4

pro kterou ’l\i-

neexistuje.
-0 a“

b c n
Dokazte, Ze kdyZz v zadani zaménime podily ;—", resp. ';—" za V b,

n n

n n
resp. V € pak 'l‘iz Van existuje a je rovna Va.
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CISLO @ ; LIMITY S OBECNOU MOCNINOU A LOGARITMEM

1 n 1 n+l
472. Posloupnost a = [ i+ T] je rostouci, posloupnost b“= [ 1+ . ]

Je klesajici (viz téZ cv.296), a obé posloupnosti maji stejnou koneénou
limitu. DokazZte!

Cislo e definujeme jako spoleénou hodnotu limit posloupnosti (nn), (bn)

z pr.472.

473. DokaZte, Ze pro vSechna pfirozend &éisla n plati

3 s Y W e 3
9-T<[1+T] <n<[1-r——ﬁ—) e S
474. DokaiZte:
Y
- z—lzr i A
k=0
-5 1
b) pro vSechna prirozena ¢isla n je 0<e - z i < Sy .
k=0
476. Vypocététe €islo e s presnosti na 5 desetinnych mist
a) s uzitim pr. 473 ; b) s uzZitim pr.474 b)

"
476. Vypod&téte lim n[ Ve - 1 ]

477. Dokazte, Ze €islo e je iraciondlni. (Navod: uzZijte pr.474.b).)
478. Dokazte, Ze pro vSechna prirozena ¢isla n plati

(_:_]n<n! <-.[—“2—]

n

n N
n n
479. Vypoctéte: a) ;l‘iz —2—“-:’— H b) 'l‘iz S
n
n
480. Dokazte, zZe lim — existuje a je konecna.
n=e .h.n'
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Vypoctéte:

n o
n 7’h(n+1)(n+2)...(2n)
1. Lim — 42, 1 R
Y nt
1 ane2 1 n
se3. tim 1+ -] soa. tin 1+ 3 )
485 n-[ 3"*2]" 486. 1i 3n + 4 "
" nse 3n + 1 1 [ 3n + B ]
S : sy 1
so7. pim (1 - ) swe. Lin (253 )
3 n
409.11-[1+—]
N4+ n
2
1 n 1 n 4
«o.-)u-[x-r—] ; b)u-[1+—] : c).li-[1+—
R 3 2 »oo 2 n =
n n
91 PR R 9z. 1i .. ¥
- Zn swz. tim (1 ¢+ ——)
2n + 1

493. DokaZte,Ze pro viechna pfFirozend &isla n plati

1
w71 ¢ w17 ¢ L

Vypoctéte:
1 In n!
404. limnin 1+ o ] ws. uTmw
lo¢‘n
496. '1‘_!;: W ’ (a>0, a#1)
1n(n*+ 3n - 2) In(z + ™)
497. lim 498. lim
n- n o 2n

In(n®t n + 1) In(s + o™

499. lim n® Y4+ tnn ['/m(zn‘+ 1) - VYintan®™ 1) ]

500. Budiz (p“) posloupnost redalnych €isel takova, zZe %i: |pn| = 400 .,

n
Potom  lim [1 + %-] = @ . Dokaite. (UZijte vitu ze cvi&.335.)
n
Vypoctéte:
- 2n+4
501. lim e" 1n[ 1+ L] s02. 1im [-B* 3n - 1]
G e" iY== ne s
iIn n
13 r
503. lim [1 + Vorl - VE] 504. lim _.___.1““0“’]
n oo n oo
| 1n(2n)
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n 14 ———
505.11-[1+-—’L-].(x¢n) 506.11-[1+——“-]
n -+ n n -+
Inn
n n
807" Dokafite: a) lim Bada 3 b) 1lim 1 -
) . naw Kk ’ n oo k In k e
k=4 k=2

Navod: DokazZte, zZe 'l\i.-. a existuje a vysetrete 'l\iz a.“

x=

n
808. DokazZte, zZe posloupnost x = z - lnn Jje ostfe klesajici, posloupnost

k=4

3

ey i—-lnn je ostfe rostouci a plati 0<'l‘.§=yn='l‘£=x"<1 .

x

=4

Cislo C = rl&: x se nazyva Eulerova konstanta ( C = 0,577216....).
Je tedy 1+£+£+...+—1—=C#1nn+s,hde lime =0 .
2 3 n n n-wswo n

Ndvod: UZijte vliastnosti posloupnosti ze cvié.472.

S vyuzZitim cvié.508 vypodététe limity:

n k+4
1 1 1 (-1)
509. 1im (w41 * wem * -+ * 2= 510. %ggz i
k=4
n
511. lim z
n 900 1
k=2
N
3 SR e o
sis. %il‘. Z ™ " kde o R ° Xne -1 2 %an-a A0S -
k=4
2
- . 1 1 1 1
sxs.a)u-ZT : b)n-[ + + +...+—a].
N4 N n zn sn n
k=n
n
1
K+1
o0 ua Y [— - 1= ¥ ]
N [ 2k-1 k
k=4
n
- Z k(n+1-k)
518, lim [z RN lnn] 816. lim =8
' new K NS
nn
k=n
n
3
517. lim Z =4
kK + (-1)
k=2
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LIMES SUPERIOR, LIMES INFERIOR A HROMADNE HODNOTY

518. Vypoctéte limes superior a limes inferior ndsledujicich posloupnosti:

a) a = )" b) a_ =n+ (nt1).(-1)"
i
n.nin[—EJ 2
n+t+i nn
c) ." = 3 d) .“ = —n.——-COﬂ T]

:y n(-1)" n (2nn
e) a = 14+ 2 f) an = sin _E—J

,_‘
e) " - ¥V n*-1 - [ ¥ n*-1 ] h) a = ¥V n*-n - [ ¥ n*-n ]
= nin n T 3 "! B e~ 2 .
1) a= [zn—n ] + [su-n ] $ a=n [; nt+1 - ¥ nt4+(-)" ]
0 a =Vo' -0D"n+1 - Vol- ("t
n 4 1 3
T Z(—n“".k' mn) a -Z(-u".'—”- , (a % .0)
n 2 n k
- k=4 k=4 a
n
x k
n) an = Z(-l) .W
k=4

n
°© a = Z—;— - 1n[1 +n+ (24 (-1)").n"]
k=4

nrn

g 3 [1+_1_]n.(cos—2+1)
n

(-)" ]

p) a = [1 + -y

q) a

n

519. Co lze rici o %i: a je-1i 11=*=up " - 8 ?

520. Co lze fici o lima , je-li limsupa = - o ?
bl d- n N n
521. Pro kazZdou posloupnost plati 11=’énf . -1i=‘gup (-an) . Dokazte.

522. Necht pro vSechna prirozena n plati a =< bn . Dokazte, zZe

a) 1lim sup a < 11=’gup b“ ; b) 11=‘£nf a s 11=’£nr bn.

N4

523. Necht plati, zZe li=*:up a < liz’cup b" . Plyne odtud existence takového

0
cisla n Ze pro vSechna n > n plati a < b“ ?
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827.

531.

b) |11=’£nf n“| < 11:_.:@ |n“| ;

c) |lim inf a | 2 lim inf |a | .
n-e n n-w n
DokaZte: a) lim inf a_ =0 =5 lim inf |a | =0 ;
N> n N n
b) 11'-“3@ |a"| =0 = 11:_.2“]: a = o .

Plati také obriacené implikace ?

Necht (.n>:_‘ je posloupnost kladnych &isel. Potom

1 1
lim sup = »y jJe-1i 1lim inf a +# 0 ;
nee T B 1im inf a oo TN ’
N+ n
1

li:ﬁ-.upT“-m y Je-1i 11=“1.nf-“-0.
DokazZte.
DokazZte: lim inf a + lim inf b < lim inf (a + b ) <

Al l: ] n ale l n nsod n n

€ lim inf a + lim sup b < 1lim sup (a + b <
new n n-ew n n+w (n v\,

& Lhg g S TR R, +
pokud maji uvedend vyrazy smysl.

Naleznéte posloupnosti (a"):-‘ a (bn):_‘ tak, aby vSechny nerovnosti byly

ostré.
Plati tvrzeni v predchozim prikladé, kdyz zaménime soucet soucinem ?

Najdéte vsSechny hromadné body posloupnosti (-“):___‘:

nr
a) n“ = -in[—q] q €N
nn (n+l)n
b) a“ lin[—a].nin[——a-—] q €N
¢ n (Nt
c) l“=ﬁ—[ﬁ] d) ah—sin[m]
p+1 s = P _
: 5 il kdyz a" o 8PS s
e) a = — ; a =
4 2 ne+d 1 - q-1
—~~ kdyz a“ s

Bod a € R je hromadnou hodnotou posloupnosti (n“)“’n“ pravé tehdy, jest-
lize v libovolném okoli l'l‘l bodu a lezZi nekonec¢né mnoho ¢lend posloupnosti

(a )* . DokaZte.
n n=4

Necht b‘, b.,...,bh, «++ Jsou hromadné hodnoty posloupnosti (a e

n n=4 :

Necht b je hromadnia hodnota posloupnosti (b“):" . Potom také b je hro-
madnid hodnota posloupnosti (a"):“. DokazZte.
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632. Necht (a“) je omezena posloupnost takova, Ze lim (a - a ) = 0.
n

n=4 N n+d
«©

Potom mnoZina vSech hromadnych hodnot posloupnosti (an) d
n=

je interval

<lim inf a ,lim sup a > (v pripadé, Ze lim a neexisuje) nebo {lim a }
n-o n n-ow n n o0 n

N9

(v pripadé, Ze limita existuje). Dokazte.

533. Sestrojte omezenou posloupnost (a )* tak, aby lim (a - a ) =0 a
n n=4 N+ n+d n

11:_’}:\! a < 11=’=up a .

534. Sestrojte omezenou posloupnost (a“) :- 4

tak, aby mnoZina hromadnych hodnot
byl interval (11:_"1:\{ ln..lx.:_’gup an) , a pritom '1&: (am‘- an)

neexistovala.

635.’ Necht v posloupnosti (n“) plati nerovnost 0 < a < nm+ a pro
n

n=4 m+n
a
viechna m,n € N. Potom existuje 1lim -T" a plati:

N

11--———--1nf{-—|nsu}

n o n

Dokazte.
836. DokazZte, Ze plati: a) lim =msup .. +oco0 pro kazdé k € N ;
TSt 0"
by * 1im 2B _ 4 pro ka%dé ¢ > 0 ;
n=o n‘

kde w»(n) je pocet déliteld Eisla n.

537. Naleznéte posloupnost (an):“ kladnych &isel takovou, aby platilo:

e ) v i o-s0) g o)

[v %> o][ lim
(log n)

538. Vypodtéte:
n
a) unn[Vn- 1]
n -

(Navod: Ukazte, zZe 11:_"1’:\1 a = K pro kazdé redlné K.)
n+a

b) lim — Z[ , vite-1li, Ze lim x = x.
k-1 n+® n

n-w
k=4

(Navod: Ukazte, Ze x-€ < lim inf a < lim sup a < x+& pro € > 0.)
n -+ n N n
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VYESLEDKY

ROVNICE A NEROVNICE
3] ea)s; -8: sb) 5. [ 2.] <-4,0> . —"?i.—’;—w—.
S L2 R s e, . [E]as4
a=2. [ 7.]a=1, a=-1, LN R 59, & &%

Pro a4 : (%—.m) : pro a4 : (-“"TET) : Pro a = 4 nema
(-0,00 U (1,400) . [TL] (-00,1) U <3, +e0)

|

(0,—5—> U <1,+) . (=6,400) . [14.] (-c0,-1)
n)x<-ig-; lb)x(z%-; lc)xz--z-g-; d)-%sx(ig :

s x 2 28 . Ne. [i7.] Nemi FeSeni. (o0, - }-;—> v <%.m).

(3,12) . (-, 25— U (-1.1) . [Z.] (2,-239 u (5, +m

28.] (0} U <1,4c) . (0.0 .  [CEL] t-w, 3> v <0,59 .

2,9 . (——p— to0) . (g ®) . (52 .

- |
(-4, . [O90] (53 . [31] (0,+)
(-m.%—) v (—-;—-.*oo) ‘ (~00,2) V {3} V (4,+0) .
=a) (=3,2) ; =D f—é—» : mE) (~®,+%) : Bd) nemé Fedeni.

:

(-4,-1) v (-1,6) . <-1-V6,-2) U <-1+V56, +x)

(=00, =¥7> U (-1, V7> . <i;’—-m—.a) v <%Y—fai.+m

(-00,-2) U (2,+00) . (-e0,400) . [ 41.] <-1,+c0)

(~00,~4) U (-8,-3-) U (-2,-1) U (O,400) . [ 457] ma) t<-4 nebo 38 :
#b) t=-4 nebo t=8 ; ®c) -4 <t <8 . [ 44.] a<-3 nebo a21 . a>o0.
[Ca7.] (-m.£;1—> ‘ <1, 6-2V6)

(1-n_—f—-. 2> . <-2, 1> v (3} . <o, -%i) .

1+V5 1+V8
(1, —'r—) (V) (—2—

LLELELY:

w
v

i

9

VHo0) . <5 . 25, (-1,2).
1
(2-13, —-) v (2, 2+V@) . <2-V6, 2-V¥2> v (2+V56) .
-2, 8) . <-2, 1-V¥7> v <1+V7, 4> . (-1, 8)
(-4, V= > . T80T e, 2 2 U (0.4
3

(-0, -2) U (-, 3) U (3,4 . (-5} U ¢-2, -2 U <4, +0)
(-c0, -13> U <-4, -1) U {5) . (0, +o0)
<2-¥8, 1> U (5,+0) . <1, 3) v (8) . <0, +c0)

-1-V3 & re
B, V350 1—i_*,"z’—>u<1. V3.

EEEEELERY!
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LOGARITMY A MOCNINY

I:E“”%; lb)g-; mc) 5 ; md) 20 ; ..)Eg; [[727] ma) 1- 1o0g 2:

sb) - ;— + ;-loc 2 + log 3; mc) (11 - 29 log 2)r12. 73. ma) g. (a>0,a#1);
mb) 1 - -1—" , (a0,av1) ; mc) alog2 - b log 3 , (2% 3% ;
2
md) 1 + 2 log |]atb| . (a>b, a-b#1, a+b#0) : me) ——!—. (a)O.aﬂiO.n#-%);
a-b 1
1i-|log a|
af) a pro a2i, % pro 0<a<1 ; mg) 10 , (a>0, a#1) ; =mh) 10 pro a>1 , n15 >
pro 0Ka<1 . [ 75.] ma) 2 ; mb) 10 . [ 76.] ma) log a , (x>0, x#1) A
Al(a>1, y>1)v(0<y<1, 0<a<1)] ; mb) z , (a,x,y,z >0, a,x,y,z # 1) ; ®c) Lb :
x
(b>0, b#1) A [(a>1, x>1)Vv(0<x<1, 0<a<1)] . 77. ma) x.( - x-< x‘< x, :
ab) x‘( x‘( - x.( X, i mc) x‘< x‘( x - x.< Xy . ma) x>0 pro a=0 ,
2o
x = - pro a#0 ; ®b) x>0 pro a=1 ; x = ar pro a>0, a¥l ; nemid reseni
10°-1
pro as0 ; @®c) ¢ pro a,b,c>0 a a,b,c#1 ; md) x = itV ivda I;m pro a>0 , pro

1
as0 nemd Gloha fesSeni ; me) x = [a]‘ pro a>0, a1l ; @mf) x = a (a>0, a»1) .

la)a;lb)w; |c) - = ; ld)l.z; me) nema reseni ; ®8f) nemi
8 4 6

log 13 - log 31 s
fekeni . [ 80.] 4 , k<0 . [ 82.] ma) ST - E e, 8,

mc) 2 ; md) 2 ; @me) '/log.(G'szi'U) : WY "%, 4 ; B 17207, 100

-

[83] ma (2,6) ; mb) [‘V;.V. 16] . ma) {5} U (4+V/2,+x) ;

mb) (-0, -9> U (3,+x) ;mc) (0,1.2> U <4,+») ; md) (6,5 , 43> ;

-2 1 Va 4
me) (27, P v (1,27 ., ®a) (-,3) ; mb) (0, log, x ) :

mc) (-0 ,0> VU < 10373 X 100’5 > ; =ad) (-eo..lcm./'(i'rW) > v <1o¢./.(4-ﬂ).-1) "

GONIOMETRICKE FUNKCE

2 tg 1- tg

H cos X =

[87] minx =
1 + tg
2
ma) %[col(x—y) - co:(xfy)] . mb) %[con(x—y) + co.(x-fy)] :
Va8 ; 2-V8 ; 245
% 1 / V5+1
mb) 51/2—}? -.§Vz+ﬁ SVt 0% 42 ma) -

28 ¢

= 1 + tg®

mc) %[-1n(x+y) + Iin(x—y)] . [ 91.] sa) % Ve-va

N =

e V™

A s - — - EIREA R e wg o
mb) 2vie & ") : )V o ow + [ 94.] cos 2°.

®a) x = y+2kn nebo x = n-y+2kn, k€Z; ®mb) x = y+2kn nebo x = n-y+2kn,

B w
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LI

mc) I+ 2kn , keZ; md) ntzkn , kez; me) I+ 2kn, 3 n+2kn, kez;
o) X+ okn, kez; ag) - §+ 2kn, - 25 4 2kn, kez; Wh) - 5+ kn , kez.
Co7) s 55, BERIN | 42, ) 5+ 255, 5+ 2kn , kez;
so) 20c142i0n , kez; W) F 4 2kn , - Z 4 2kn , om o+ 2kn , keZ,

[98.] ma) 7+ kn , kn , keZ; ®Wb) z + kn , z + 2kn , -z + 2kn , keZ;

mo) k X, keZ; md) T+ kn, keZ; me) - z + 2kn , kez; -ngua»zun.
n = " n n A n 2
Zekn, Brkn, kez, wa) F+kn, T+ kn, kez; mm) kT, kez;
n krt 2 5 ) n !
-ui-*—‘.sni»zlm,sn-rzkn,ktz, lj)n+2kn.a+2kn,k¢z,
n E} n 5
mio mo+ 2kn , X+ 2 kn, keZ; W) 2kn , - 3 + dkn , 3 &+ dkn , keZ,

xe¥a" 2", 0 je thel spliiujici podminky cos ¢ = e

R " . NS ma) - Z + 2kn , 5 + 2kn , kez; lb)r;-+§-kn.
ES 2
Va8

kez, [ADi.] 250 kofent. [102.] a € (36n",64n") . [[103.] ma) 14V 2kn

1-Yakn , -1+¥ 2¢kne+d) ,-1-¥ 2(knti) , keZ , k20: mb) (-1)".%+ YAi ¢,

4

(-1)".—;—-- ‘4kn , keZ , kS0 ; W) kn, 7+ 2knm, kez; md) T + 2kn ,
Frneroxn, kez. [T04] %7 +%. ma) U<~ 3 nv2kn , §+ 2kn >,
’ kez
n n n n n 3 n
lb)U(szE.i'fik). mc) (xo.i)utnxo.gu).kd.xoi (0.5) takoveé,

—1+ -,
zZe =in - __é'_ﬁ_ . ma) kgz(;- +kn.g- + kn) ; ®mb) nemd fesSeni ;

uc) t—%n.-'a'-)u(o.g-)u(%n.m. [107.] ») 4 , kn , k€2, k> 0 ;

Wb) - 3+ 2kn , kez; me) 7+ kg, kez. [408.] 1, - 3. [(109.] Prvni

Bislo ju vl 4 kofeny. [111] -2, -1iVer . LVerm .

[(1127] Bud [(xzy) a (|xty|s n)] nebo [(xSy) a (|x+y|z n)].

KOMPLEXNI CISLA

ma) 1 ; ®Wb) -i ; me) -1 ; md) i ; me) -i ; ®mf) 1 pro n=4k ,

i pro n=4k+l1 , -1 pro n=4k+2 , -i pro n=4k+3 (k20 celé) ;

mg) 1 pro n=4k , -i pro n=4k+1 , -1 pro n=4k+2 , i pro n=4k+3 (k20

celé) . [I14.] ma) (0,1) ; mwb) (0,-1) : me) (15 g3 : &) ¢ -3 .23 ;
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Ic)-g——; d)Vi—g—%— . la)x=15—.y=—;—; 8b) x =6 , y= -8 ;

- 2 . -1 + iV 3

mc) x = -3, y=0; x=-56,y=-2. [118.] ma) x-= = ;

-1 - iV 3 ) o S ol VS : T I & | .
xg= T H mb) x‘ ( T . 2 T ) 3 » xa"‘ ( —z—" z ) i °
mc) vsechna realna x ; ®d) vSechna ryze imaginarni x ; ®e) vsSechna ¢isla
x tvaru a + ib ( a€R, b€R ), pro ktera plati : ( a + ——g— RN e (%).
nebo (a - o) +b%= (3", [10.] ma) 3 lcos(3 m + i sin(z m 1 ;
mb) V2 | co.(% n +1i sin(} n) 1 ; mwmc) 41 cos0+ i sin0 1 ;

n n " 3 : 3.2

ad) 21 oo-E + i -ing ]; me) cos0 + i sin0 ; af) co:(i n) + i n;n(é- n) :

mg) 32 [ cosy + i sing ] ; ®h) cosz + i sing . [[120.] ma) -4 (1 + 1)

mb) -842 : me) 2% (4 - i) ; ad) 2°.3%. (1 + iV I ) ;. e -1
(o) aey - TR VEL o FECVE 1 CHE] e o+ iV ..
2 2
: R -+ V2 = &
1-1V3 ; Ep) T (-1+i) . 5 (1 -i): me) - 1+ i),
Yz Vi ¥'e

—T(—ifi).——é——(—i—i).T(i—i); Bd) V2 ¢1+ 1), TR (-1 # 1),

YE (1 -5 . YE 11 =8 ; -a)—;_—(V's"+1) .-%(73 + i)
5 i 8

i
nf) 3, 2, 2 ;2 Tk z ;

n
mg) x = Via| (m-—g%z—'sn—fininw]. kde k=0, 1, 2, ..., N,

n
a=|al] (cosp +ising) . [123.] ma) x=2+3i, x=1-1i.
" /1+Y—IT -1+ VI7T
mb) x‘=—-a+ o R L 8 :

xa= = 8 8 5

1 . M M -1 + V17
o Wgnos odil 8 e 8 :

o E il aths - 0 s LR el PP
mc) x, 1, x, 2, X, R 3 G, R % :
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=a) x‘-U. . - I'T— ’ x.'-l '_z— »
/5+V‘fr /5+YTS_
x‘- i S » x.--i ot men "

ZKRACENE PSANI SOUCTU A SOUCINU

ma) 490 ; ®mb) -91 ; mc) 600 ; md) -833 . n"+2n .
ma) 2(2n+1) ; =mb) (11-n).'T"6 ;: ®Wc) (amtan+2b) (n-m+1)/2 pron 2 m ,
0 jinak : md) n*(n+B)(n+2).2 : me) (n-m)*[a + (bro) BP0

a
[370:] ma» [-2F*21] ;  mb) n'tne1) (nea) (ned) (me7) /16 .~

n 1 2 2"
(] ™. [@jem 1-2; em 5 [1-2],

2 9
-/ a+d an an
ac) VE.chu).[wi')“-i] o ] Vs Ve
YVermd /g8 . yfgo
-]
n Y3 __ | [I75.] wa) n(n+1)(2n+1)+6 ; mb) 3540 : me) nin-1)(2n-1).6

Ve

sd) 3 [n(nt) 2ot -ma-1) (2m-1) ] me) 3 [n(nt) @nvD) memrt) 2mrny )

pro 3% # 2° , jinak

Bf) n(n-1) (4n+1) /6. ma) [—"%'-’—11]' ;  mb) n(n+1) (n+2) (n+3) 74 ;: mc) O.
e n
-~ o e 5 r+2 J
[(377-] s~ 735 [0 1 Z[J]SJ].HGSJ-ZR
=0 k=4
0a) O] L mw o™ EBUR L ae) n(net) cznv) e

: 2

_ayn N (2n+3) 1 RAPRITRRC ) T 3 _ayn [ nintl) it . %) .

ad) (- BEWI 4 S 10" ;0 me F+ -1 (232 . T] 3] :
oy (1+-07).3 . (70 ma) 1 - o i Wb § - srmiomsy ¢ 8 Ve -1

o1 11;' [;/;‘1‘+ ¥ 1] . [T8E] way (D¥300 . L) (ne1)(me2)

4 4

n n
wa) 3. (33 (10™-1)-n); wpy AAMAVING L g, BED o ol

(q-1)*® »
n n
sc) 3 [qn.n(nfi) - A= 'rta-1)ng ] pro qsl n(n+1) (n+2) pro q=1 .
aq-1 2 2 3
(g-1)
nin-1) 2™ &
2n+3 NESS & %
[(184] ma) nv1 ; ww 2822 . [488.] a"[a) B e £
" nin+1)
[i86.] ma) 0 ; mb) O . wa) ()" . am (] ; we (nt) i
-2n* 1 g
nd) [n!] ; me) tg 2".cotg 1 ;: mf) = [az e 1] pro a#1 , 2" pro a=1 ;
2
2 4 4+ 1
la)s.n—n—.%‘—-—. la)ah;lb)Opronzl.ipron=0.
an+é 2n+4 n+3 2
aas B 2T A _él_f; ab) 2P(n2) (n+1) o
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bl | (-n-1\m ninvay) s ava
s nt 2125 ad) (n) L me) ——To ;. &0 (nh).———; m@) 1
2.3 2
" 4 2 2 313 - 4 - §
ah) 2™-1 ;. i) 2™-1 ;. e 2"™-n-3; sk é‘[i'n_ﬂ"r_ﬁé‘] . wl)
1)
MMo+2] 4 ; em) 2 sin x.[:l. - —1-] : ond tasdi™ ; Bo) ‘log.m. el |
e[ = a0
n ntl
lin[z a]sin - o L
In) e pro o« # 2kn , k € 2 , jinak 0 ;
sin -
2
- n ntl
-xn[—z- G]COI[T a]
ab) pro « # 2kn , k € 2 , jinak n ;
sin -
2
sin({no) sin(n+2) o« a 3
mc) - e pro o« # kn , k 25 sk 0
sin[g a]cos['—‘y— a+x)
ad) : pro a« # 2kn , k € 2 , jinak n.cos x ;
sin &
2
n sin « - sin(nx) .cos(ntl)x )
mne) e - pro o« # kn , k € Z , jinak 0 ;
3 Bing oz]cos % a] :in[a—g o:]sin —%—m o:]
af) ¥ Ba pro & # 2kn/3 . k € Z ,
4 =in = 4 sin “—
2 2
+
3 sin(g knjcos (%5~ kn]
R +i- proa=2kn , k62, 3¢k, jinak n .

481!’!—3

n+d & n+2

ma) 0 prog =cos « =% 1 ; 3 sin(nt1)x - g  sin(nx) - g sin «
2q cos o - q“— 1

ne*d nt+a o
jinak ; @B q cos(ntl)x q cos (no) g cos x + q

= neni-li q = cos «
g oma =g~ ~ 1

-in[g- a]cos[;- a] - cos[(zmi)a/z]sin(a/Z)
41, Jimmk n ;: @60) pro o« # 2kn,

2 sin®(a?2)

n ain[na + ;]sin(a/z) - sin‘(na/z)

k € 2, jinak 0 ; ud) pro « # 2kn, k € 2,

2 sin®(o2)
n(n+1)

Jinak 3 .

MATEMATICKA LOGIKA

ma) x € (1,+0); ®b) x € (0,1>; mc) nevyhovuje Zadné x;

md) x € (-00,0>. [[193.] Pro n tvaru 4k, 4k+1, 4k+3, kde k € 2. [[194.] Je to
vyrok pravdivy. ma) [1+1=3]=0[1+1=2]. pravdivy vyrok;

mb) [1+1=4]=-9[1>2]. pravdivy vyrok; ®mc) [Knidi trojahelnik je pravouhl)'r]=’

[5 je prvoéis.lo]. vyrok pravdivy; =md) [1(2]#[2)3]. vyrok nepravdivy;

me) [z>3]=o[1<z]. vyrok pravdivy. [ 196.] ma) vyrok je pravdivy pro sudd x;

mb) vyrok je pravdivy pro x délitelna deviti a pro x nedélitelna tfemi;
mc) vyrok je pravdivy pro vSechna cela x ; md) vyrok je pravdivy pro
x € {0} U <1,+x); me) vyrok je pravdivy pro x = 0,VZ,-VZ; uf) vyrok neni

T



®b) vyrok pravdivy pro x # 4(2k+l) ,keZ, ma) pravdivy pro kazdy
trojaghelnik, ®b) neni pravdivy pro kazZdy trojdhelnik.
ma) [4|1o11]~[1+1-2]. vyrok nepravdivy; mb) [z>a]c=o[3>4]. vyrok

pravdivy, 8c) [1.8.1910 byla -ti'-d.]c-o[z.a.wio byl étvrtpk]. vyrok pravdivy.
[(200.] ma) pravdivy pro x } -1, ®b) pravdivy pro x 2 0, mc) pravdivy pro
kazdé x, W®d) pravdivy pro kazdé x, ®e) pravdivy pro kaZdé x.

®a) neplati pro Zidny trojdhelnik, ®mb) plati pro kaZdy trojahelnik,
mc) plati pro kazdy trojGhelnik, =md) neplati pro pravoihly trojdhelnik s
prfeponou c, jinak plati. [ 202. | ma) (AVB)A(]AV]D) ab) AVB mc) Cavas
Bd) AAC]B)  me) AB. 1CIAAIBY ;. JCAATIBY: (1 (AATBY ) AC] (]AAB) ).
[E] Ra) ani tautologie, ani kontradikce, =sb) kontradikce, ®c) ani tauto-
logie, ani kontradikce. Ma) vSechna pfirozenid &isla; ab) x realna
nebo ryze imagindrni éisla, a libovolny objekt; ®mc) nezdporni realna Cisla;
Bd) x a y nenulovd redlnid Sisla; ®me) redlni &isld x » 10, uf) komplexni
gimla x,y,z takovd, Ze x™+ y*+ z® je redlné &islo rtzné od nuly,

207.] ma) [vx c &, o1)(x*- 1> 0]. v¥rok pravdivy;
) [vx« R [ane 2] [x < n). vyrok pravaivy.
o [voez)faxe 2} (<™ c = 2k]. vrok pravaivy;
s) [vacr][vne R [(atb=t)=[ta = iven 2 31]. virok pravdivy
se) [v A, A ja V)'n'ok] [v B, B je vyrok] [A — (AVD)]. vyrok pravdivy:
o [vx e2)[x jo racionilni], virok pravdivy:
w (vxec)( e = (x e R ], v¥rok nepravdivy;
s (v (a.b.c) € 8% [car0) =+ (3 x € R)cax®+ bx + c = 0], vyrok nepravdivy;
0) [V (a,a.....a) «&", a8, ...a kladni Sisla)(la+ a+...+ a >n] =
= (34 e,2,....000 > D], virok pravdivy.

206.] wa) (3 x € &, 1] [x*- 1 s o] =m [2 x « R] [V n e 2)[x 2 n)
" [@cez)fvie z)[c* e » 2k] ) (3 a e JICEREY [(a+b=1)/\(n<%)/\(b(%)]
we) (3 A A je vyrok) (3 B, B je vyrok) (1ca = (avm) ] mr) (3 x e 2] [x neni ra-
cionilni] me) [3x e c)[ix*e macx « ] mn [z ca.b.er & R"][ca # o A

2
(Vx € RM(ax + bx + ¢ # 0)] mi) [3 (a‘.a......a“) € R". n‘.a......an kladna

61-1-][[.-‘1» at...ta >n]lA(vie 1.2,....n0(a = 1)]. ano, oba
vyroky jsou pravdivé. ®a,b,c,f,g,h) ano; ad,e) ne.

ma) [v (x,y) € n'} [[(x ty =2)Ax s y)] = (x s 1)}

ab) [:lca][Vyen][(xsyw(xzz)] ) [Vyea][:xen][x > y)
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ud) [v (x,y) € R‘J l(x +y=2) = [(x > 0)Vv(y > m]J
me) [v x € a] [: (y,z) € n‘] [(x+y=2)/\(y+z=2)]
) v oy € R [+ ¥*= 20 = [(|x] s ¥8) A (|y] = va) 1)

ng) [V x € R, x)O] [V Yy € R, y(O] [(x+y=2) = (x >-—2)]

[___2E mb) Skupina mid nejvysSe jednoho &Glena. A je pravdivy pro kazdé
'p € N; B je pravdivy pouze pro p , ktera jsou délitelna Sesti, A = B je
pravdivy pouze pro p , kterd jsou délitelna Sesti; B = A je pravdivy pro
kazdé p € N.

ZOBRAZENI A EKVIVALENCE MNOZIN

M,, M, Jjsou zobrazeni, M , M, ne. b), ), f) je zobrazeni,
a), d), e neni zobrazeni .[ 218.] ma) D(f) = N , H(f) = Z ;
@b) D(f) = N-{1,2} , H(f) je mnoZina vSech prvodisel; =mc) D(f) = R ,
H(f) =2 ; ®d) D(f) = H(f) = C-{1} ; ®ma) D(f)= N-{1) , H(f)= N ;
13 5 U ¢-——,+); Wg) D(f) = <Otw) ,

3 3
H(f) = (-00.11—) ; Bh) D(f) = R-{-3) , H(f) = <0,+») ; ®i) D(f) =R ,

af) D(f) = R-{1,4) , H(f) = (~o,~

H(f) = <0,17> ; W) D(f) = R , H(f) = <1,+0) ; @k) D(f) = R , H(f) = <2,+00) ;

ml) D(f) = H(f) =R . ma) (5,7) ; mb) (1,2) ;mc) (-1,0) ;

1 1 3 1%}
ad) (Y2, V3) ; me) (= 35 s 8f) <——, 1+ —> .

Y e
[Za.zo:]ruu-<-£7'-’l—.0). [221.] ma) £ *(toh) =8 ,
£7%D) =(0, 1, 2) ; mb) £'q0O)) =(0) , £ (D) = €1, 2) ;

sal £7VC0N) = 40, 23 . £V = i8) ; ) ¥ l1eed) = 10, 8.8 ..

'@ =, THEEC] £t =B , Tl = A £ '(Ux)) = {x,-x}
pro x20 (specielnd f "({0}) = {0)) , f "({x}) =@ pro x<O0.

[224.] £ "(R) = R U {x€C ~ (AyeR) (x=iy)} . [ 225.] ma) f ‘(1)) = @ ,
£7%A) = <4,%0) ; ®Wb) £ *({1)) =8 , £ *(A) =8 ; mc) £i(1)) =9 ,

£A) = <-V2, V2> ; wmd) £ '({1)) = (0,2} , £YA) = <1-V2, O) v (2, 1+V8> ;

me) £ (1)) = (1) , £ A =98 ; mf) £ ({1)) = {0} , £ “(A) = <——g—. 0 ;
-y - 1 3

-a) f ({1)) = (0. 1> .f (A) = <"—2—'. 0) v (1. —z—> -
o 2 -4 =N 2

oh) £ = (-2, 4, A = <1, -2 U e, B>

” ~-1 g S5 5 -1 = S5 1 1
mi) £ (1)) = V13, V18 ) , £ (A = ( 58, W5 > v < FVg5 .gv;';) ;

i) £ 1 =0y , £ A = <103g(2—7§). log_(2+¥8)> - (0} .

Zobrazeni f : ma) je prosté, ale neni ”"na”; mb) neni ani prosté ani
"na”; M®c) je prosté i ”na”; md) neni ani prosté ani ”na”; ®e) neni prosté,
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prosté i "na”. Necht f: A + B je zobrazeni. Potom nidsledujici pod-
minky jmou ekvivalentni: a) f je bijektivni ; b) pro kaZdé yeB ma vzor
£"'({y)) privé jeden prvek: c) pro kaidé yeB existuje privé jedno x€A

tak, Ze f(x) = y (tj. rovnice f(x) =y mid priavé jedno Feseni).

®ma) f neni ani prosté ani "na” ; mb) f je prosté, neni “na” :

mc) f neni prosté, je "na” ; md) f je prosté, neni "na” ; me) f je prosté i
"na” ; mf) f je prosté, neni "na” ; mg) f je prosté i "na” ; mh) f je
prosté, neni "na”, ma) D(f ") = <-4, +0) , £ (x) =3 + Varx ;

mb) DI ") = <-4, +0) , £ '(x) =3 - Va¥x; mc) DAf %) =R, £ %(x) = —— pro

x>0, £ %x) = x pro xs0 ; ®md) D(f %) = {x ~ (IneN) (x = n*+n+1) ) :

1-V 1-4x*®

£ % x) = —;—W«-a -1 ; se prh = <o, .1_‘,_:. . Y

3y 2x i
B = 2
x& (0, %—> . £ =0 ; ar) DY) = <-—;e.m o 2 8¢) - 2 '2; . .

mg) DY) =0, 70 =1 ; SR DCL YY) =R, £'x) = x - 1 pro xa1 ,

rl00 = X221 pro x<1 ; #D) DOLTY) = (~0,00 U (1,40 , £ i0x) =1 4 1
pro x<0 , £ *(x) = % PPe 106 ; BN ML ) =B . £ %) = x -4 pro
x€Q , £ %(x) =x+1 pro xe R-a . [232.] ma) f+g neni definovino,

g*f = { (0,2), (1,2), (2,2) } ; ®Wb) feg = { (0,1), (1,1), (2,2), (3,3) )} .,
g'f =Id, ; ®c) feg = { (0,3), (1,2), (2,1), (3,0) } , gef = fog ;

ad) feg = { (0,0), (1,0), (2,0), (3,1), (4,2) ) -
gf = ( (0,4), (1,4), (2,4), (3,4), (4,4) )} ; me) (feg)(x) = 1 - 4x ,
(gef)(x) =3 -~ 4x ; Wf) feg =g , gef =g ; mg) fog : R + R, (feg)(x) -lxl’

g°f : <0,+) + <0,00) , (g+f)(x) = x ; ®Wh) feg : R —(%) “Bos g Bl

3Ix - | 2-x

(feg)(x) = ey M X€ (-00,-1> VU ‘T'+°°) y (feg)(x) =y pro
NEC(=1, “B=d ; (EBIIN) = B oo XD (B (R) = . Drw %CO

AR g 2x+1 v 2x-3 =

x®-x
@i) feg = {( (0,0) } , gef : (R) » R , (gef)(x) =
x*- x + 1

Ma) Navod: Mia-1li A n prvkd , A = {n‘. a., .o a“). s £ ie
prosté, pak !'(a‘). f(a-). R f(a") Jsou navzijem rGzné, takZe H(f) = A ;
mb) Navod: Je-1li A = {a‘. a s sees an) » Pak, mi-1li byt H(f) = A , musi byt
prvky f(a‘). f(n.). o hinty f(an) navzajem rizné. EE Pro neN polozZme:

f(n) = n+1; g(n) =n-1 pro n> , g(1) = 1. Potom f Je prosté, ale

neni na N, g jena N, ale neni prosté. Nivod: Je-1i

B = (b‘. b.. s oty b“) a B = (b; ’ b; S S b;} y PFi €emz B N B'= 9 ,
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ukazZte, Ze m = n a ze B = B’. | 236.] Navod: Zvolte b‘EA libovolné a
polozte b.= f(b‘). b.= f(bt). atd. Protoze A ma jen konecné mnoho prvki,

existuji i, j, kde i<j , tak, zZe bl = bJ ., Ukazte, Ze potom bt. b“‘....,

b_, Je cyklus. Nivod: Postupujte obdobné jako ve cv. 236. UZitim
toho, Z2e f je prosté, dokazZte, Zze i =1 a tedy b‘ lezi v cyklu.

_ Nivod: Predpokladejte, Ze f neni prosté a dojdéte ke onru (viz cv.
236) . Navod: cv. 233, 234, 237. PUES £ uxn) Wiy 1,

Nivod: Podle cv. 239 mOZeme psat A jako sjednoceni cykld , reknéme

jako A = B‘ v 8. U Bx . Ma-l1li B‘ n prvka, B. n, prvké, ... Bk
n_ prvkd , pak stadi poloZzit n=n_. n. ... . n_ . [[242.] ptkaz piimo z
definice; priklad: 1A B WA I 81", a2y 15°8,"%y
i) =" x ¢1, gix) = x'=1 PpOX® 0, 8510 "9, 'l 243, 'l Viz 242.

OPERACE SE SYSTEMY MNOZIN
ma) (0} ; Wb) < 3.1) : me) <1,2> : md) @ : me) (0.1) : mf) (-w.1);
mg) (-1,0) ; ®Wh) R : mi) @& . ma) (-00,0> : mb) <-1,1> ; mc) <-1,1).

ma) 8 ; mb) <0,2> ; mc) & ; md) R . ma) R ; mb) R .
ma) {(0) ; mb) @& . <1,+00) . o, (0,1) .

_ _ . 1 1
[Z66.] Napé. A ={(meN| mzn) . [260.] Napi. {¢ % . 1 - 2>}

= 1 1
Napr. {( B )}niﬂ .

OMEZENOST MNOZIN, INFIMUM, SUPREMUM

@ ma) Omezeni shora, neomezena zdola ; mb) omezenid zdola, neomezena
shora ; Bc) omezena ; Bd) omezena ; Be) omezena zdola, neomezena shora ;
Bf) neomezena shora ani zdola ; mg) omezenia zdola, neomezena shora ;

mh) omezena ; Bi) neomezena shora ani zdola ; ®j) omezena zdola, neomezena

shora ; ®k) omezena zdola, neomezena shora ; #81) omezena ; Em) neomezena

shora, omezena zdola ; ®n) omezenid . | 273.) ®ma),b),c),e) omezenid , md),f)

- ‘_—'—‘ - - -

neomezena . L_274. | M‘C Ma . M‘ je omezena , M. neni omezena . 4

M, omezend , M, neomezena . 276. )| ma) horni zdvory: <-1+ — , 4o ),
4]

dolni zavory: (- ,-1- 2 > ; ®mb) horni zavory: <1,+m), dolni zavory: (-c,0).

| 277.] < - _2% o Heoa Y, Pro nekonecny pocet mnozin tvrzeni neplati.
Neplyne. Opacéna implikace neplati. Ano.
supCSsupA-rsupB.

VLASTNOSTI POSLOUPNOSTI

[289.]| 291.]| Obracena implikace neplati, viz posloupnost 1,2,1,2,1,...
(pro k=2). ma) ostfe rostouci; ®mb) ostrfe klesajici: ®c) ostre

rostouci; md) ostre klesajici; me) neni monotonni: a e pro n<100,
n+ n
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#g) ostfe rostouci; ®h) pro k liché ostfe klesajici, pro k sudé ostife ro-
stouci; ®i) ostfe rostouci; ®j) neni monotonni; mk) neni monotonni ;

®1) neni monotonni: n‘<a.<n.. a <a Pro n23 ; Em) neni monotonni:

n+d n

n‘<n'; a“ﬂ<n“ pro n22 ; @&n) je klesajici, neni ostfe klesajici; mo) je

klesmajici, je-1li c€(0,2>; neni monotonni, je-1i >2 (klesa PrFi n2 [cl]) ;
®p) osmtfe rostouci; ®r) ostife klesjici. a >0, q>1 : ostife rostouci;

.‘>o. 0<qg<1 : ostre klesajici.; a‘<0. qQ>1 : ostfe klesajici; a‘<0. 0<qg<1
ostfe rostouci; a‘ﬁo. g<0 : neni monotonni; -‘-o. q libovolné nebo a li-
bovolné, q=1 : konstantni; a‘>0. q=0 : klesajici; .‘<o. q=0: rostouci.
(a ) je ostfe rostouci pfi c>0 , ostfe klesajici pfi <0 , kon-

stantni (tj. rostouci i klesajici) pfi c=0. ma) c<d ; mb) c>d .
Pro p>-3 je poxloupnost ostfe rostouci; pro p = -3 je rostouci

(n—-1) (n+4)
2

Sa) Pfi a>2 je posloupnoxt ostie rostouci : pfi a =2 je konstant-

(neoxtfe); pro p<-3 npeni monotonni. 301. "= 30 +
ni, pri a‘(z Je ostre klesajici; ®mb) ostife rostouci ; Bc) ostfe rostouci ;
md) pfi -‘)Vi':' je ostfe klesajici ; pfFi n‘-Vt':‘ je konstantni ; pfi n‘<Y¢?

2 o
neni monotonni. ®a) napf. a = n , b = -n : @mb) napF. a=n,

2 o 1
b"- -n ; #c) napr. a=n, b“= (-1)"- 2n . Ne: napr. A % b“ = E
®Sa)rostouci ; @b) rostouci ; ®c) klesajici . Bez uvedeného predpo-
kladu a) neplati (prF, a = ——'1'— ) . b) plati pro k lichia a neplati pro k
sudd , ©) neplati (pf. a = 2n-9 ) . 308.| ma) napr, a = 1 - . % :

n n zh

®b) kterakoliv konstantn{ posloupnost; Bc) takova posloup-
nost neexistuje . V pfipadech a), d), ), h) . Ano. NapF,
z posloupnoosti an- n lze vybrat posloupnosti &p By B T 2% ... s
S, B, B, 18, 17, ... » 6, 9, 13, 18, 24, ... ; 10, 14, 19, B R e .

@ Nivod: dokazZte nejprve, Ze ke kaZdému neN existuje meN tak, Ze pro
viechna k>m je ak>n s

sa) (v ](an][v mn)(aen] : wm EERILEN! (2 mn) [a, e H)
") [Ya <R (resp. O[3 1) (¥ n,) (@ mon) [a,e H] . [315.] Pouze a) je ek-

vivalentni. [314.] Ekvivalentni tvrzeni jsou a),c).d). [(3237] Bud' neexistu-
Je limita, nebo je rovna +o . [324.] Bud' limita neexistuje, nebo je rovna O.

[[825.] MfZe existovat lim (a + b ) resp. lim (ab) . [ 326.] Ano.
Ano. [332.] Napf. ma) a=nl ; @b a=nti; mo) a=7h,

[334.] NapF. ma) a =n! ; #b) a=(-0™n! ; Bc) a=1mt ; md) a=2" .
n n n n
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LiMLITY KACIONALNICH A IRACIONALNICH FUNKCI

+o . [ 337.] -eo . VCJje lim P(n) = ; VR je lim P (n) =
+ o (kdyZz koeficient u nejvétsi mocniny > 0), nebo -o (kdyZ koeficient u
nejvitEi mocniny < 0) . ma) V R limita neexistuje, v C je to o

W) o . [340.] ma) 2/3; wb) Z- . [F4i.] ma) +w ; mWb) 5 ; me) O .
®a) 0 ; ®b) 4. [ 343.] KdyZ k < ¢, je limita 0; kdyi k = £ je

"limita = p = (koeficient u n* v polynomu Pk 7 koeficient u nt v polynomu Qt) :
kdyZ k > £ je limita v & rovna © a limita v R Je rovna +o0 resp.-o (znaménko

u nekoneéna je stejné jako znaménko p). [ 344.] i3° . 320" |

2’ . [Ee] #Y . [E]s® . (@86 12 . [BE5] L.
®a) limita neexistuje ; mb) 1.2 . 49 . 1

1. [(386.] ma) limita neexistuje ; @mb) 1.2 . 16,9 .

st 13 2.3 .
+oo.-m.@-oo.+oopro rép , = pro r=p.
®a) 40 ; @mb) +eo. ma) 0 pro rp , 4 pro r=p , 0 pro r<p ;

1
) tw >3-, 6 pro r=-F- ,0 pro r<-E . [Fe7] ¥ .[368.] - .

ELLL

[360.] #a) +o ; #b) 1; me) 0. [370.]- 3 [F7] 1. [372] - -
@ Ba) 400 ; mWb) -0 ; ®mc) O . Sa) +oo ; mb) - ; meg) —;— :

8d) +oo . ®a) 1 ; ®b) 0 ; mc) +0 ; ABd) ?’ ; ®me) neexistuje ;

af) 0 . @—f— @0 pro k<7 , 1 pro k=7,

b 1 2
to pro 7. [F7.] 23> . [ 3. [Fe0] -3-. [Fe1] &
[e2] 5. [3985.] - & . [384] ma) +o ; ww) - 23— . [F86.] - -

k
2 (k-1)V2
2k

SEVRENE POSLOUPNOSTI

2 A%c-1)"

[(396.] ma) :oo-, ®b) 1 ; ®c) +eo ; ®d) 1. [7399.] Napi. ma) a_ —
R e - =

o) a=2 [rl‘_i"-’an-a¢z]V[(%inan a€z)A(an)

(Yn>n)ta >a)] [401.] wa) +w ; mb) 0 ; mc) 0. [402.] wa) O ;
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Wb) 0 ; ®c) 1 ; ®d) 0; me) 1pror <2, Opror >2 ; (jen pro zaj{ma-
vost, pro r = 2 je limita n4 .) umf) 1, 403. | ma) 0 ; ®mb) +» pro « > 1,
iprox=1, Oprox<1; mc) 0; md) O0; me) - ; =f) +c0 ; mg) O .
ma) 1 ; ®b) limita neexistuje . 0 pro |a|<i1 , 1 pro |a|>1
—;— pro a=1 , pro a=-1 nemi smysl . 0 pro |a|#1 , —;— pro
a=1 , neexistuje pro a=-1. 1 pro |a|>1 , -1 pro O<|a|<1 ,

3
0 pro |a|=1 , pro a=o0 nemi smysl. 1 pro |a|>1, —— pro |a|<1,

%— pro a=1 , neexistuje pro a=-1, +0 pro ad1 , —g— pro a=1,
-g—pro |aj<1 , neexistuje pro as-1 . [411.] +o pro ad>™L , -1 pro a=1,

-3 pro |a] <1 , pro a=-1 nema smysl, pro a<-1 neexistuje.

[412] a pro |a|>1 . -3a pro O¢jaj<i1, -1 pro a=1, 1 pro a=-1 ,
1 1 i
pro a=0 nemi smysl. [ 413.] - —— . [414.] =~ Pro |ap>|b| , —— pro
1 1-b
laj<|p] v+ 45— pro a=b#0 , pro a=-b nemi smysl. [[a15.] —  pro

max(a,b)<1 , +0 pro a>b a adX , 0 pro a<b a b>1 y 1 pro a=b .,
—i—;—:— pro max(a,b)<i1 , 0 pro a<b a b>» , pro azb a adl
neexistuje. [ 417.| x = -6 , x = 4 , x =1 , 0 pro b<i,
—i—i-.— pro b=1 a a<1, +0w pro az1 . 6. [[483.] 0. W
[423.] 1 . [424.) —;—— . [425.] 4o pro Ja|>1, 1 pro |a|]=1, O pro

|laj<1 . to pro a>1 ., 1 pro a=1, O pro |a|<1, -1 pro a=-1,
-0 pro a<-1 . o pro a>1i , 1 pro a=1, 0 pro |a|<1i, pro

as-1 neexistuje. viz 427, —;— pro |a|>1 , 0 pro |a|=1,
-1 pro 0<lal<1
’
pro a=0 nema smysl. 40 pro a>i , 1 pro a=1, 0 pro laj<1 ,
neexistuje pro as-1 . @ 2 pro |a|>1, O pro |a|j<1, -5 pro a=1,
pro a=-1 neexistuje. @ ma) smign(a) ; mb) 1 ; mc) 1 ; ud) 1 ;
®e) max{a.,a,...,a) . [434.] 0. [436.) ma) 3 ; umbp) -V3 .
@ ®a) O pro |a|] £ 1, +c pro a > 1, limita neexistuje pro a < -1:

mb) =stejné jako v prikladu a) ®mc) 0 .

BOLZANOVA-CAUCHYOVA PODMINKA

[’ e o] [V "o] [’ gt "0] [’ s N] ['arwp- ale= 5] Ekviva-

lentni tvrzeni jsou d), ), g). ®a) libovolné x ; mb) libovolné x
®c) x € (-1,1> .

LIMITY POSLOUPNOSTI ZADANYCH REKURENTNE

{ 447.] Bud' je rovna 5 nebo +® nebo -o nebo neexistuje; ma) 5 ; mb) +o ;

mc) - ; ®8d) neexistuje, ®me) neexistuje . Bud' je rovna -1 nebo -4
nebo ml' g ®a) 400 ; ®b) -1 ; ®c) -4 ; ad) -1 ; me) -4 ;
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of) -1 . | 450.] Bud je rovna 2 nebo +x» nebo -
Ba) -0 ; ®b) 4 ; ®c) 2. [4581.] 1 -V 1i-c pro 0K cs1, +x pro cdi.

[482.] 5 (1 + Vivdc) . 3 - Y94 o occc2, 2 pro

c=2, +o pro o2 . [454.] Vo . g 3

PODILOVE A ODMOCNINOVE KRITERIUM

| 458.| ma) 0 ; ®mb) O; ®c) +» proa >1, Opro |a] 1, proa < -1
neexistuje ; ®d) 0 ; me) + 0 ; mf) O ; mg) vizc) ; mh) 0 ; mi) viz a) ;

mi) 0 . Bud' leZi v intervalu <-1,1> , nebo neexistuje.

STOLZOV A CAUCHYOV VZOREC

ma) 273 ; @mb) 1 ; mc) 0 ; md) 16-15 ; me) 1/(p+l) ; af) 1.2 ;

mg) 2°/(p+1) ; wh) 1 ; W) 1; mj) +eo . [461.]a . [462.] b .

[#65.] a2 . [@65.] x . [466.] (at)2 . [467.] a . [(468.] ma) +w
n n

mb) 1 . Napf. x = (-1)"+ 3 . [471.] mb) Nap¥. x_ = (-1)"+ 3 .

CISLO e; LIMITY S OBECNOU MOCNINOU A LOGARITMEM

[475.] 2,71828... [476.] 1 . [479.] ma) +o ;: sp) 0. [48i.] e .
8
(W8] 5- . [@5]«". [@ale . [@85] Ve . [@5] - .

e
) - < T . T T i aie 00 5 00 o .
v‘_..1.1.1.1,
[(®7] 5 - [#98.] 3. an—;z—. [BN] «+ . [EEET .
[(B05.] vv. [B6a]s. [B06]e". [B06]e". [B05] in2 .
[510.] in2 . 511, 1nz-—:-. [Ts_a_,T‘%lnz. [B137] ma) +oo ;

) 0. [Bid] z-+1nz . [Bi5]o . [Bi6] o . [BI7] -1 + bnl.

LIMES SUPERIOR, LIMES INFERIOR A HROMADNE HODNOTY

ma) lim sup a_ =1 , lim inf & =-1; @ lim sup a_ = + o ,
11:_'&1;111' a“ = -1 ;: @S0c) lig*gup an = 400 , 11:..2',": ah =0 ; mnd lig_’:up an- 35
lixﬂion!‘ a“ = -1/2 ; Be) lig’gup .n =2 , lir-n&‘;nf ah =1 ; ®f) li.:*gup .n -
lixﬂi’nf e 0 ; Bg) li'-”:up an = ligﬂionf - 1 li=*gup an =

lix.’:';nf . - 1i/2 ; ®i) li'-”gup "y - 4 , lig’gnf S 2; 8j) 11:_.=up . ™
273 , li=*£nf an =90 : 8K lig*zup an = % 5 li.:“ionf a“ w =y s

ml) lig_’gup ", - 172 , li=“i°nf oW =172 ; Em) li'-”gup M a% .

85



1£=’£nf - - ‘Lﬂ- -1 pro |a|] > 1 ; 11=_.:up a = to , 11=’£nf 8= v pew
C¢Cax% s 1i=_’=wan-li=_'£nf-“=+oo pro -1 s a < 0 ; 11=’=upan-0.

lig’gnfn“--i pro a =1 ; ®8n) 11=_’=up.n-1- iln 2 , lig_.intan--lnz;
mo) lig’zupnn-c. 11=_.‘l’nfan-c-1n3; mp) 11:_’3@-"-. ’

lim inf a = 1/ ; ®q) lim sup a_ = e . lim inf a =1 . Limita
neexistuje, nebo je rovna 5. lima = -o . Neplyne.

V a) ani v b) obrdcend implikace neplati. Napf. pro posloup-

(_n-r]iﬂ J=sou viechny nerovnosti ostré. Ne-

nn
nosti nn- sin - s bn 2in

plati. sa) {0, # min . 7 min - S sinla21 } : am) (0

proq =1 ; proq > 1 {co-(k D -comtk-1Z | K = 1.....[(q+z)/4]} U

{-m(k P -sineDE | k = 1.....[(q+2)/4]} ; me) <0,1> wmd) (-1,0.1) ;
1123211234843 211¢2
Nea) (0.1) . @ N.Df- m.lﬂllpm.t i.s.s.i—.-‘-,;.igig5.5.8,8,8-,3-,3-.7.7,...
1

Napf. a = Vi - [Vd) . [B37.] Nap¥. a = [n]“" ika?
[638.] wma) +0 ; mb) x .
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