
Matematická analýza I
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Seznam použitých symbol̊u

∈ symbol pro př́ıslušnost prvku k množině

∩, ∪ pr̊unik, resp. sjednoceńı množin

⊂ podmnožina

∃ existenčńı kvantifikátor

∀ obecný kvantifikátor∑
součet∏
součin

N množina přirozených č́ısel {1, 2, 3, . . .}
Z množina celých č́ısel

Q množina racionálńıch č́ısel

R množina reálných č́ısel

R rozš́ı̌rená množina reálných č́ısel

C množina komplexńıch č́ısel

C rozš́ı̌rená množina komplexńıch č́ısel

n̂ množina č́ısel {1, 2, . . . , n}, kde n je přirozené č́ıslo

∅ prázdná množina

[x] celá část č́ısla x

nsd největš́ı společný dělitel

:=, =: rovnost definuj́ıćı nový objekt

⇒ implikace

⇔ ekvivalence
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3.1 Základńı pojmy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
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3.6 Bolzanovo-Cauchyovo kritérium konvergence . . . . . . . . . . . . . . . . 57
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Kapitola 1

Úvod

1.1 Množiny

Pojem množina hraje d̊uležitou roli v každé oblasti moderńı matematiky. Ačkoliv se zdá

jednoduché a přirozené definovat množinu jako souhrn objekt̊u, vede zcela svobodné a

bezuzdné použ́ıváńı této definice k r̊uzným podivným situaćım, tzv. paradox̊um. Z toho

d̊uvodu ponecháme tento pojem nedefinovaný (stejně tak je tomu v geometrii s pojmy

bod a př́ımka) a budeme množiny popisovat jednoduše jejich vlastnostmi. V přednášce

z matematické analýzy budeme použ́ıvat hlavně č́ısla z konkrétńıch ”malých”množin (jako

jsou reálná a komplexńı č́ısla) a vyhneme se konstruováńı ”velkých”množin, které mohou

vést ke zmı́něným problémům.

Množiny budeme označovat zpravidla pomoćı ṕısmen velké abecedy: A,B,C, . . . , Y, Z

a pod., a prvky, nazývané též elementy množin, budeme značit většinou malými ṕısmeny

latinské i řecké abecedy: a, b, . . . ,m, n, . . . , x, y, . . . α, β, γ, . . . ψ, ξ, . . . , ω.1

Skutečnost, že množina M obsahuje prvek x, se označ́ı pomoćı symbolu ∈ (což je

stylizované řecké ṕısmeno ε - epśılon); x ∈M čteme ”x (je) prvkem M”.

Množina s prvky 1, 37 a 55 se zaṕı̌se {1, 37, 55}. Zápisy {37, 55, 1} a {1, 37, 1, 55, 55, 1}
1Řecká abeceda neboli alfabeta je souhrnný název 24 znak̊u řecké abecedy. V Řecku se j́ı začalo

už́ıvat v 9.-8. stol. před n.l., asi 300 let po pádu mykénské civilizace. Podle Hérodota zavedl v Řecku
alfabetu Kadmos, který ji prý převzal od Foińıčan̊u. Semitský p̊uvod alfabety se dnes pokládá za
nesporný. V semitských ṕısmech se však vyznačuj́ı jen souhlásky; jen Aramejci použ́ıvali v některých
př́ıpadech souhláskových znak̊u pro označeńı samohlásek. Řekové tuto praxi přejali a už́ıvali soustavně a
d̊usledně jako znak̊u pro samohlásky některých ṕısmen semitských, která byla pro řečtinu nadbytečná. V
Řecku p̊uvodně neexistovala jednotná alfabeta. Tyto rozd́ıly časem zanikaly a postupně byla přej́ımána
alfabeta, j́ıž se p̊uvodně už́ıvalo v Iónii. Tento vývoj byl uzavřen na konci 5. st. př.n.l. Jednotlivé znaky
měly pak tento význam:
α = a[lfa], β = b[eta], γ = g[ama], δ = d[elta], ε = e[pśılon], ζ = z[éta], η = é[ta], ϑ = th[éta], ι = i[óta],
κ = k[apa], λ = l[ambda], µ = m[ý], ν = n[ý], ξ = ks[́ı], o = o[mı́kron], π = p[́ı], ρ = r[hó], σ = s[́ıgma],
τ = t[au], υ = ý[psilon], ϕ = f[́ı], χ = ch[́ı], ψ = ps[́ı], ω = ó[mega].
Kromě malých ṕısmen řecké abecedy budeme použ́ıvat i některá velká ṕısmena: Γ = gama, ∆ = delta,
Θ = théta, Λ = lambda, Ξ = kśı, Π = ṕı, Σ = śıgma, Φ = f́ı, Ψ = pśı, Ω = ómega.
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znamenaj́ı všechny totéž, tedy v́ıcenásobný výskyt téhož prvku se ignoruje, týž prvek se

nemůže v jedné množině vyskytnout dvakrát. Tři tečky v zápisu množiny {2, 4, 6, 8, . . . }
znamenaj́ı ovšem ”a dále podobně, podle stejné zákonitosti”, t.j. v uvedeném př́ıpadě jde

o množinu všech sudých přirozených č́ısel. Př́ıslušná zákonitost by ovšem měla být na

prvńı pohled patrná.

Složitěǰśı a zaj́ımavěǰśı množiny se zpravidla tvoř́ı výběrem prvk̊u již známé množiny

pomoćı nějakého pravidla. Množinu všech druhých mocnin přirozených č́ısel bychom

mohli zapsat např́ıklad

{n2 | n ∈ N} nebo také {n ∈ N | (∃k ∈ N)(k2 = n)} .

Obecně budeme množiny všech prvk̊u x ∈M , pro které je pravdivá výroková forma A(x),

zapisovat ve tvaru {x ∈M | A(x)}. V př́ıpadě, že M znač́ı množinu všech x, která lze do

výrokové formy dosazovat, budeme použ́ıvat i značeńı {x | A(x)}.
Dvě množiny A a B jsou stejné, zapsáno A = B, když A a B maj́ı stejné prvky.

Množina A se nazývá podmnožina množiny B, zapsáno A ⊂ B, když každý prvek množiny

A je obsažen v množině B. Zřejmě A = B, když současně plat́ı A ⊂ B a B ⊂ A. Když

A ⊂ B a A 6= B, nazýváme A vlastńı podmnožinou množiny B. Důležitá je množina

neobsahuj́ıćı žádný prvek. Taková množina existuje pouze jedna a je zvykem ji značit ∅
a nazývat prázdná množina. Prázdná množina je podmnožinou každé množiny.

Ted’ ještě připomeneme běžně použ́ıvané operace s množinami a jejich vlastnosti:

Když A a B jsou dvě množiny, definujeme

• sjednoceńı A ∪B množin A a B

A ∪B = {x | x ∈ A nebo x ∈ B};

• pr̊unik A ∩B množin A a B

A ∩B = {x | x ∈ A a x ∈ B};

• rozd́ıl A\B množin A a B

A\B = {x | x ∈ A a x /∈ B}.

Množiny A a B nazývame disjunktńı, když A ∩ B = ∅. Zvětšené symboly
⋃

a
⋂

se

použ́ıvaj́ı podobně jako symboly
∑

a
∏

. Jsou-li tedy A1, . . . , An množiny, můžeme jejich

sjednoceńı napsat
n⋃
i=1

Ai
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a podobně pro pr̊unik. Uvědomme si, že tento zápis je možný jen d́ıky tomu, že operace

sjednoceńı a pr̊uniku množin jsou asociativńı. Jinými slovy, že pro každou trojici množin

A,B,C plat́ı

A ∩ (B ∩ C) = (A ∩B) ∩ C a A ∪ (B ∪ C) = (A ∪B) ∪ C.

V d̊usledku toho nezáviśı na zp̊usobu ”uzávorkováńı”sjednoceńı tř́ı, a obecně n, množin.

Operace ∪ a ∩ jsou ovšem i komutativńı, neboli splňuj́ı vztahy

A ∩B = B ∩ A a A ∪B = B ∪ A .

Komutativita a asociativita operaćı je ještě doplněná jejich distributivitou:

A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C) a A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C).

Důkazy zmı́něných vztah̊u jsou pouze jednoduchým použit́ım definic a distributivity lo-

gických spojek ”a”, ”nebo”. Ilustrujme to na posledńı rovnosti.

x ∈ A ∪ (B ∩ C)⇐⇒ x ∈ A nebo x ∈ B ∩ C ⇐⇒ x ∈ A nebo (x ∈ B a x ∈ C)⇐⇒

⇐⇒ x ∈ A ∪B a x ∈ A ∪ C ⇐⇒ x ∈ (A ∪B) ∩ (A ∪ C).

Mnohem názorněǰśı je d̊ukaz pomoćı Vennova diagramu pro př́ıslušné tři množiny.

1.2 Relace

Jestliže x a y jsou prvky (nějakých množin), zavedeme symbol (x, y) pro uspořádanou

dvojici prvk̊u x a y. Definujeme:

(x, y) = (z, t), právě když x = z a y = t.

A zcela analogicky definujeme i uspořádanou n-tici prvk̊u x1, x2, . . . , xn, již označujeme

(x1, x2, . . . , xn).

Definice 1.2.1. Necht’ A a B jsou množiny. Symbolem A×B označujeme množinu všech

uspořádaných dvojic tvaru (x, y), kde x ∈ A a y ∈ B. Formálně zapsáno

A×B = { (x, y) | x ∈ A, y ∈ B }.

A×B se nazývá kartézský součin množin A a B.
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Název ”kartézský součin”pocháźı z geometrické interpretace (a p̊uvodně tedy jména

Descartes2): Když např. A = B = R, potom A× B můžeme interpretovat jako všechny

body roviny, a v tomto př́ıpadě x a y jsou kartézské souřadnice bodu (x, y). Kartézský

součin A× A někdy zapisujeme jako mocninu, t.j. A2, a podobně A3 = A× A× A atd.

Definice 1.2.2. Relace mezi množinami A a B je libovolná podmnožina R kartézského

součinu A× B. Je-li A = B, mluv́ıme o relaci na A. Nálež́ı-li dvojice (x, y) relaci R, t.j.

(x, y) ∈ R, ř́ıkáme také, že x a y jsou v relaci R, a zapisujeme též xRy.

Př́ıklad 1.2.3. Množinu všech podmnožin množiny A označ́ıme P(A). Této množině se

také ř́ıká potenčńı množina, proto ṕısmeno P v označeńı. Na P(A) zavedeme relaci R1

takto

XR1Y ⇐⇒ X ⊂ Y.

Př́ıklad 1.2.4. Řekneme, že př́ımky p a q v rovině jsou v relaci R2, když p a q jsou

rovnoběžné.

Př́ıklad 1.2.5. Řekneme, že př́ımky p a q v rovině jsou v relaci R3, když p a q jsou na

sebe kolmé.

Př́ıklad 1.2.6. Na množině student̊u FJFI zavedeme relaci podle data jejich narozeńı.

Řekneme, že dva studenti jsou v relaci R4, jestliže maj́ı narozeniny ve stejný den.

Př́ıklad 1.2.7. Na množině N definujeme relaci mR5n, když m děĺı n.

Jak vid́ıme, relace v sobě může zahrnovat vztahy mezi r̊uznými objekty. Mezi nejd̊u-

ležitěǰśı relace použ́ıvané v matematice patř́ı relace ekvivalence a uspořádáńı.

Definice 1.2.8. Řekneme, že relace R na množině M je ekvivalence, když má následuj́ıćı

tři vlastnosti

• pro každé x ∈M plat́ı xRx (reflexivita)

• kdykoliv xRy, pak i yRx (symetrie)

• ze vztah̊u xRy a yRz plyne xRz (tranzitivita)

Pod́ıvejme se, které relace z př́ıklad̊u 1.2.3 - 1.2.7 jsou ekvivalence. Snadno nahlédneme,

že

– relace R1 neńı ekvivalenćı, protože neńı symetrická, je ale tranzitivńı a reflexivńı;

– relace R2 je ekvivalenćı;

2René Descartes nebo Cartesius (1596-1650), významný francouzský filozof a matematik, zakladatel
analytické geometrie
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– relace R3 neńı ekvivalenćı, protože neńı ani reflexivńı ani tranzitivńı, je ale symetrická;

– relace R4 je ekvivalenćı;

– relace R5 neńı ekvivalenćı, protože neńı symetrická, je ale tranzitvńı a reflexivńı.

Pojem ekvivalence je zastřešuj́ıćı pojem pro všechny pojmy vyjadřuj́ıćı stejnost, po-

dobnost, izomorfii. Relace ekvivalence se zpravidla znač́ı znaky ≡,∼,≈,= a podobně.

Necht’R je ekvivalence na množině M a x libovolný prvek M . Označme R[x] množinu

všech prvk̊u y, které jsou ekvivalentńı s x.R[x] se nazývá tř́ıda ekvivalence určená prvkem

x. Plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı:

Pro každé dva prvky x, y množiny M bud’R[x] = R[y], nebo R[x] ∩R[y] = ∅.

To umožňuje napsat množinu M jako sjednoceńı disjunktńıch tř́ıd ekvivalence. Např.

množinu všech student̊u FJFI lze rozdělit podle ekvivalence R4 do disjunktńıch množin

takto: ti, co slav́ı narozeniny 1.ledna by byli v jedné tř́ıdě, ti, co slav́ı 2. ledna v daľśı,

atd.

Jiným d̊uležitým typem relace je uspořádáńı, obvykle značené symbolem ≤ nebo �.

Definice 1.2.9. Relace ≤ na množině M se nazývá uspořádáńı, když má následuj́ıćı tři

vlastnosti:

• pro každé x ∈M plat́ı x ≤ x (reflexivita)

• jestliže x ≤ y a y ≤ x, pak x = y (antisymetrie)

• jestliže x ≤ y a y ≤ z, pak x ≤ z (tranzitivita)

Mezi relacemi z př́ıklad̊u 1.2.3-1.2.7 pouze R1 a R5 jsou uspořádáńı. Při uspořádnáńı na

N podle dělitelnosti snadno najdeme dvojici prvk̊u, např. 3 a 5, že ani 3 neńı v relaci s 5,

ani 5 neńı v relaci s 3. Podobná situace nastane i při R1. Pod́ıvejme se na jiné uspořádáńı

na množině N, a to uspořádáńı přirozených č́ısel podle velikosti. Při tomto uspořádáńı

pro každý pár m,n ∈ N plat́ı m ≤ n nebo n ≤ m. Takové uspořádáńı nazýváme úplným.

1.3 Zobrazeńı

Definice 1.3.1. Zobrazeńı množiny A do množiny B je relace f ⊂ A × B, splňuj́ıćı

dodatečnou podmı́nku, že pro každý prvek x ∈ A existuje jediný prvek y ∈ B tak, že

xfy. To, že f je zobrazeńı množiny A do množiny B, zapisujeme

f : A 7→ B .
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Pro zobrazeńı se ovšem nepouž́ıvá značeńı zavedeného pro relace. Je-li f ⊂ A × B

relaćı, která je zobrazeńım, f(x) označuje to jediné y ∈ B, pro něž xfy. Ř́ıkáme, že prvku

x je přǐrazen prvek y = f(x); y nazýváme též hodnota zobrazeńı f v bodě x nebo obraz

prvku x při zobrazeńı f . Prvku x ř́ıkáme vzor prvku y při zobrazeńı f .3 Množina A se

nazývá definičńı obor zobrazeńı f a také znač́ı Df . Množina obraz̊u při zobrazeńı f se

nazývá obor hodnot zobrazeńı f a znač́ı Hf . Obor hodnot lze také formálně zapsat

Hf = { y ∈ B | ∃x ∈ A, y = f(x) } .

Ř́ıkáme, že dvě zobrazeńı f : A 7→ B a g : A 7→ B se rovnaj́ı, zapsáno f = g, když

f(x) = g(x) pro každé x ∈ A. Rovnat se tedy mohou jenom zobrazeńı se stejným de-

finičńım oborem A.

V matematické analýze budeme pracovat se zobrazeńımi, kde obrazy i vzory bu-

dou reálná č́ısla. Takovým zobrazeńım se ř́ıká funkce. Funkce budou nejčastěji zadávané

předpisem, jak k č́ıslu x určit jeho obraz, č́ıslo y. Např.

y =

√
x− 1

x− 2
.

Nevymeźıme-li hodnoty x, kterým předpis má přǐradit obraz, budeme automaticky za

přirozený definičńı obor považovat všechna x, pro která má použit́ı předpisu smysl. V na-

šem př́ıpadě je Df = 〈1, 2) ∪ (2,+∞). Někdy se lze setkat i se zápisem zobrazeńı

f : (A) 7→ B .

Uzávorkováńı množiny A znamená, že předpis pro výpočet f(x) nemuśı mı́t smysl pro

všechny prvky z A. V tomto př́ıpadě je nutné naj́ıt přirozený definičńı obor Df ⊂ A.

Předpis pro zadáńı zobrazeńı může mı́t i tvar

”x přǐrad’ y tak, aby platilo y5 + y = x2 ”

nebo

”č́ıslu x přǐrad’ č́ıslo 1, když v deśıtkovém zápisu č́ısla x se za desetinnou tečkou od

nějakého mı́sta vyskytuje 100 po sobě jdoućıch nul, v opačném př́ıpadě přǐrad’ č́ıslu x

č́ıslo 0”.

Těžko ř́ıct, zda někdo ze smrtelńık̊u v́ı, co toto pravidlo přǐrad́ı č́ıslu π. Nicméně i

3Označeńı x pro vzor, resp. pro neznámou v rovnici pocháźı ze španělského ṕısmene x, které se četlo
jako š, a byla to zkratka arabského slova šaj (věc). Právě aritmetika se do středověké Evropy dostala
prostřednictv́ım arabských učenc̊u.
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tento předpis definuje zobrazeńı 4.

Předt́ım než zavedeme daľśı užitečné pojmy, definujeme dvě zobrazeńı, na kterých budou

tyto pojmy ilustrovány:

Př́ıklad 1.3.2.

f1(x) =
√
x, f2(x) =

√
|x|.

Přirozeným definičńım oborem Df1 je interval 〈0,+∞), kdežto Df2 = R.

• Zobrazeńı h : M ∩ A 7→ B je zúžeńım zobrazeńı f : A 7→ B na množinu M ,

když f(x) = g(x) pro každé x ∈M ∩ A. Symbolicky zapisujeme h = f/M .

Pro funkce z př́ıkladu 1.3.2 plat́ı f1 = f2/〈0,+∞).

• Obraz množiny M při zobrazeńı f : A 7→ B je množina

f(M) = { y ∈ B | (∃x ∈M) (y = f(x)) },

což lze taky zapsat f(M) = { f(x) |x ∈M}.

Obor hodnot tedy neńı nic jiného, než obraz definičńıho oboru při zobrazeńı f , tj.

Hf = f(Df ).

Je-li množina M = (−2,−1〉, pak f1(M) = ∅ a f2(M) = 〈1,
√

2).

• Vzor množiny M při zobrazeńı f : A 7→ B je

f−1(M) = {x ∈ A |(∃y ∈M) (y = f(x)) },

což lze taky zapsat f−1(M) = {x ∈ A |f(x) ∈M }.

Pro M = (2, 3) je f−11 (M) = (4, 9) a f−12 (M) = (−9,−4) ∪ (4, 9).

Definice 1.3.3. Jsou-li f : A 7→ B, g : B 7→ C zobrazeńı, potom můžeme definovat

nové zobrazeńı h : A 7→ C předpisem h(x) = g(f(x)). Toto zobrazeńı se nazývá složeńı

zobrazeńı g a f a znač́ı se g ◦ f . Plat́ı tedy

(
g ◦ f

)
(x) = g(f(x)).

4Pojem funkce je základńım pojmem matematické analýzy. Trvalo dlouho, než se dospělo k dnešńımu
chápáńı funkce (jakožto speciálńıho typu relace); např́ıklad v době, kdy byl objeven diferenciálńı počet,
musela být ”poctivá”funkce vyjádřena nějakou formuĺı jako např. f(x) =

√
sin(x/π). To, že reálná

funkce může přǐrazovat každému č́ıslu nějaké zcela libovolné č́ıslo, je celkem moderńı vynález.
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Uvažujme zobrazeńı f, g : R 7→ R daná předpisy

f(x) = sin x a g(x) = x2.

Složeńı (f ◦ g)(x) = sin(x2) a (g ◦ f)(x) = (sinx)2 jsou dvě r̊uzná zobrazeńı, např́ıklad

proto, že obor hodnot f ◦g je interval 〈−1, 1〉, zat́ımco obor hodnot g◦f je pouze interval

〈0, 1〉. Tento př́ıklad ukazuje, že obecně

g ◦ f 6= f ◦ g.

Skládáńı zobrazeńı tedy neńı komutativńı. Snadno se však přesvědč́ıme, že je asociativńı,

t.j.

f ◦ (g ◦ h) = (f ◦ g) ◦ h

pro každá tři zobrazeńı s definičńımi obory umožňuj́ıćımi toto skládáńı.

Definice 1.3.4. (Důležité druhy zobrazeńı) Zobrazeńı f : A 7→ B nazýváme

• injektivńı (neboli prosté) zobrazeńı, jestliže pro každou dvojici r̊uzných proměnných

x, y ∈ A je f(x) 6= f(y),

• surjektivńı zobrazeńı (neboli zobrazeńı na B), jestliže pro každé y ∈ B existuje

x ∈ A splňuj́ıćı f(x) = y,

• bijektivńı (neboli vzájemně jednoznačné) zobrazeńı, jestliže f je injektivńı a surjek-

tivńı.

Tyto pojmy lze přeformulovat i jiným zp̊usobem. Např. zobrazeńı f je prosté, jestliže

vzor každé jednoprvkové množiny {b} ⊂ B je nanejvýš jednoprvková množina.

Zobrazeńı f je zobrazeńı na B, pokud vzor každé jednoprvkové množiny {b} ⊂ B je

alespoň jednoprvková množina, nebo ještě jinak, pokud Hf = B.

Zobrazeńı množiny A do stejné množiny A, které prvku x přǐrazuje sama sebe, nazývá-

me identické zobrazeńı na množině A, nebo identita na A a znač́ıme IdA. Identita je

zřejmě zobrazeńı, které je bijektivńı.

IdA : A 7→ A, IdA(x) = x.

Definice 1.3.5. Je-li f : A 7→ B prosté zobrazeńı, pak každému prvku x z oboru hodnot

Hf lze přǐradit právě jedno y z množiny A tak, že x = f(y). Takto źıskané zobrazeńı

nazýváme inverzńı zobrazeńı k zobrazeńı f .
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Jak už bylo řečeno, při prostém zobrazeńı f je vzorem jednoprvkové množiny {x} ⊂
Hf opět jednoprvková množina f−1({x}). A právě inverzńı zobrazeńı přǐrazuje prvku

x ∈ Hf jediný prvek y ∈ f−1({x}). Proto je zvykem značit obraz při inverzńım zobrazeńı

jako y = f−1(x), aniž by docházelo k omyl̊um.

Vlastnosti inverzńıho zobrazeńı:

Df−1 = Hf , Hf−1 = Df .

f−1 ◦ f = IdDf , f ◦ f−1 = IdHf .

1.4 Ekvivalence množin

Definice 1.4.1. Řekneme, že množina A je ekvivalentńı s množinou B, když existuje

prosté zobrazeńı množiny A na množinu B. Symbolicky zapisujeme A ∼ B.

Poznamenejme, že relace ∼ mezi množinami má skutečně vlastnosti ekvivalence 1.2.8.

1. A ∼ A, protože za bijektivńı zobrazeńı f : A 7→ A stač́ı vźıt f = IdA.

2. Když A ∼ B, pak B ∼ A, nebot’ je-li f : A 7→ B bijektivńı, je také f−1 : B 7→ A

bijekce.

3. A ∼ B a B ∼ C implikuje A ∼ C, jelikož složeńım dvou bijekćı f : A 7→ B a

g : B 7→ C dostaneme bijekci g ◦ f : A 7→ C.

O ekvivalentńıch množinách ř́ıkáme, že maj́ı stejnou mohutnost5.

Definice 1.4.2. Řekneme, že množina A je

• konečná, když A = ∅ nebo existuje n ∈ N takové, že A ∼ n̂,

• spočetná, když A je ekvivalentńı s N,

• nespočetná, když neńı konečná ani spočetná.

Poznámka. K neprázdné konečné množině A je č́ıslo n přǐrazené jednoznačně, nazýváme

je počet prvk̊u množiny A.

5Otázku existence vzájemně jednoznačného zobrazeńı mezi množinami začal jako prvńı zkoumat
německý matematik Georg Cantor (1845-1918), který je zakladatelem moderńı teorie množin.
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Poznámka. Bijekce f přǐrad́ı prvk̊um spočetné množiny A postupně všechna přirozená

č́ısla. Ř́ıkáme proto, že prvky spočetné množiny lze oč́ıslovat všemi přirozenými č́ısly.

Spočetnou množinu A často zapisujeme ve tvaru A = {a1, a2, a3, . . .}.

Poznámka. Nejvýše spočetná se nazývá množina, která je konečná nebo spočetná. Mno-

žina, která neńı konečná, se nazývá nekonečná.

Př́ıklad 1.4.3. Ukážeme, že N ∼ Z. Stač́ı ověřit, že následuj́ıćı zobrazeńı je bijekce mezi

N a Z.

f(n) =

{
n
2
, pro n sudé

−n−1
2
, pro n liché

Věta 1.4.4. Každá nekonečná podmnožina množiny přirozených č́ısel je spočetná.

D̊ukaz. Necht’ B ⊂ N, B nekonečná. Definujme:

f(1) = minB, f(2) = min
(
B − {f(1)}

)
, f(3) = min

(
B − {f(1), f(2)}

)
, atd.

Protože B je nekonečná, lze f(n) definovat pro každé n. Připomeňme, že využ́ıváme pod-

statně tzv. principu dobrého uspořádáńı množiny N, který ř́ıká, že každá neprázdná

podmožina množiny N má minimum. Snadno ověř́ıme, že f je bijekce f : N 7→ B.

Důsledek 1.4.5. Každá nekonečná podmnožina spočetné množiny je spočetná.

D̊ukaz. Necht’ A je spočetná množina a C jej́ı nekonečná podmnožina. Uvažujme bijekci

f : A 7→ N. Obraz nekonečné množiny C při prostém zobrazeńı f je zase nekonečná

množina f(C) ⊂ N. Podle předchoźı věty je f(C) ∼ N. Protože zúžeńı f/C je bijekce

mezi množinou C a f(C) je C ∼ f(C) ∼ N.

Př́ıklad 1.4.6. Množina přirozených č́ısel dělitelných č́ıslem 2 a 3 a už žádným jiným

prvoč́ıslem má tvar M = {2k3j | k, j ∈ N}. Tato množina je nekonečnou podmnožinou

množiny přirozených č́ısel, a proto

M = {2k3j | k, j ∈ N} ∼ N.

Věta 1.4.7. 1. N× N ∼ N, 2. Q ∼ N.

D̊ukaz. 1. Stač́ı ověřit, že zobrazeńı f : N × N 7→ {2k3j | k, j ∈ N} dané předpisem

f(k, j) = 2k3j je bijektivńı, a využ́ıt předchoźı př́ıklad 1.4.6.

2. Každý prvek z Q má jednoznačné vyjádřeńı ve tvaru p
q
, kde p ∈ Z, q ∈ N a č́ısla p, q

jsou nesoudělná. Přǐrazeńı

f

(
p

q

)
=

{
(2p+ 1, q) pro p ≥ 0

(2|p|, q) pro p < 0
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zobrazuje prostě množinu Q na nekonečnou podmnožinu f(Q) spočetné množiny N×N.

Podle d̊usledku 1.4.5 je f(Q) spočetná. Protože je zobrazeńı f prosté, je f(Q) ∼ Q.

Věta 1.4.8. Sjednoceńı spočetné a nejvýše spočetné množiny je množina spočetná.

D̊ukaz. Necht’ A = {a1, a2, a3, . . .} a B = {b1, b2, b3, . . .} jsou obě spočetné množiny.

1. Nejdř́ıve ukážeme, že sjednoceńı dvou spočetných disjunktńıch množin je spočetné.

Když A a B jsou disjunktńı, tj. A ∩B = ∅, pak zobrazeńı

f(n) =

{
an

2
pro n sudé

bn+1
2

pro n liché

je bijekćı mezi A ∪B a N.

2. Když A ∩ B 6= ∅, využijeme toho, že A ∪ B lze zapsat jako sjednoceńı disjunktńıch

množin A ∪ (B −A). V př́ıpadě, že B −A je nekonečná, je spočetná, a tedy podle bodu

1. je sjednoceńı spočetné.

V př́ıpadě, že B−A je konečná neprázdná, tj. B−A = {c1, c2, . . . , ck} pro nějaké přirozené

k, definujeme bijekci mezi N a A ∪B takto:

f(n) =

{
cn pro n ≤ k

an−k pro n > k.

Př́ıpad A−B = ∅, tj. A ∪B = B, je triviálńı.

Důkaz věty v př́ıpadě, kdy je A spočetná a B konečná je analogíı předchoźıho.

Následuj́ıćı věta ukazuje, že ani sjednoceńım spočetně mnoha spočetných množin ne-

dostaneme jinou množinu, než spočetnou.

Věta 1.4.9. Necht’ pro každé i ∈ N je Ai spočetná množina. Pak sjednoceńı
⋃
i∈NAi je

spočetná množina.

D̊ukaz. Protože množiny Ai jsou spočetné pro každé i ∈ N, lze libovolnou množinu Ai

zapsat jako

Ai = {a(i)1 , a
(i)
2 , a

(i)
3 , . . .}.

Př́ıslušnost prvku x ke sjednoceńı
⋃
i∈NAi znamená, že k x existuje pár index̊u i, j ∈ N

tak, že x = a
(i)
j . Takových pár̊u i, j může existovat k jednomu x i v́ıce (dokonce i nekonečně

mnoho), protože množiny, které uvažujeme pro sjednoceńı, nemuśı být disjunktńı. Defi-

nujme zobrazeńı

x 7→ f(x) = min{2i3j | x = a
(i)
j }.

Pro definici f(x) jsme opět využili princip dobrého uspořádáńı. Snadno se přesvědč́ıme,

že definované f je bijekce mezi sjednoceńım a spočetnou množinou {2i3j | i, j ∈ N}.
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Nyńı ukážeme, že ne všechny nekonečné množiny jsou spočetné.

Věta 1.4.10. Množina všech zobrazeńı množiny N do dvouprvkové množiny {0, 1} je

nespočetná.

D̊ukaz. (sporem) Předpokládejme, že množina F zmı́něných zobrazeńı je spočetná, je

tedy tvaru F = {f1, f2, f3, . . . }. Zkoumejme zobrazeńı g definované předpisem

g(n) = 1− fn(n) pro každé n ∈ N.

Protože g : N 7→ {0, 1}, je g ∈ F , současně ale g se nerovná žádnému prvku fn z množiny

F (protože g a fn maj́ı r̊uzné funkčńı hodnoty v bodě n), což je ve sporu.

Poznámka. Zcela obdobným trikem (nazývaným Cantorovo diagonálńı schéma) lze uká-

zat, že interval (0, 1) je nespočetný. Představme si každé č́ıslo x ∈ (0, 1) zapsané v de-

śıtkovém rozvoji, jako x = 0.x1x2x3 . . ., kde xi jsou č́ıslice od 0 do 9. Je-li x racionálńı,

mohou být všechny č́ıslice xi od jistého indexu i nulové. Kdyby prvky intervalu (0, 1)

bylo možné oč́ıslovat přirozenými č́ısly, pak

(0, 1) = {x(i) | i ∈ N, x(i) = 0.x
(i)
1 x

(i)
2 x

(i)
3 . . .}.

Č́ıslo y = 0.y1y2y3 . . . definované předpisem

yi =

{
1, když x

(i)
i 6= 1

2, když x
(i)
i = 1

se nemůže rovnat žádnému z č́ısel x(i) a přitom patř́ı do intervalu (0, 1), opět spor.

Následuj́ıćı věta ukazuje, že ubráńım ani přidáńım spočetné množiny neovlivńıme

mohutnost nespočetné množiny.

Věta 1.4.11. Necht’ A je nespočetná a B spočetná množina. Pak

(A ∪B) ∼ A a (A−B) ∼ A

Nejdř́ıve si dokážeme pomocné tvrzeńı:

Lemma 1.4.12. Každá nekonečná množina obsahuje spočetnou podmnožinu.

D̊ukaz lemmatu. Necht’ C je nekonečná množina. Spočetnou množiny D = {d1, d2, d3 . . .}
konstruujeme takto: prvek d1 vybereme libovolně z C, d2 vybereme libovolně z množiny

C − {d1}, obecně prvek dn vybereme libovolně z množiny C − {d1, d2, . . . , dn−1}. Neko-

nečnost množiny C zaručuje, že výběr dn lze provést pro každé přirozené n.
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D̊ukaz věty. Necht’ C je spočetná podmnožina A. Protože A ∪ B = A ∪ (B − A)

budeme uvažovat bez újmy na obecnosti sjednoceńı dvou disjunktńıch množin A∪(B−A).

Množina (B−A) je nejvýše spočetná. Sjednoceńı spočetné a nejvýše spočetné množiny C

a (B−A) je opět spočetné (podle věty 1.4.8), a proto existuje bijekce g : C 7→ C∪(B−A).

Nyńı stač́ı definovat zobrazeńı f : A 7→ (A ∪B) takto:

f(x) =

{
x, když x ∈ A− C
g(x), když x ∈ C.

Snadno ověř́ıme, že f je bijektivńı zobrazeńı.

Pro d̊ukaz druhé části věty si nejdř́ıve uvědomı́me, že A−B je nespočetná množina.

Kdyby totiž A − B byla spočetná nebo konečná, pak sjednoceńı (A − B) ∪ B = A ∪ B
by bylo spočetné - spor s už dokázaným tvrzeńım. Ted’ už stač́ı aplikovat prvńı část věty

na nespočetnou množinu A − B a spočetnou množinu B. Dostáváme A ∼ (A ∪ B) =

(A−B) ∪B ∼ (A−B). �

Daľśı dvě poznámky této kapitoly uvád́ıme jen pro zaj́ımavost.

Poznámka. Komplexńı č́ıslo, které je kořenem nenulového polynomu s racionálńımi koe-

ficienty, se nazývá algebraické č́ıslo.

Př́ıkladem algebraického č́ısla je
√

2. Lze ukázat, že množina algebraických č́ısel A
je spočetná. Stač́ı si uvědomit, že polynomů stupně ≤ n je spočetně mnoho, a každý

z nich má maximálně n kořen̊u. Tedy množina An algebraických č́ısel, které jsou kořeny

polynomů stupně ≤ n, je spočetná. Protože A =
⋃
n∈NAn, je množina algebraických č́ısel

spočetná.

To ale znamená, že (R − A) ∼ R. Tedy podařilo se nám celkem bezpracně dokázat,

že existuj́ı reálná č́ısla, která nejsou kořeny žádného polynomu, a dokonce jsme dokázali,

že podstatná část reálných č́ısel neńı algebraická.

Poznámka. Zkusme odpovědět na otázku, jak ”velká”může být množina. Potřebujeme

k tomu daľśı definici. Řekneme, že A � B, když existuje prosté zobrazeńı f : A 7→ B;

jinými slovy A � B, když A je ekvivalentńı s nějakou podmnožinou B. Můžeme tedy

ř́ıkat, že ”B má alepsoň tolik prvk̊u co A”. Relace � splňuje tyto následuj́ıćı vlastnosti:

1. A � A pro každou množinu A.

2. Když A � B a B � C, pak A � C.

3. Když A � B a B � A, pak A ∼ B.

Důkaz (1) a (2) je jednoduchý. Tvrzeńı (3) je známé pod názvem Schröderova-Bernsteinova

věta.

Cantor ukázal, že potenčńı množina P(A) množiny A má vždycky v́ıce element̊u než A.
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Formálně:

Pro libovolnou množinu A plat́ı A � P(A) a A � P(A).

Důkaz neńı složitý. Když A = ∅, pak je tvrzeńı zřejmé. Předpokládejme proto, že A 6= ∅.
Definujme f : A 7→ P(A) předpisem f(x) = {x} pro každé x ∈ A. Vid́ıme, že f je prosté.

Proto A � P(A).

Předpokládejme nyńı, že A ∼ P(A). Existuje tedy bijekce g : A 7→ P(A). Uvažujme

podmnožinu B množiny A definovanou B = {x ∈ A | x /∈ g(x)}. Protože g je ”na”,

existuje a ∈ A takové, že g(a) = B. Takové a splňuje podmı́nku a ∈ B ⇔ a /∈ B, což je

spor.

Slavná hypotéza kontinua ř́ıká, že neexistuje množina A taková, aby N � A � R
a současně N � A, R � A. Bylo dokázáno, že tato hypotéza je ”nezávislá”na obvyklých

axiomech teorie množin. Existuj́ı modely množin, kde hypotéza kontinua plat́ı a modely,

kde neplat́ı.
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Kapitola 2

Č́ıselné množiny

2.1 Množina reálných č́ısel

Nejd̊uležitěǰśı množinou matematické analýzy je množina reálných č́ısel R. I když neńı

naš́ım ćılem podat podrobný popis axiomatické výstavby reálných č́ısel, je d̊uležité si

uvědomit, které axiomy charakterizuj́ı reálná č́ısla. Jsou to axiomy tělesa, axiomy uspořá-

dáńı a axiom úplnosti. V terminologii algebry je množina R jediným úplným uspořádaným

tělesem. Tento název pocháźı z axiomatických základ̊u reálných č́ısel, jak si je ted’ uve-

deme.

Reálná č́ısla jsou prvky neprázdné množiny R spolu se dvěma operacemi + a . množiny

R× R do R nazývanými sč́ıtáńı a násobeńı, které splňuj́ı následuj́ıćı axiomy:

Axiomy tělesa

Ṕısmena x, y a z označuj́ı libovolná reálná č́ısla, pokud neńı řečeno jinak.

Axiom 1. x+ y = y + x a xy = yx (komutativńı zákon).

Axiom 2. x+ (y + z) = (x+ y) + z a (xy)z = x(yz) (asociativńı zákon).

Axiom 3. x(y + z) = xy + xz (distributivńı zákon).

Axiom 4. Existuje prvek 0 ∈ R takový, že x+ 0 = x pro každé x ∈ R.

Axiom 5. Pro každé x ∈ R existuje prvek v R (označovaný jako −x) takový, že

x+ (−x) = 0.

Axiom 6. Existuje prvek 1 ∈ R r̊uzný od 0 takový, že 1.x = x pro každé x ∈ R.

Axiom 7. Pro každé x 6=0 existuje prvek v R (označovaný jako x−1) takový, že xx−1 =1.
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Z těchto axiomů lze ukázat, že nulový prvek z Axiomu 4 je určen jednoznačně. Jedno-

značně je daný i opačný prvek −x z Axiomu 5. Stejně tak jednoznačně je určen i inverzńı

prvek x−1. Z axiomů tělesa lze snadno odvodit známé vlastnosti reálných č́ısel, např.

0.x = 0, −(−x) = x, (−x)(−y) = xy, (x−1)−1 = x atp., viz dodatek k této kaptiole.

Kromě požadavku, aby R bylo těleso, chceme, aby R bylo uspořádané těleso. To zna-

mená, že na R je definovaná relace uspořádáńı ≤ splňuj́ıćı následuj́ıćı axiomy:

Axiomy uspořádáńı

Axiom 8. Pro každé x, y ∈ R plat́ı bud’ x ≤ y nebo y ≤ x.

Axiom 9. Když x ≤ y, pak x+ z ≤ y + z pro každé z ∈ R.

Axiom 10. Když x ≤ y a 0 ≤ z, pak xz ≤ yz.

Zápisy x ≥ y a y ≤ x považujeme za stejné. Č́ıslo x splňuj́ıćı x ≤ 0, x 6= 0, nazýváme

záporným a znač́ıme x < 0. Podobně č́ıslo x ≥ 0, x 6= 0, nazýváme kladným a zapisujeme

x > 0. Lze ukázat (viz dodatek), že při uspořádáńı na R, které vyhovuje axiomům 8-10,

už např. nutně plat́ı 0 < 1.

Definujme obvyklým zp̊usobem absolutńı hodnotu reálného č́ısla.

|a| =

{
a pro a ≥ 0

−a pro a < 0.

Snadno se užit́ım Axiomů 1-10 dokáže, že absolutńı hodnota č́ısla je nezáporná, a že

jedině 0 má absolutńı hodnotu rovnou 0. Rovněž budeme využ́ıvat, že

• |ab| = |a|.|b| pro všechna a, b ∈ R,

• |a+ b| ≤ |a|+ |b| pro všechna a, b ∈ R - tzv. trojúhelńıková nerovnost.

Č́ıslo |a− b| geometricky představuje vzdálenost mezi č́ısly a a b.

Než se dostaneme k posledńımu axiomu reálných č́ısel, potřebujeme několik definic.

Definice 2.1.1. Řekneme, že množina A ⊂ R je omezená shora, když

(∃K ∈ R)(∀x ∈ A)(x ≤ K).

Každé takové K nazýváme horńı závora množiny A, množinu všech horńıch závor

množiny A znač́ıme A∗.
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Když množina A neńı shora omezená, je A∗ = ∅. Když ale A∗ obsahuje nějaké reálné

č́ıslo K, pak obsahuje i každé K ′ > K, proto je pro shora omezenou množinu A množina

horńıch závor A∗ nekonečná.

Definice 2.1.2. Necht’ A ⊂ R. Řekneme, že č́ıslo a ∈ A je maximem množiny A (znač́ıme

a = maxA), když

(∀x ∈ A)(x ≤ a).

Definice 2.1.3. Řekneme, že množina A ⊂ R je omezená zdola, když

(∃H ∈ R)(∀x ∈ A)(H ≤ x).

Každé takové H nazýváme dolńı závora množiny A, množinu všech dolńıch závor

množiny A znač́ıme A∗.

Je-li množina A omezená zdola, je množina dolńıch závor A∗ nekonečná, protože

K ∈ A∗ implikuje K ′ ∈ A∗ pro každé K ′ < K.

Definice 2.1.4. Řekneme, že množina A ⊂ R je omezená, když je omezená zdola i

shora.

Definice 2.1.5. Necht’ A ⊂ R. Řekneme, že č́ıslo a ∈ A je minimem množiny A (znač́ıme

a = minA), když

(∀x ∈ A)(a ≤ x).

Ekvivalentně lze maxA, resp. minA definovat jako horńı, resp. dolńı závoru množiny A,

která patř́ı do A.

Poznámka. K množině A ⊂ R definujeme opačnou množinu −A = {−x | x ∈ A}.
Když K je horńı závorou A, tj. x ≤ K pro všechna x ∈ A, je −x ≥ −K, a proto −K je

dolńı závorou opačné množiny −A. Plat́ı

−A∗ = (−A)∗ a − A∗ = (−A)∗.

Má-li množina B minimum, resp. maximum, má opačná množina −B maximum, resp.

minimum, přičemž plat́ı minB = −max(−B), resp. maxB = −min(−B).

Axiom 11. (axiom úplnosti) Pro každou neprázdnou shora omezenou množinu plat́ı,

že množina jej́ıch horńıch závor má minimum.

Nebo jinými slovy: mezi horńımi závorami shora omezené neprázdné množiny A exis-

tuje takové β = minA∗, že žádné č́ıslo menš́ı než β nemůže už být horńı závorou dané

množiny.
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Toto č́ıslo β nazýváme supremem množiny A a znač́ıme supA.

Zaṕı̌seme ted’ symbolicky, jaké vlastnosti má supremum β pro shora omezenou ne-

prázdnou množinu.

Vlastnosti suprema β:

1. (∀x ∈ A)(x ≤ β) tj. β je horńı závorou

2. (∀β′ ∈ R, β′ < β)(∃x ∈ A)(β′ < x) tj. nic menš́ıho už neńı horńı závorou

Jak už bylo řečeno, prvek a ∈ A je maximem množiny, když je a horńı závora množiny

A. Menš́ı horńı závora už nemůže existovat. Proto plat́ı

Věta 2.1.6. Má-li množina A maximum, pak maxA = supA.

Samozřejmě očekáváme podobné vlastnosti i pro množiny zdola omezené. Daľśı axiom

už ale přidávat nemuśıme.

Věta 2.1.7. Necht’ A je neprázdná zdola omezená množina. Pak množina dolńıch závor

A∗ má maximum.

D̊ukaz. Množina −A je omezená shora, podle Axiomu 11 existuje min(−A)∗. Podle

poznámky za definićı 2.1.5 existuje maximum opačné množiny −(−A)∗ a plat́ı

−min(−A)∗ = max
(
−(−A)∗

)
= max(A∗).

Věta tedy zaručuje existenci největš́ı dolńı závory neprázdné zdola omezené množiny.

Toto č́ıslo nazýváme infimum množiny A a znač́ıme inf A. Napǐsme opět v matema-

tických symbolech, co znamená, že α = inf A.

Vlastnosti infima α:

1. (∀x ∈ A)(α ≤ x) tj. α je dolńı závorou

2. (∀α′ ∈ R, α′ > α)(∃x ∈ A)(x < α′) tj. nic větš́ıho už neńı dolńı závorou

Následuj́ıćı věty ukazuj́ı, jaké závažné d̊usledky má Axiom úplnosti. Jedná se o vlast-

nosti reálých č́ısel, které běžně použ́ıváme, aniž bychom si uvědomovali odkud plynou.

Věta 2.1.8. Množina přirozených č́ısel N neńı omezená shora.
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D̊ukaz. (sporem) Předpokládejme, že množina horńıch závor množiny N je neprázdná.

Z axiomu úplnosti existuje s=supN. Z druhé vlastnosti supréma plyne, že existuje n ∈ N
takové, že s− 1 < n ≤ s. Z axiomu 9 dostaneme, že s < n+ 1, přičemž n+ 1 ∈ N - spor

s prvńı vlastnosti supréma.

Věta 2.1.9. Mezi každými dvěma r̊uznými reálnými č́ısly lež́ı nějaké racionálńı č́ıslo.

D̊ukaz. Je snadné nahlédnout, že tvrzeńı stač́ı dokázat pro kladná č́ısla. Necht’ a, b ∈ R,

tedy splňuj́ı 0 < a < b.

Uvažujme č́ıslo K = max{ 1
b−a ,

1
b
}. Protože N je neomezená shora, najdeme q ∈ N

takové, že q > K. Zřejmě 0 < 1
q
< b− a a 1 < bq. Položme A = {n ∈ N |n < bq}. Protože

1 ∈ A, je množina A neprázdná, nav́ıc je konečná. Označme p = maxA, to znamená

p ∈ A a p+ 1 /∈ A. Abychom dokončili d̊ukaz, ukážeme, že plat́ı a < p
q
< b. Z konstrukce

hned plyne p
q
< b. Na druhé straně, protože b ≤ p+1

q
, muśı platit

a = b− (b− a) <
p+ 1

q
− 1

q
=
p

q
.

Věta 2.1.10. Necht’ a ∈ R a n ∈ N, n ≥ 2.

1. Pro a ≥ 0 a n sudé existuje jediné b ≥ 0 takové, že bn = a.

2. Pro a ∈ R a n liché existuje jediné b ∈ R takové, že bn = a.

Č́ıslo b se nazývá n-tá odmocnina z č́ısla a, je zvykem je značit n
√
a nebo a

1
n .

D̊ukaz. Ukážeme obě tvrzeńı pro a ≥ 0, doplnit zbytek je pak už jednoduché.

Nejdř́ıve ukážeme jednoznačnost b. Když a = 0, pak zřejmě muśı být b = 0. Proto

uvažujeme a > 0. Předpokládejme, že b1 > 0 a b2 > 0 splňuj́ı bn1 = bn2 = a. Pak

0 = bn1 − bn2 = (b1 − b2)
n−1∑
k=0

bk1b
n−1−k
2 ,

a protože
∑n−1

k=0 b
k
1b
n−1−k
2 > 0, je nutně b1 − b2 = 0, tedy b1 = b2.

Pro d̊ukaz existence b budeme nejdř́ıve diskutovat př́ıpad a ≥ 1. Definujme množinu

S = {s ≥ 0 | sn ≤ a}. Tato množina je neprázdná, např. 1 ∈ S. Když y > a, pak

yn > an ≥ a. Č́ıslo větš́ı než a proto nepatř́ı do S, a tedy a je horńı závorou množiny S.

Definujme b = supS. Že takto definované b splňuje rovnost bn = a, ukážeme vyloučeńım

př́ıpad̊u bn > a a bn < a.
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Předpokládejme, že by nastal př́ıpad bn < a. Z binomické věty dostaneme pro libovolné

k ∈ N (
b+

1

k

)n
=

n∑
i=0

(
n

i

)
bn−i

1

ki
= bn +

n∑
i=1

(
n

i

)
bn−i

1

ki
≤ bn +

r

k
, (2.1)

kde r =
∑n

i=1

(
n
i

)
bn−i ≥ 0. Protože podle věty 2.1.8 množina N neńı omezená shora,

najdeme k ∈ N tak, že k ≥ r/(a − bn). Pro takové k pak z nerovnosti 2.1 plyne vztah(
b+ 1

k

)n ≤ bn + (a− bn) = a, což implikuje b+ 1
k
∈ S - spor s t́ım, že b = supS.

Kdyby bn > a, byla by situace podobná. Jako v předchoźım př́ıpadě použijeme binomickou

větu a dostaneme (
b− 1

k

)n
≥ bn − t

k
(2.2)

pro nějaké t ≥ 0. Opět nalezneme dostatečně velké k ∈ N tak, aby t
k
< bn − a. Z nerov-

nosti 2.2 dostaneme
(
b− 1

k

)n
> a. Podle druhé vlastnosti suprema existuje s ∈ S tak, že

b− 1
k
< s, což dává sn >

(
b− 1

k

)n
> a, opět spor. Proto nevyhnutelně bn = a.

Když 1 > a > 0, je 1
a
> 1 a podle už dokázaného nalezneme č́ıslo c tak, aby cn = 1

a
.

Hledané b je pak rovno 1
c
.

Rozš́ı̌reńı množiny reálných č́ısel.

K množině R přidáme dva nové objekty +∞ a −∞, tj. −∞ 6= +∞ a −∞,+∞ /∈ R.

Označme R = R ∪ {−∞,+∞}. Rozš́ı̌ŕıme relaci uspořádáńı na R takto:

1) −∞ < +∞
2) (∀x ∈ R)(−∞ < x < +∞).

Snadno nahlédneme, že toto rozš́ı̌reńı má opět vlastnosti uspořádáńı. Množinu R nazýváme

rozš́ı̌rená množina reálných č́ısel.

Uvažujme A ⊂ R. Triviálně je splněno

(∀x ∈ A)(x ≤ +∞). (2.3)

Když nav́ıc množina A neńı omezená shora, plat́ı

(∀K ∈ R)(∃x ∈ A)(K < x),

což lze ekvivalentně přepsat s malou modifikaćı

(∀K ∈ R, K < +∞)(∃x ∈ A)(K < x). (2.4)
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Vlastnosti 2.3 a 2.4 se formálně shoduj́ı s 1. a 2. vlastnost́ı suprema, když za β je dosazeno

+∞. Proto je přirozená následuj́ıćı definice.

Definice 2.1.11. Klademe

1. supA = +∞ pro neprázdnou množinu A ⊂ R, která neńı omezená shora;

2. inf A = −∞ pro neprázdnou množinu A ⊂ R, která neńı omezená zdola;

3. inf ∅ = +∞ a sup ∅ = −∞.

Snadno ověř́ıme, že takto zavedené hodnoty pro suprema a infima maj́ı vlastnosti 1.

a 2. Dokážeme např., že pro prázdnou množinu má α = +∞ 1. a 2. vlastnost infima:

1. (∀x ∈ ∅)(+∞ ≤ x) – je triviálně splněno, protože každé tvrzeńı o neexistuj́ıćım

prvku je pravdivé.1

2. (∀α > +∞)(∃x ∈ ∅)(x < α) – žádné α > +∞ neexistuje, a proto zase tvrzeńı

o něm je pravdivé.

Rozš́ı̌reńı množiny reálných č́ısel nám tak umožnilo definovat supremum a infimum

pro libovolnou podmnožinu množiny reálných č́ısel. Můžeme to shrnout do závěrečné

věty:

Věta 2.1.12. Necht’ A ⊂ R. Pak

i) existuje právě jedno β ∈ R takové, že splňuje 1. a 2. vlastnost suprema;

ii) existuje právě jedno α ∈ R takové, že splňuje 1. a 2. vlastnost infima.

Poznámka. Jednoznačnost prvku β, resp. α lze dokázat pomoćı 1. a 2. vlastnosti suprema,

resp. infima. Detaily přenecháváme čtenáři.

2.2 Množina komplexńıch č́ısel

Množina komplexńıch č́ısel C je ”v podstatě”vektorový prostor R2, v němž je nav́ıc defi-

nováno násobeńı a do něhož je vnořena množina reálných č́ısel R. Popǐsme C přesněji.

Komplexńı č́ısla jsou uspořádané dvojice reálných č́ısel, tedy prvky roviny R2. Je-li

z = (x, y) ∈ C, pak č́ıslo x nazýváme reálná část č́ısla z a č́ıslo y nazýváme imaginárńı

část č́ısla z. Zapisujeme

x = Re z a y = Im z .

1Každé tvrzeńı o prvćıch prázdné množiny je pravdivé, nebot’ nepravdivá premisa a ∈ ∅ zaručuje
pravdivost jakékoli implikace.
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Pro komplexńı č́ıslo (0, 1) použ́ıvame zkratku i. Komplexńı č́ısla geometricky znázorňujeme

pomoćı bod̊u v rovině: č́ıslu (x,y) odpov́ıdá bod roviny o souřadnićıch x, y. Proto pro C
se už́ıvá též názvu komplexńı rovina nebo Gaußova rovina. Pro komplexńı č́ısla je

sč́ıtáńı a násobeńı definováno takto: Jsou-li z1 = (x1, y1) a z2 = (x2, y2) komplexńı č́ısla,

klademe

z1 + z2 = (x1 + x2, y1 + y2), z1z2 = (x1x2 − y1y2, x1y2 + x2y1).

Pro dvojice s nulovou imaginárńı část́ı koresponduj́ı tyto operace s těmi operacemi, které

již známe z R:

(x1, 0) + (x2, 0) = (x1 + x2, 0), (x1, 0).(x2, 0) = (x1x2, 0) .

To umožňuje ztotožnit dvojici (x, 0) s reálným č́ıslem x ∈ R; po tomto ztotožněńı je

R ⊂ C. Snadno lze oveřit, že komplexńı č́ısla s definovanými operacemi součtu a součinu

splňuj́ı všechny axiomy tělesa, jak byly uvedeny v kapitole Reálná č́ısla.

Aplikujme definici násobeńı na i.i = i2:

i2 = (0, 1).(0, 1) = (−1, 0) = −1.

Jsou-li x, y reálná č́ısla, pak

x+ iy = (x, 0) + (0, 1).(y, 0) = (x, 0) + (0, y) = (x, y),

takže komplexńı č́ısla lze zapisovat i ve tvaru x+iy. Z rovnosti z = x+iy obecně neplyne,

že x, y ∈ R, tj. že x = Re z a y = Im z. Přijmeme však úmluvu, že kdykoliv zaṕı̌seme

komplexńı č́ıslo ve tvaru x+ iy, předpokládáme, že již plat́ı x, y ∈ R.

Je-li z = x + iy, nazýváme č́ıslo z = x− iy č́ıslem komplexně sdruženým k č́ıslu

z. Snadno lze ověřit, že pro všechna z, w ∈ C plat́ı rovnosti:

z + w = z + w, z.w = z.w, z = z .

Poznamenejme, že č́ıslo zz = x2 + y2 je vždy nezáporné. Jeho pomoćı definujeme

absolutńı hodnotu |z| vztahem

|z| =
√
zz =

√
x2 + y2.

Jestliže komplexńı č́ısla interpretujeme jako body roviny, pak je |z| vzdálenost bodu

z = (x, y) od počátku. Velmi d̊uležitý je fakt, že pro absolutńı hodnotu plat́ı i v C
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trojúhelńıková nerovnost

|z + w| ≤ |z|+ |w|.

Absolutńı hodnota nám umožňuje definovat d̊uležité podmnožiny množiny C:

Necht’ z ∈ C a r ∈ R, r > 0. Množinu

K(z, r) = {w ∈ C | |w − z| < r}

nazýváme otevřeným kruhem se středem z a poloměrem r

a množinu

K(z, r) = {w ∈ C | |w − z| ≤ r}

uzavřeným kruhem se středem z a poloměrem r.

V C nezavád́ıme relaci uspořádáńı jako v R. Komplexńı č́ısla lze uspořádat např.

lexikograficky

(x1, y1) � (x2, y2) ⇐⇒
(
x1 < x2 nebo

(
x1 = x2 a y1 ≤ y2

))
.

Toto uspořádáńı splňuje Axiomy 8 a 9. Ale lexikografické uspořádáńı ani žádné jiné na

C nemá vlastnosti všech Axiomů uspořádáńı 8-10, které platily pro reálná č́ısla. Stač́ı

uvážit, že i 6= 0 a že z každé z obou nerovnost́ı i > 0 a i < 0 by plynulo i2 = −1 > 0, což

vede ke sporu (viz dodatek ke kapitole).

Ukážeme nyńı, jak komplexńı rovinu lze bijektivně zobrazit na povrch koule, ze které

vyjmeme jeden bod. Necht’ v prostoru R3 je dána koule o středu s = (0, 0, 1/2) a poloměru

r = 1/2. Tedy tato koule se dotýká v bodě (0, 0, 0) roviny, jej́ıž body maj́ı tvar (x, y, 0).

Komplexńımu č́ıslu x+ iy přǐrad́ıme bod f(x+ iy) = (α, β, γ) 6= (0, 0, 1) z povrchu koule

tak, aby body (x, y, 0), (α, β, γ) a ”severńı pól”(0, 0, 1) ležely na jedné př́ımce. Snadno

lze spoč́ıtat, že toto zobrazeńı má explicitńı tvar

x+ iy 7→ f(x+ iy) =

(
x

x2 + y2 + 1
,

y

x2 + y2 + 1
,

x2 + y2

x2 + y2 + 1

)
.

Z geometrické konstrukce zobrazeńı je zřejmé, že f zobrazuje prostě celé C na povrch

koule vyjma ”severńı pól”. Zobrazeńı f se někdy ř́ıká stereografická projekce.

Omezené podmnožiny množiny C

Protože jsme na C nezavedli uspořádáńı, nemá smyslu hovořit o omezenosti množiny

zdola ani shora. Lze však definovat omezenost množiny:
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Definice 2.2.1. Necht’ A ⊂ C. Řekneme, že množina A je omezená, když

(∃r ∈ R, r > 0)(∀z ∈ A)(|z| ≤ r). (2.5)

Poznámka. Jinými slovy lze definovat omezenost takto: Množina A je omezená, jestliže

existuje kladné č́ıslo r tak, že celá množina A lež́ı v uzavřeném kruhu o poloměru r se

středem v počátku.

Porovnejme definice omezenosti množiny v komplexńım př́ıpadě a v reálném př́ıpadě.

Uvažujme množinu A ⊂ R, která splňuje podmı́nku 2.5. Nerovnost |x| ≤ r znamená

pro reálné č́ıslo x, že −r ≤ x ≤ r. Proto je −r dolńı a r horńı závorou množiny A.

Tedy podmnožina reálných č́ısel splňuj́ıćı 2.5 je omezená dle definice omezenosti 2.1.4

pro reálná č́ısla.

Z druhé strany, necht’ reálná množina A je omezená dle definice omezenosti v kapitole

Reálná č́ısla. To znamená, že

(∃K ∈ R)(∀x ∈ A)(x ≤ K) a (∃H ∈ R)(∀x ∈ A)(H ≤ x).

Polož́ıme-li r = max{|K|, |H|}, pak pro každé x ∈ A plat́ı

−r = −max{|K|, |H|} ≤ −|H| ≤ H ≤ x ≤ K ≤ |K| ≤ max{|K|, |H|} = r,

což implikuje, že pro omezenou množinu A ⊂ R existuje kladné r tak, že |x| ≤ r pro

všechna x ∈ A. Tedy omezenost množiny lze v reálném i komplexńım př́ıpadě definovat

formálně stejným zp̊usobem 2.5.

Rozš́ı̌reńı množiny komplexńıch č́ısel.

K množině C přidáme jeden nový objekt ∞, tj. ∞ /∈ C. Množinu C = C ∪ {∞}
nazýváme rozš́ı̌renou množinou komplexńıch č́ısel.

Poznamenejme, že R 6⊂ C, protože objekty +∞ a −∞ nepatř́ı do C. Dodefinujeme-li

stereografickou projekci v bodě ∞ jako f(∞) = (0, 0, 1), je f bijektivńım zobrazeńım C
na celý povrch koule.

2.3 Okoĺı bod̊u množin R a C

Než přejdeme k zavedeńı d̊uležitého pojmu limity posloupnosti a posléze funkce, definu-

jeme ”okoĺı bodu”.
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Definice 2.3.1. Necht’ a ∈ R, ε ∈ R, ε > 0. Otevřený interval (a − ε, a + ε) nazýváme

ε-okoĺım bodu a v R a znač́ıme Ha(ε).

Poznámka. Snadno nahlédneme, že př́ıslušnost bodu x k okoĺı bodu a ∈ R lze vyjádřit

ekvivalentně

x ∈ Ha(ε) ⇐⇒ |x− a| < ε.

Definice 2.3.2. Necht’ a ∈ R, ε ∈ R, ε > 0. Otevřený interval (a, a + ε), resp. (a − ε, a)

nazýváme pravým, resp. levým ε-okoĺım bodu a v R a znač́ıme Ha+(ε), resp. Ha−(ε).

Poznámka. Množinám Ha+(ε) a Ha−(ε) se ř́ıká jednostranné okoĺı; množině Ha(ε) se

pak ř́ıká oboustranné okoĺı.

Všimněme si, že a /∈ Ha+(ε), a /∈ Ha−(ε), ale a ∈ Ha(ε).

Definice 2.3.3. Necht’ α ∈ R, α > 0.

Otevřený interval (α,+∞) nazýváme α-okoĺım bodu +∞ v R a znač́ıme H+∞(α).

Otevřený interval (−∞,−α) nazýváme α-okoĺım bodu −∞ v R a znač́ıme H−∞(α).

Poznámka. Neńı-li potřeba specifikovat velikost ε, resp. α, ř́ıkáme stručně jenom okoĺı

bodu a a znač́ıme Ha.

Poznámka. Okoĺı bodu jsme definovali pro libovolný bod a ∈ R. Samotné okoĺı ale

vždycky patř́ı do R, tj. Ha ⊂ R.

Definice 2.3.4. Necht’ a ∈ C, ε ∈ R, ε > 0. Otevřený kruh {z ∈ C | |z − a| < ε}
nazýváme ε-okoĺım bodu a v C a znač́ıme Ha(ε).

Definice 2.3.5. Necht’ α ∈ R, α > 0. Množinu {z ∈ C | |z| > α} nazýváme α-okoĺım

bodu ∞ v C a znač́ıme H∞(α). α-okoĺım bodu ∞ je tedy množina C−K(0, α).

Upozorněńı: Zápis Ha(ε), a ∈ R muśıme vždy doplnit o údaj, zda uvažujeme okoĺı bodu

a v množině R nebo C.

Z definice lze odvodit jednoduché vlastnosti okoĺı bodu. I když jsou na prvńı pohled

zřejmé, je d̊uležité zd̊uraznit jejich platnost. Proto je shrneme do věty (d̊ukaz přenechá-

váme čtenáři).

Věta 2.3.6. 1. Necht’ a ∈ R a necht’ H
(1)
a a H

(2)
a jsou okoĺı bodu a v R. Pak

(∃Ha)(Ha ⊂ H(1)
a a Ha ⊂ H(2)

a ).

2. Necht’ a ∈ R, necht’ Ha je okoĺı bodu a v R, a necht’ b ∈ Ha. Pak

(∃Hb)(Hb ⊂ Ha).
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3. Necht’ a, b ∈ R a necht’ a 6= b. Pak

(∃Ha)(∃Hb)(Ha ∩Hb = ∅).

Stejná tvrzeńı plat́ı i v př́ıpadě, budeme-li brát body z množiny C a jejich okoĺı budeme

uvažovat v množině C.

2.4 Dodatek

Př́ıklady odvozeńı některých vlastnost́ı reálných č́ısel z Axiomů 1-11.

B1. Existuje jediný nulový prvek:

Necht’ 01 a 02 jsou nulové prvky, kterých existenci zaručuje Axiom 4. Pak

01
A4
= 01 + 02

A1
= 02 + 01

A4
= 02.

Nad rovńıtko ṕı̌seme č́ıslo axiomu, který jsme pro rovnost použili.

B2. Ke každému x ∈ R existuje jediný opačný prvek:

Necht’ (−x)1 a (−x)2 jsou opačné prvky k č́ıslu x ∈ R. Pak

(−x)1
A4
= (−x)1 + 0

A5
= (−x)1 +

(
x+ (−x)2

) A2
=
(
(−x)1 + x

)
+ (−x)2

A1
=

A1
=
(
x+ (−x)1

)
+ (−x)2

A5
= 0 + (−x)2

A1
= (−x)2 + 0

A4
= (−x)2.

B3. Opačný prvek k (−x) je x pro každé x ∈ R.

Protože 0
A5
= x + (−x)

A1
= (−x) + x, je x opačný prvek k (−x). Podle B2 existuje jediný

opačný prvek, proto
(
−(−x)

)
= x.

B4. Pro každé x ∈ R plat́ı x.0 = 0.

0
A5
= x+(−x)

A6
= 1.x+(−x)

A4
= (1+0).x+(−x)

A1
= x.(1+0)+(−x)

A3
=
(
x.1+x.0

)
+(−x)

A1,6
=

A1,6
=
(
x+ x.0

)
+ (−x)

A1,2
= x.0 +

(
x+ (−x)

) A5
= x.0 + 0

A4
= x.0.

B5. (−x).y = −(x.y) pro každé x, y ∈ R.

(−x).y + x.y
A3
=
(
(−x) + x

)
.y

A5
= 0.y = 0,

kde posledńı rovnost plyne z B4. Tedy (−x).y je opačný prvek k x.y.
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B6. Pro nulový a jednotkový prvek plat́ı 0 < 1 .

Předpokládejme opak, tj. 1 ≤ 0. Přičteńım č́ısla (−1) k této nerovnosti dostaneme podle

A9 vztah 1 + (−1) ≤ 0 + (−1), z čehož podle A5 a A4 máme 0 ≤ (−1). Ted’ využijeme

A10 pro hodnoty x = 0, y = −1, z = −1. Plat́ı

0.(−1) ≤ (−1).(−1)
B4,5
=⇒ 0 ≤ − (1.(−1))

A6
= −(−1)

B3
=⇒ 0 ≤ 1.

Tedy z předpokladu 1 ≤ 0 jsme odvodili 0 ≤ 1, z vlastnosti antisymetrie relace

uspořádáńı plyne 0 = 1, což je spor s požadavkem A6, že 0 6= 1.
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Kapitola 3

Č́ıselné posloupnosti

3.1 Základńı pojmy

Definice 3.1.1. Zobrazeńı množiny N do nějaké neprázdné množiny A nazýváme po-

sloupnost.

Speciálně:

– když A = R nebo C, mluv́ıme o č́ıselné posloupnosti,

– když A = R, mluv́ıme o reálné posloupnosti,

– když A = C, mluv́ıme o komplexńı posloupnosti.

Mı́sto obecného značeńı a : N 7→ A pro zobrazeńı resp. značeńı a(n) pro obraz bodu

n se vžilo pro posloupnost značeńı:

(an)n∈N nebo (an)+∞n=1 nebo (an) .

Obraz bodu n se znač́ı an a ř́ıkáme mu také n-tý člen posloupnosti.

Poznámka. Obor hodnot posloupnosti (an)n∈N znač́ıme {an}n∈N, tj.

{an}n∈N = {x | ∃n ∈ N, x = an }.

Vlastnosti zobrazeńı v zápisu pro posloupnosti:

• Posloupnost (an)n∈N je konstantńı ⇐⇒ (∀ n,m ∈ N)(am = an).

• Posloupnost (an)n∈N je prostá ⇐⇒ (∀ n,m ∈ N)(n 6= m ⇒ am 6= an).

Definujme daľśı vlastnosti posloupnost́ı.

Definice 3.1.2. (vlastnosti posloupnosti)

• Reálnou posloupnost (an)n∈N nazýváme omezenou shora, když jej́ı obor hodnot

{an}n∈N je množina omezená shora, tj. (∃K ∈ R)(∀n ∈ N)(an ≤ K).
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• Reálnou posloupnost (an)n∈N nazýváme omezenou zdola, když jej́ı obor hodnot

{an}n∈N je množina omezená zdola, tj. (∃H ∈ R)(∀n ∈ N)(H ≤ an).

• Reálnou nebo komplexńı posloupnost (an)n∈N nazýváme omezenou, když jej́ı obor

hodnot {an}n∈N je množina omezená, tj. (∃r ∈ R, r > 0)(∀n ∈ N)(|an| ≤ r).

• Reálnou posloupnost nazýváme rostoućı, když plat́ı (∀n ∈ N)(an ≤ an+1).

• Reálnou posloupnost nazýváme klesaj́ıćı, když plat́ı (∀n ∈ N)(an ≥ an+1).

• Reálnou posloupnost nazýváme monotonńı, když je rostoućı nebo klesaj́ıćı.

• Reálnou posloupnost nazýváme ostře rostoućı, když plat́ı (∀n ∈ N)(an < an+1).

• Reálnou posloupnost nazýváme ostře klesaj́ıćı, když plat́ı (∀n ∈ N)(an > an+1).

• Reálnou posloupnost nazýváme ryze monotonńı, když je ostře rostoućı nebo ostře

klesaj́ıćı.

Z těchto definic základńıch pojmů lze odvodit následuj́ıćı jednoduchá pozorováńı pro

reálnou posloupnost:

1) ryze monotonńı =⇒ monotonńı

ostře rostoućı =⇒ rostoućı

ostře klesaj́ıćı =⇒ klesaj́ıćı

2) ostře rostoućı ⇐⇒ rostoućı a prostá

ostře klesaj́ıćı ⇐⇒ klesaj́ıćı a prostá

3) konstantńı ⇐⇒ rostoućı a klesaj́ıćı

4) rostoućı =⇒ zdola omezená

klesaj́ıćı =⇒ shora omezená

Definice 3.1.3. Necht’ (an)n∈N je libovolná posloupnost a (kn)n∈N necht’ je ostře ros-

toućı posloupnost přirozených č́ısel. Pak posloupnost (akn)n∈N nazýváme posloupnost

vybraná z posloupnosti (an)n∈N.

Poznámka. Vybraná posloupnost (akn)n∈N je vlastně složeńım dvou posloupnost́ı, ve smy-

slu skládáńı zobrazeńı:

k : N 7→ N a a : N 7→ A =⇒ (a ◦ k)(n) = a(k(n)) = akn

Pozor! Od zobrazeńı k požadujeme, aby to byla ostře rostoućı posloupnost.
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Př́ıklad 3.1.4. Posloupnost (1)n∈N je vybraná z posloupnosti
(
(−1)n

)
n∈N, kde za po-

sloupnost (kn)n∈N lze vźıt např. kn = 2n, ale také posloupnost kn = 4n+ 2.

Posloupnost
(
(n+ 1)!

)
n∈N je vybraná z posloupnosti (2n)n∈N. Zkuste určit kn.

3.2 Limita č́ıselné posloupnosti

Definice 3.2.1. Řekneme, že reálná posloupnost (an)n∈N má limitu a ∈ R, když

(∀ Ha ⊂ R)(∃ n0 ∈ R)(∀ n ∈ N, n > n0)(an ∈ Ha).

Řekneme, že komplexńı posloupnost (an)n∈N má limitu a ∈ C, když

(∀ Ha ⊂ C)(∃ n0 ∈ R)(∀ n ∈ N, n > n0)(an ∈ Ha).

Zapisujeme

lim
n7→+∞

an = a nebo zkráceně lim an = a nebo an 7→ a.

Je-li jasné z kontextu, že an jsou členy posloupnosti (tj. že n prob́ıhaj́ı přirozená č́ısla)

a je-li zřejmé těleso (tj. R nebo C), použ́ıváme pro definici limity stručného zápisu:

(∀ Ha)(∃ n0)(∀ n > n0)(an ∈ Ha).

Poznámky k definici.

1. Fakt, že posloupnost má limitu a podle definice znamená, že v každém okoĺı Ha

bodu a lež́ı všechny členy posloupnosti s dostatečně velkým indexem, tj. všechny

až na konečný počet výjimek.

2. Ekvivalentńı definici dostaneme, když mı́sto existence n0 ∈ R požadujeme existenci

n0 ∈ N.

3. Rozepǐsme definici limity reálné posloupnosti pro př́ıpad a ∈ R. Protože okoĺı Ha

má tvar Ha = (a − ε, a + ε) pro nějaké kladné ε, přepisujeme spojeńı ”pro každé

okoĺı”spojeńım ”pro každé kladné ε”. Př́ıslušnost prvku an k okoĺı Ha = (a−ε, a+ε)

znamená a− ε < an < a+ ε nebo ekvivalentně |an − a| < ε. Tedy

lim an = a ∈ R ⇐⇒ (∀ ε ∈ R, ε > 0)(∃ n0 ∈ R)(∀ n ∈ N, n > n0)(|an−a| < ε).

4. Rovněž lze přepsat definici limity reálné posloupnosti pro př́ıpad a = +∞. Stač́ı si

uvědomit, že každé okoĺı H+∞ koresponduje s nějakým kladným α a že př́ıslušnost
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an ∈ H+∞ = (α,+∞) lze vyjádřit nerovnost́ı an > α. Proto

lim an = +∞ ⇐⇒ (∀ α ∈ R, α > 0)(∃ n0 ∈ R)(∀ n ∈ N, n > n0)(an > α).

Obdobně

lim an = −∞ ⇐⇒ (∀ α ∈ R, α > 0)(∃ n0 ∈ R)(∀ n ∈ N, n > n0)(an < −α).

5. V př́ıpadě, že všechny členy posloupnosti jsou reálné, je třeba ujasnit, zda uvažujeme

(an) jako reálnou nebo komplexńı posloupnost. Posloupnost
(
(−1)nn

)
uvažovaná

jako reálná posloupnost limitu nemá, zat́ımco když se na ni d́ıváme jako na kom-

plexńı posloupnost, má limitu ∞ ∈ C, viz následuj́ıćı př́ıklad.

Př́ıklad 3.2.2. Pro komplexńı posloupnost
(
(−1)nn

)
n∈N plat́ı

lim
n7→+∞

(−1)nn =∞ .

Protože každé okoĺı ∞ v C je tvořeno vněǰskem nějakého kruhu se středem v počátku,

je každému okoĺı nekonečna přǐrazen kladný poloměr α; komplexńı č́ıslo x pak př́ısluš́ı

tomuto okoĺı, když je vzdáleno od počátku v́ıce, než je daný poloměr. Máme tedy dokázat:

(∀ α ∈ R, α > 0)(∃ n0 ∈ R)(∀ n ∈ N, n > n0)(|(−1)nn| > α).

Jelikož |(−1)nn| = n, stač́ı pro každé α položit n0 = α. Pak zřejmě pro libovolné přirozené

n > n0 plyne |(−1)nn| = n > α.

Věta 3.2.3. Každá č́ıselná posloupnost má nejvýše jednu limitu.

D̊ukaz. (sporem) Necht’ a, b jsou dvě r̊uzné limity posloupnosti (an)n∈N. Z vlastnost́ı

okoĺı 2.3.6 plyne, že pro dva r̊uzné body existuj́ı navzájem disjunktńı okoĺı H
(0)
a a H

(0)
b . Z

definice limity zase pro H
(0)
a najdeme n1 tak, že an ∈ H(0)

a pro každé n > n1. A obdobně

najdeme n2 tak, že an ∈ H(0)
b pro každý index n > n2. Vezmeme-li n > max{n1, n2}, má

an patřit do obou okoĺı současně, ale ta jsou přitom disjunktńı - spor.

Na př́ıkladě 3.2.2 jsme viděli, že dokázat př́ımo z definice tvrzeńı ”limita je rovna

a”znamená dát předpis, jak ke kladnému parametru (označenému α nebo ε) naj́ıt n0 tak,

aby bylo splněno an ∈ Ha pro každé přirozené n > n0. Pro zd̊uvodněńı následuj́ıćıch limit

dáme jenom tento předpis, zbytek je zřejmý.

Př́ıklad 3.2.4. 1. Pro ověřeńı tvrzeńı limn7→+∞
1
n

= 0 stač́ı vźıt n0 = 1/ε:

lim
n7→+∞

1

n
= 0 ⇐⇒ (∀ ε ∈ R, ε > 0)(∃ n0 ∈ R)(∀ n ∈ N, n > n0)(|1/n| < ε).
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2. Při určeńı limity konstantńı posloupnosti lze dokonce volit n0 libovolně, nezávislé

na ε:

lim
n7→+∞

c = c ⇐⇒ (∀ ε ∈ R, ε > 0)(∃ n0 ∈ R)(∀ n ∈ N, n > n0)(|c− c| < ε).

Definice 3.2.5. Posloupnost, která má limitu a ∈ R resp. a ∈ C, se nazývá konver-

gentńı.

Posloupnost, která neńı konvergentńı, se nazývá divergentńı.

Posloupnost, která má limitu +∞ nebo −∞ nebo∞, se nazývá podstatně divergentńı.

Posloupnost, která nemá limitu, se nazývá osciluj́ıćı.

Věta 3.2.6. (o limitě vybrané posloupnosti) Necht’ posloupnost (an)n∈N má limitu

a. Pak každá posloupnost vybraná z (an)n∈N má limitu a.

D̊ukaz. Uvažujme vybranou posloupnost (akn)n∈N, kde (kn) je ostře rostoućı posloupnost

přirozených č́ısel, tj. kj+1 − kj ≥ 1 pro každé přirozené j. Proto

kn = (kn − kn−1) + (kn−1 − kn−2) + . . .+ (k2 − k1) + k1 ≥ n.

Předpoklad lim an = a znač́ı (∀ Ha)(∃ n0)(∀ n ∈ N, n > n0)(an ∈ Ha).

Protože nerovnost n > n0 implikuje kn > n0, plyne z platnosti předchoźıho výroku

také platnost (∀ Ha)(∃ n0)(∀ n ∈ N, n > n0)(akn ∈ Ha), tedy i limita vybrané posloup-

nosti je a.

Důsledek 3.2.7. Lze-li z posloupnosti (an)n∈N vybrat dvě posloupnosti s r̊uznými limi-

tami, pak limita posloupnosti (an)n∈N neexistuje.

Př́ıklad 3.2.8. Z komplexńı posloupnosti (in)n∈N vyberme dvě posloupnosti (i4n)n∈N a

(i4n+1)n∈N. Jsou to konstantńı posloupnosti (1)n∈N a (i)n∈N. Maj́ı tedy r̊uzné limity. Proto

limn7→+∞ i
n neexistuje.

Př́ıklad 3.2.9.

lim
n7→+∞

1

4n!− n2
= lim

n7→+∞

1

n
= 0,

protože kn = 4n!− n2 je ostře rostoućı posloupnost přirozených č́ısel, a tedy posloupnost(
1

4n!−n2

)
je vybraná z posloupnosti

(
1
n

)
.

V d̊ukazu posledńı věty nebylo ani tak d̊uležité, že samotná posloupnost (kn) je ostře

rostoućı, jako sṕı̌se to, že jej́ı členy od jistého poč́ınaje překroč́ı libovolně zvolenou mez.

Proto lze vyslovit zobecněńı této věty, jej́ıž d̊ukaz je malou modifikaćı předchoźıho a

přenecháme jej čtenáři.

Věta 3.2.10. (o limitě skorovybrané posloupnosti) Necht’ (an) je č́ıselná posloup-

nost s limitou c a (kn) je posloupnost přirozených č́ısel s limitou +∞. Pak

lim
n7→+∞

akn = c.
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Jak už naznačil název předchoźı věty, posloupnosti
(
akn
)

budeme ř́ıkat skorovybraná

z posloupnosti (an), když (kn) je posloupnost přirozených č́ısel s limitou +∞. Např. po-

sloupnosti
(

2[
√
n]
)

a
(

2n+(−1)n
)

jsou skorovybrané z posloupnosti (2n), nejsou však z ńı

vybrané.

Věta 3.2.11. Každá konvergentńı posloupnost je omezená.

Pro reálné posloupnosti dále plat́ı:

lim an = +∞ =⇒ (an) je omezená zdola, neńı omezená shora.

lim an = −∞ =⇒ (an) je omezená shora, neńı omezená zdola.

D̊ukaz. Necht’ a = lim an. Pak např. pro ε = 1 existuje index n0 ∈ N tak, že pro každé

n ∈ N, n > n0, je |an − a| < 1. Použit́ım trojúhelńıkové nerovnosti

|an| = |an − a+ a| ≤ |an − a|+ |a| < 1 + |a|

dostaneme

(∃n0)(∀n > n0)
(
|an| < 1 + |a|

)
.

Polož́ıme-li K = max{1 + |a|, |a1|, |a2|, . . . , |an0|}, pak |an| ≤ K pro každé n ∈ N, tj.

posloupnost (an) je omezená.

Uvažujme reálnou posloupnost (an) s limitou +∞, tedy podle definice limity plat́ı

(∀α ∈ R, α > 0)(∃n0 ∈ N)(∀n ∈ N)(an > α). Abychom ukázali neomezenost množiny

{an} shora, muśıme ke každému K ∈ R naj́ıt nějaké n tak, aby an > K. Když do

definice limity dosad́ıme za α kladné č́ıslo |K|, tak z definice dostaneme existenci dokonce

nekonečně mnoha takových n, konkrétně všech n ∈ N větš́ıch než n0.

Pro omezenost zdola použijeme opět definici limity, ted’ za α zvoĺıme č́ıslo 1, ke kterému

dostaneme nějaké n0 ∈ N tak, že an > 1 pro všechna n > n0. Snadno se lze přesvědčit,

že č́ıslo H = min{1, a1, a2, . . . , an0} je dolńı závorou množiny {an}.
Zbylé tvrzeńı pro př́ıpad lim an = −∞ se dokazuje analogicky.

Následuj́ıćı větu lze shrnout do hesla ”Vynecháńım konečně mnoha člen̊u se u po-

sloupnosti nezměńı vlastnosti: omezenost, konvergence, divergence, hodnota limity.”

Věta 3.2.12. Necht’ (an) je č́ıselná posloupnost a p ∈ N je libovolné pevně zvolené č́ıslo.

Pak plat́ı

1) lim an = a ⇐⇒ lim an+p = a,

2) (an) je omezená ⇐⇒ (an+p) je omezená.

33



Je-li (an) reálná posloupnost, pak

3) (an) je omezená zdola ⇐⇒ (an+p) je omezená zdola.

4) (an) je omezená shora ⇐⇒ (an+p) je omezená shora.

D̊ukaz. 1) Protože posloupnost (an+p) je vybraná z posloupnosti (an), plyne implikace

(⇒) př́ımo z věty 3.2.6 o limitě vybrané posloupnosti. Pro d̊ukaz obrácené implikace

napǐsme, co znamená, že lim an+p = a:

(∀ Ha)(∃ n0 ∈ R)(∀ n ∈ N, n > n0)(an+p ∈ Ha).

Když polož́ıme n1 = n0 + p, pak pro n > n1 máme n − p > n0, a proto z předchoźıho

řádku a(n−p)+p = an ∈ Ha, což znamená, že lim an = a.

2) Opět implikace (⇒) je zřejmá, nebot’ {an} ⊃ {an+p}. Pro d̊ukaz opačné implikace

předpokládejme, že (an+p) je omezená, tj. existuje kladné K tak, že |an+p| ≤ K pro

libovolné n ∈ N. Když polož́ıme K̃ = max{K, |a1|, |a2|, . . . , |ap|}, pak pro každé n ∈ N
plat́ı |an| ≤ K̃. Tedy posloupnost (an) je omezená.

Důkaz zbylých tvrzeńı je pouze mı́rnou modifikaćı předchoźıho d̊ukazu.

Věta 3.2.13. Každá reálná monotonńı posloupnost má limitu. Tato limita je konečná,

právě když je daná posloupnost omezená.

D̊ukaz. Tvrzeńı dokážeme pro rostoućı posloupnost; d̊ukaz pro klesaj́ıćı posloupnost je

obdobný. Pro rostoućı posloupnost (an) ukážeme, že β = sup{an} je jej́ı limitou. Roz-

lǐśıme dva př́ıpady: a) β ∈ R a b) β = +∞.

a) Necht’ β ∈ R. Vezměme libovolné ε > 0. Z druhé vlastnosti suprema najdeme

n0 ∈ N tak, že β−ε < an0 . Z monotonie posloupnosti a z 1. vlastnosti suprema dostaneme

pro každé n > n0, n ∈ N

β − ε < an0 ≤ an ≤ β < β + ε =⇒ |an − β| < ε.

Celkově máme

(∀ε > 0)(∃n0)(∀n > n0)(|an − β| < ε),

což je symbolický zápis toho, že lim an = β.

b) Necht’ β = +∞. To je ekvivalentńı tvrzeńı, že množina {an} neńı omezená shora,

zapsáno symbolicky (∀α ∈ R)(∃n0 ∈ N)(an0 > α). To dohromady s t́ım, že (an) je

rostoućı, dává

(∀α ∈ R)(∃n0 ∈ N)(∀n > n0)(an > α).
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To však znamená, že lim an = +∞.

Poznámka. Z d̊ukazu věty plyne, že limitou rostoućı posloupnosti je supremum jej́ıho

oboru hodnot; pro klesaj́ıćı posloupnost je limitou infimum oboru hodnot. Proto plat́ı:

Když (an)n∈N je rostoućı, pak (∀n ∈ N)(an ≤ lim an).

Když (an)n∈N je klesaj́ıćı, pak (∀n ∈ N)(an ≥ lim an).

Je-li (an) ryze monotonńı posloupnost, plat́ı v předchoźıch vztaźıch dokonce ostrá nerov-

nost (rozmyslete proč):

Když (an)n∈N je ostře rostoućı, pak (∀n ∈ N)(an < lim an).

Když (an)n∈N je ostře klesaj́ıćı, pak (∀n ∈ N)(an > lim an).

Př́ıklad 3.2.14. Posloupnost
(∑n

k=1
1
k

)
n∈N je zřejmě ostře rostoućı. Tedy existuje limita

této posloupnosti, která může být konečná nebo +∞. Z věty o vybraných posloupnos-

tech v́ıme, že existuje i limita každé posloupnosti z ńı vybrané a tyto limity jsou stejné.

Studujme vybranou posloupnost (bn)n∈N, kde bn =
∑2n

k=1
1
k
. Pro tuto posloupnost plat́ı

bj+1 − bj =
1

2j + 1
+

1

2j + 2
+ . . .+

1

2j + 2j
≥ 2j

1

2j+1
=

1

2
.

Sečteme-li předchoźı nerovnosti pro j = 1, 2, 3, . . . , n− 1, dostaneme

bn = b1 +
n−1∑
j=1

(bj+1 − bj) ≥ b1 +
n− 1

2
= 1 +

n

2
.

Vid́ıme, že posloupnost (bn) neńı omezená shora, a tedy jej́ı limita je +∞.

Odvodili jsme tvrzeńı

lim
n7→+∞

n∑
k=1

1

k
= +∞.

Tato posloupnost se nazývá posloupnost harmonických č́ısel.

Tuto kapitolu zakonč́ıme větou, která ukazuje, jak výpočet limit komplexńıch po-

sloupnost́ı převést na výpočet limit reálných posloupnost́ı. Proto v daľśıch kapitolách

věnovaných výpočtu limit se budeme zabývat pouze reálnými posloupnostmi.

Věta 3.2.15. Necht’ (an)n∈N je komplexńı posloupnost. Označme αn reálnou a βn ima-

ginárńı část an, tj. αn = Rean a βn = Iman.

1) (an)n∈N je konvergentńı, právě když obě posloupnosti (αn)n∈N a (βn)n∈N jsou konver-

gentńı. V kladném př́ıpadě plat́ı lim an = lim αn + i lim βn.

2) lim an =∞, právě když lim |an| = +∞.

D̊ukaz. 1) Předpokládejme, že existuje lim an = a ∈ C, tj.

(∀ε > 0)(∃n0)(∀n > n0)(|an − a| < ε).
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Označme α = Rea a β = Ima. Využijeme toho, že pro každé komplexńı č́ıslo A + iB

plat́ı |A+ iB| ≥ max{|A|, |B|}. Dostaneme nerovnosti ε > |an− a| ≥ |αn−α| a současně

ε > |an − a| ≥ |βn − β|. Tedy máme (∀ε > 0)(∃n0)(∀n > n0)(|αn − α| < ε), což znač́ı

lim αn = α. Ze stejného d̊uvodu pak lim βn = β.

Pro opačnou implikaci předpokládejme, že lim αn = α ∈ R a lim βn = β ∈ R. To

symbolicky lze zapsat:

(∀δ > 0)(∃n1)(∀n > n1)(|αn − α| < δ), resp. (∀δ > 0)(∃n2)(∀n > n2)(|βn − β| < δ).

Ted’ využijeme toho, že pro komplexńı č́ıslo A+ iB plat́ı |A+ iB| ≤ |A|+ |B|.
Zvolme libovolné kladné ε. Položme δ = ε/2. K tomuto δ nalezneme př́ıslušná n1, resp.

n2. Pro každé n > n0 = max{n1, n2} dostáváme

|an − (α + iβ)| = |(αn − α) + i(βn − β)| ≤ |αn − α|+ |βn − β| < δ + δ = ε.

Shrnuto: (∀ε > 0)(∃n0)(∀n > n0)(|an − (α + iβ)| < ε), a tedy

lim an = α + iβ = lim αn + i lim βn.

Zápis lim an = ∞ znamená (∀γ > 0)(∃n0)(∀n > n0)(|an| > γ). Zápis lim |an| = +∞ je

úplně stejný. To dokazuje tvrzeńı bodu 2) věty.

3.3 Výpočet limit

Abychom nemuseli vyslovovat věty o limitě součtu, součinu atd. dvou posloupnost́ı ve v́ıce

variantách podle toho, zda tyto posloupnosti maj́ı limitu v R nebo v R − R, rozš́ı̌ŕıme

nejdř́ıve definici operaćı na R.

Definice 3.3.1. Pro a ∈ R definujeme:

a+ (+∞) = (+∞) + a = +∞, je-li a > −∞
a+ (−∞) = (−∞) + a = −∞, je-li a < +∞
a.(+∞) = (+∞).a = +∞, je-li a > 0

a.(+∞) = (+∞).a = −∞, je-li a < 0

a.(−∞) = (−∞).a = −∞, je-li a > 0

a.(−∞) = (−∞).a = +∞, je-li a < 0
1

+∞ = 1
−∞ = 0

Rozd́ıl definujeme vztahem: a−b = a+(−b), pod́ıl vztahem a
b

= a.1
b
, pokud je součet,

resp. součin na pravé straně rovnosti defininován. Klademe přitom −(+∞) = −∞ a

−(−∞) = +∞. Dále klademe

| −∞| = |+∞| = +∞ a k
√

+∞ = +∞ pro každé k ∈ N.
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Poznámka. Nedefinovány tedy z̊ustaly výrazy

±∞− (±∞), ±∞+ (∓∞), 0.(±∞),
±∞
±∞

,
a

0
pro a ∈ R.

Věta 3.3.2. Necht’ (an) je reálná posloupnost. Pak plat́ı:

lim
n7→+∞

an = a =⇒ lim
n7→+∞

|an| = |a|,

lim
n7→+∞

an = 0 ⇐⇒ lim
n7→+∞

|an| = 0.

D̊ukaz. Necht’ lim an = a ∈ R. Z definice limity dostaneme

(∀ε > 0)(∃n0)(∀n > n0)(|an − a| < ε). (3.1)

Ukažme nejdř́ıve, že ||x|−|y|| ≤ |x−y| pro každá dvě komplexńı č́ısla x, y. Z trojúhelńıkové

nerovnosti dostaneme

|x| = |x− y + y| ≤ |x− y|+ |y| ⇐⇒ |x| − |y| ≤ |x− y|

a podobně

|y| = |y − x+ x| ≤ |y − x|+ |x| ⇐⇒ |y| − |x| ≤ |y − x|.

Z nerovnost́ı c ≤ d a −c ≤ d plyne |c| ≤ d pro libovolná č́ısla c, d ∈ R. Což při volbě

c = |x| − |y| a d = |x− y| už dává nerovnost ||x| − |y|| ≤ |x− y|.

Vrat’me se k d̊ukazu věty. Můžeme psát

||an| − |a|| ≤ |an − a|.

3.1 tedy implikuje tvrzeńı

(∀ε > 0)(∃n0)(∀n > n0)(||an| − |a|| < ε), (3.2)

což je formálńı zápis toho, že lim |an| = |a|.
Všimněme si, že v př́ıpadě a = 0 jsou výroky 3.1 a 3.2 totožné, což dokazuje druhou

část tvrzeńı.

Vrat’me se ale k d̊ukazu prvńıho tvrzeńı. Předpokládejme nyńı, že lim an = −∞, tj.

(∀α > 0)(∃n0)(∀n > n0)(an < −α) (3.3)
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Vynásobeńım nerovnosti an < −α č́ıslem -1 dostaneme 0 < α < −an = |an|. Proto 3.3

implikuje

(∀α > 0)(∃n0)(∀n > n0)(|an| > α) ⇐⇒ lim |an| = +∞.

Důkaz pro př́ıpad lim an = +∞ je analogický a nebudeme jej už diskutovat.

Poznámka. Jak jsme už uvedli, posloupnost
(
(−1)n

)
nemá limitu, zat́ımco posloupnost

absolutńıch hodnot této posloupnosti
(
|(−1)n|

)
= (1) má limitu 1. Tento př́ıklad ukazuje,

proč v prvńı části předchoźı věty nelze obrátit implikaci.

Věta 3.3.3. Necht’ (an) a (bn) jsou reálné posloupnosti, které maj́ı limitu v R. Označme

a = lim an a b = lim bn. Plat́ı

1) lim(an + bn) = a+ b,

2) lim(an − bn) = a− b,
3) lim(an.bn) = a.b,

4) lim an
bn

= a
b
,

pokud výraz na pravé straně má smysl. U tvrzeńı 4) nav́ıc předpokládáme, že bn 6= 0 pro

každý index n.

D̊ukaz. Protože an − bn = an + (−1).bn a an
bn

= an.
1
bn

, stač́ı ukázat pouze tvrzeńı

1) a 3) a speciálńı tvar tvrzeńı 4) lim 1
bn

= 1
b
.

Tato tvrzeńı dokážeme nejdř́ıve pro př́ıpad a, b ∈ R.

Zapsáno formálně

(∀δ > 0)(∃n1)(∀n > n1)(|an − a| < δ), (3.4)

(∀δ > 0)(∃n2)(∀n > n2)(|bn − b| < δ). (3.5)

V př́ıpadě limity součtu budeme cht́ıt ukázat, že vzdálenost (an + bn) od (a + b) je od

jistého indexu n0 poč́ınaje menš́ı než dané kladné ε. Z trojúhelńıkové nerovnosti, 3.4 a

3.5 plyne

|(an + bn)− (a+ b)| = |(an − a) + (bn − b)| ≤ |an − a|+ |bn − b| < δ + δ = 2δ

pro každé přirozené n splňuj́ıćı n > n1 a současně n > n2.

Tedy pro libovolné ε > 0 nejdř́ıve vezmeme δ = ε/2. Pak z 3.4 a 3.5 nalezneme n1

a n2. Definujeme-li n0 = max{n1, n2}, je pro každé n > n0 splněno |(an+bn)−(a+b)| < ε.

To ovšem znamená, že lim(an + bn) = a+ b.

Pro limitu součinu posloupnost́ı ještě připomeneme, že konečná limita implikuje omeze-

nost posloupnosti. Proto (∃K)(∀n ∈ N)(|bn| ≤ K). Odhadujeme ted’ vzdálenost an.bn od
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a.b.

|an.bn− a.b| = |(an− a)bn + a(bn− b)| ≤ |(an− a)bn|+ |a(bn− b)| =

= |an−a|.|bn|+ |a|.|bn−b| ≤ |an−a|.K+ |a|.|bn−b| < Kδ+ |a|δ = (K+ |a|)δ.

Předchoźı odhad plat́ı opět pro všechna n > n1, n2.

Pro libovolné ε > 0 polož́ıme nejdř́ıve δ = ε/(K + |a|). Z č́ısel n1 a n2 źıskaných z 3.4

a 3.5 definujeme n0 = max{n1, n2}. Pak pro každé n > n0 je splněno |(an.bn)− (a.b)| < ε,

tj. lim(anbn) = a.b.

Aby pod́ıl 1
b

byl definován, muśı být b 6= 0. Proto lim |bn| = |b| > 0. Zvoĺıme-li

interval (|b|/2, 3|b|/2) za okoĺıH|b| bodu |b|, dostaneme z definice limity, že existuje index

n3 takový, že pro všechna n > n3 je |b|/2 < |bn|. Odhadněme vzdálenost 1/bn od 1/b:∣∣∣∣ 1

bn
− 1

b

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣b− bnbnb

∣∣∣∣ =
|bn − b|
|b|.|bn|

<
2δ

|b|2
.

Tento odhad plat́ı pro n > n3 a současně n > n2. Nyńı pro libovolné kladné ε nejdř́ıve

polož́ıme δ = |b|2ε/2. K tomuto δ podle 3.5 najdeme n2 a definujeme n0 = max{n2, n3}.
Pak pro každé n > n0 máme

∣∣∣ 1
bn
− 1

b

∣∣∣ < ε, což znamená lim 1
bn

= 1
b
.

Ze zbylých možnost́ı, kdy alespoň jedna z limit a, b je ±∞, se budeme zabývat pouze

př́ıpadem a ∈ R, b = −∞. (Zbytek d̊ukazu je přenechán čtenáři.) Napǐsme, co znamená,

že posloupnost (bn) má limitu −∞:

(∀β > 0)(∃n4)(∀n > n4)(bn < −β). (3.6)

Chceme ted’ ukázat, že lim(an + bn) = −∞. Pro libovolné kladné α položme δ = 1 a

β = α + 1 + |a| a využijme 3.4 a 3.6. Pak pro n > max{n1, n4} dostaneme

an + bn < a+ δ − β = a+ 1− α− 1− |a| ≤ −α,

což znamená, že posloupnost (an + bn) má limitu −∞.

Součin a.(−∞) je definován pouze pro př́ıpad a 6= 0. K libovolnému kladnému α

polož́ıme δ = |a|/2 a β = 2α/|a|. Pak pro n > n1 máme

an > a/2 pro a > 0 a an < a/2 pro a < 0.

Vezmeme-li n > max{n1, n4} dostaneme

an.bn < an.(−β) < a
2
.(−β) = −|a|β/2 = −α pro a > 0, resp.

an.bn > an.(−β) > a
2
.(−β) = |a|β/2 = α pro a < 0.

To znamená v př́ıpadě a > 0, že lim anbn = −∞ a v př́ıpadě a < 0, že lim anbn = +∞.
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Na závěr dokážeme, že z předpokladu lim bn = −∞ plyne lim 1
bn

= 0. K libovolnému

ε > 0 vezměme β = 1/ε. Podle 3.6 existuje n4 tak, že pro každé n > n4 plat́ı

bn < −β =⇒ bn < 0 a − 1

bn
<

1

β
=⇒

∣∣∣∣ 1

bn

∣∣∣∣ < 1

β
= ε .

To už dokazuje, že lim 1
bn

= 0.

Poznámka. Výraz 1
0

neńı definován. Přesto lze zkoumáńım znamének v posloupnosti

(bn) rozhodnout o lim 1
bn

, i když lim bn = 0. Zde samozřejmě uvažujeme bn 6= 0 pro

všechna n ∈ N.

Když všechny členy posloupnosti bn jsou kladné, pak z nerovnosti |bn| < ε plyne, že
1
bn

=
∣∣∣ 1
bn

∣∣∣ > 1
ε
. Tedy výraz 1

bn
je od jistého indexu větš́ı než libovolné kladné č́ıslo, což

znamená, že lim 1
bn

= +∞.

V př́ıpadě, že všechny členy bn jsou záporné, využijeme předchoźıho tvrzeńı pro klad-

nou posloupnost (−bn) a dostaneme lim 1
bn

= lim (−1) 1
−bn = (−1).(+∞) = −∞.

Protože vynecháńı konečně mnoha člen̊u posloupnosti nezměńı jej́ı limitu, stač́ı v

předchoźıch úvahách předpokládat, že posloupnost (bn) je kladná, resp. záporná od jistého

n0 poč́ınaje.

Z̊ustává tedy rozebrat př́ıpad, kdy nekonečně mnoho člen̊u posloupnosti (bn) je klad-

ných a nekonečně mnoho člen̊u záporných. To umožňuje vybrat z (bn) posloupnost (bkn)

kladných člen̊u a posloupnost (bhn) záporných člen̊u. Protože se jedná o vybrané posloup-

nosti, plat́ı lim bkn = 0 a lim bhn = 0. Použit́ım předchoźıch úvah dostaneme

lim
1

bkn
= +∞ a lim

1

bhn
= −∞.

To ale znamená, že lim 1
bn

neexistuje.

Věta 3.3.4. Necht’ (an) je reálná posloupnost s nezápornými členy a necht’ k ∈ N je pevně

dané č́ıslo. Pak plat́ı

lim an = a ∈ R =⇒ lim k
√
an = k

√
a.

D̊ukaz. Jelikož posloupnost má nezáporné členy, je jej́ı limita nezáporná (rozmyslete si

proč). Uvažujme nejdř́ıve př́ıpad a ∈ R. Zapǐsme to symbolicky:

(∀δ > 0)(∃n1)(∀n > n1)(|an − a| < δ). (3.7)

Budeme cht́ıt ukázat, že i vzdálenost k
√
an od k

√
a lze udělat libovolně malou.

1) Necht’ a ∈ (0,+∞).
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Pro následuj́ıćı úpravy jsme použili vzorec

Ak −Bk = (A−B)(Ak−1 + Ak−2B + . . .+ ABk−2 +Bk−1),

kde jako A jsme vzali k
√
an a jako B jsme vzali k

√
a. Odhadujme

| k
√
an − k

√
a| = |an − a|

(an)
k−1
k + (an)

k−2
k a

1
k + . . .+ (an)

1
ka

k−2
k + a

k−1
k

≤ |an − a|
a
k−1
k

<
δ

a
k−1
k

.

Pro libovolné kladné ε polož́ıme δ = εa
k−1
k a z 3.7 dostaneme existenci takového n1, že

pro každé n > n1 plat́ı | k√an − k
√
a| < ε, což znamená, že lim k

√
an = k

√
a.

2) Necht’ a = 0.

Protože |an| < δ implikuje | k√an| < k
√
δ, stač́ı ke kladnému ε položit δ = εk a aplikovat

3.7, abychom dostali lim k
√
an = 0.

Zbývá dokázat, že v př́ıpadě nekonečné limity posloupnosti (an) má i posloupnost

k-tých odmocnin limitu +∞. Necht’ tedy a = +∞.

Zapsáno symbolicky

(∀β > 0)(∃n1)(∀n > n1)(an > β) . (3.8)

Z nerovnosti an > β plyne k
√
an >

k
√
β. Když pro libovolné kladné α polož́ıme β = αk,

dostaneme z 3.8 existenci n1 takového, že k
√
an > α pro každé n > n1, což znamená

lim k
√
an = +∞.

Vztahy nerovnost́ı mezi členy dvou posloupnost́ı se přenášej́ı i na vztah mezi limitami

a obráceně. To nám umožńı odvodit daľśı užitečné věty pro výpočet limity, tzv. sendvičové

věty.

Věta 3.3.5. Necht’ reálné posloupnosti (an) a (bn) maj́ı limity v R. Plat́ı

lim an < lim bn =⇒ (∃n0)(∀n > n0, n ∈ N)(an < bn).

D̊ukaz. Označme a = lim an a b = lim bn. Z vlastnost́ı okoĺı už v́ıme, že ze vztahu a 6= b

plyne existence disjunktńıch okoĺı H
(0)
a a H

(0)
b . Protože nav́ıc je a < b, dostaneme

(∃H(0)
a )(∃H(0)

b )(∀x ∈ H(0)
a )(∀y ∈ H(0)

b )(x < y). (3.9)

Z definice limity najdeme k okoĺı H
(0)
a č́ıslo n1 takové, že pro každé n > n1 je an ∈ H(0)

a

a podobně k okoĺı H
(0)
b najdeme n2 tak, že pro každé n > n2 je bn ∈ H

(0)
b . Stač́ı nyńı

zvolit n0 = max{n1, n2} a dostaneme z 3.9 už tvrzeńı věty.
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Poznámka. Uvažujme posloupnosti
(
1
n

)
a
(
2
n

)
. I když pro každé n ∈ N je 1

n
< 2

n
, ostrá

nerovnost neplat́ı mezi limitami těchto posloupnost́ı. Proto předchoźı větu nelze vyslovit

jako ekvivalenci. Obrácenou implikaci však lze vyslovit pro neostrou nerovnost.

Věta 3.3.6. Necht’ (an) a (bn) jsou reálné posloupnosti maj́ıćı limitu v R . Plat́ı

(∃n1)(∀n > n1, n ∈ N)(an ≤ bn) =⇒ lim an ≤ lim bn.

D̊ukaz. (sporem) Necht’ pro každé n > n1 plat́ı an ≤ bn a necht’ lim an > lim bn. Pak

z předchoźı věty od jistého indexu n0 poč́ınaje je an > bn. Tedy pro n > max{n1, n0} má

platit an > bn a an ≤ bn – spor.

Věta 3.3.7. (věta o limitě sevřené posloupnosti) Necht’ (an), (bn) a (cn) jsou reálné

posloupnosti, pro které plat́ı:

1) (∃n0)(∀n > n0, n ∈ N)(an ≤ bn ≤ cn);

2) posloupnosti (an) a (cn) maj́ı stejnou limitu a ∈ R.

Pak existuje limita posloupnosti (bn) a plat́ı lim bn = a.

D̊ukaz. Z definice limity dostaneme

(∀ε > 0)(∃n1)(∀n > n1)(a− ε < an < a+ ε), (3.10)

(∀ε > 0)(∃n2)(∀n > n2)(a− ε < cn < a+ ε). (3.11)

Využijme nerovnost z předpokladu 1) a nerovnosti v 3.10 a 3.11. Pro n > n0, n1, n2

dostaneme

a− ε < an ≤ bn ≤ cn < a+ ε.

K libovolnému ε > 0 tedy lze naj́ıt n3 = max{n0, n1, n2} tak, že pro každé n > n3 je

a− ε < bn < a+ ε ⇐⇒ |bn − a| < ε .

To však znamená, že lim bn = a.

Věta 3.3.8. Necht’ pro členy reálných posloupnost́ı (an) a (bn) plat́ı an ≤ bn pro každé

n ∈ N od jistého n0 poč́ınaje. Pak

1) lim an = +∞ =⇒ lim bn = +∞ ,

2) lim bn = −∞ =⇒ lim an = −∞ .

D̊ukaz. Necht’ lim an = +∞; symbolicky (∀α > 0)(∃n1)(∀n > n1)(an > α). Z předpokladu

věty dostaneme, že pro n > max{n0, n1} plat́ı také bn > α, což znamená, že lim bn = +∞.

Důkaz druhé části tvrzeńı je analogický.

Ted’ v několika př́ıkladech aplikujeme dokázané věty na výpočet d̊uležitých limit po-

sloupnost́ı.
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Př́ıklad 3.3.9. Plat́ı

lim n
√
n = 1.

Abychom to dokázali, uvažujme posloupnost (hn) definovanou vztahem

hn = n
√
n− 1.

Zřejmě hn ≥ 0 pro každé n ∈ N. Z binomické věty dostaneme pro n ≥ 2

n = (1 + hn)n = 1 +

(
n

1

)
hn +

(
n

2

)
h2n + . . .+

(
n

n

)
hnn > 1 +

(
n

2

)
h2n,

a tedy

n− 1 >
n(n− 1)

2
h2n .

Po vyděleńı nerovnosti č́ıslem n(n−1)
2

a odmocněńım (to lze provést, protože hn ≥ 0)

dostaneme √
2

n
≥ hn ≥ 0 .

Jelikož limity posloupnost́ı sv́ıraj́ıćıch posloupnost (hn) zdola i shora jsou rovny stejnému

č́ıslu 0, je podle věty o limitě sevřené posloupnosti

limhn = 0 ⇒ lim n
√
n = lim(1 + hn) = 1.

Př́ıklad 3.3.10. Pro každé a ∈ R, a > 0, je

lim n
√
a = 1.

Uvažujme nejdř́ıve a ≥ 1. Pak pro každé n > a plat́ı

1 ≤ n
√
a ≤ n
√
n.

Opět posloupnosti (1) a ( n
√
n) sv́ıraj́ıćı naš́ı posloupnost zdola, resp. shora maj́ı stejnou

limitu 1, a proto z věty o limitě sevřené posloupnosti je i lim n
√
a = 1.

Když 0 < a < 1, pak 1
a
> 1 a z předchoźıho plyne, že lim n

√
1
a

= 1, což dává

lim n
√
a = lim

1

n

√
1
a

= 1.

Př́ıklad 3.3.11. Plat́ı

lim
n
√
n! = +∞.
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Nejdř́ıve si uvědomı́me z tvaru paraboly f(x) = x(n+ 1− x), že

k(n+ 1− k) = f(k) ≥ f(1) = n pro každé k = 1, 2 . . . , n.

To nám umožńı odhadnout

(n!)2 =

(
n∏
k=1

k

)
.

(
n∏
k=1

(n+ 1− k)

)
=

n∏
k=1

k(n+ 1− k) ≥ nn.

2n-tá odmocnina z této nerovnosti dává

n
√
n! ≥

√
n.

Protože lim
√
n = +∞, je podle věty 3.3.8 i limita posloupnosti n

√
n! rovna +∞.

Př́ıklad 3.3.12. Necht’ a ∈ R. Pak pro limitu reálné posloupnosti (an) plat́ı:

lim an =


0 pro |a| < 1

1 pro a = 1

+∞ pro a > 1

neexistuje pro a ≤ −1.

Když a = 0 nebo a = 1, jedná se o konstantńı posloupnost a o konstantńıch posloup-

nostech jsme už ukázali, že jejich limita je rovna dané konstantě. Pro a = −1 dostaneme

posloupnost
(
(−1)n

)
, o které jsme ukázali, že nemá limitu. Budeme proto diskutovat

jenom př́ıpad a 6= 0,±1.

1) Necht’ 0 < |a| < 1.

Plat́ı |an+1| = |an|.|a| < |an|, tj. posloupnost
(
|an|
)

je klesaj́ıćı. Nav́ıc je to posloupnost

omezená, protože pro jej́ı členy plat́ı 0 < |an| < |a|. Z věty o limitě monotonńı posloup-

nosti dostaneme, že existuje konečná limita l = lim |an| ∈ R. Posloupnost
(
|an+1|

)
je

vybraná z posloupnosti
(
|an|
)
, a proto má stejnou limitu. Celkově

l = lim |an+1| = lim |a|.|an| = |a|. lim |an| = |a|.l .

Využili jsme zde větu o limitě součinu dvou posloupnost́ı, konkrétně konstantńı posloup-

nosti (|a|) a posloupnosti
(
|an|
)
. Rovnost l = |a|.l ⇔ (1 − |a|).l = 0 implikuje l = 0, tj.

lim |an| = 0. Z věty o limitě posloupnosti absolutńıch hodnot plyne, že i lim an = 0, což

jsme měli ukázat.

2) Necht’ a > 1.

Ted’ (an) je rostoućı posloupnost, zdola omezená např. č́ıslem a > 1. Existuje tedy
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lim an = l. Z věty o nerovnostech mezi limitami muśı být limita l ≥ a. Opět plat́ı

l = lim an+1 = a. lim an = a.l. Rovnost l = a.l je pro l ≥ a > 1 splněna pouze tak, že

l = lim an = +∞.

3) Necht’ a < −1.

Vybranou posloupnost
(
a2n
)

lze přepsat jako
(
(a2)n

)
, kde ted’ a2 > 1 a podle bodu 2)

d̊ukazu je lim a2n = +∞.

Spoč́ıtejme limitu jiné vybrané posloupnosti
(
a2n+1

)
.

lim a2n+1 = a lim a2n = a.(+∞) = −∞.

Našli jsme tedy dvě posloupnosti vybrané z posloupnosti (an), a tyto posloupnosti maj́ı

r̊uzné limity. To implikuje, že lim an neexistuje.

Než se pust́ıme do daľśıho př́ıkladu, odvod́ıme pomocné tvrzeńı o limitě součinu dvou

posloupnost́ı (an) a (bn).

Lemma 3.3.13. Necht’ (an) a (bn) jsou reálné posloupnosti, lim an = 0 a necht’ posloup-

nost (bn) je omezená. Pak lim(anbn) = 0.

D̊ukaz. Omezenost (bn) znamená, že (∃K > 0)(∀n ∈ N)(|bn| ≤ K). Proto pro každé

n ∈ N plat́ı

0 ≤ |anbn| ≤ |an|K.

Využijeme větu, že lim an = 0, právě když lim |an| = 0. Limita levé strany nerovnosti je

0. Spoč́ıtejme limitu pravé strany nerovnosti. Dostáváme

lim |an|K = K lim |an| = K.0 = 0.

Z věty o limitě sevřené posloupnosti plyne lim |anbn| = 0 a z věty o limitě absolutńı

hodnoty zase lim anbn = 0.

Poznámka. Všimněme si, že když lim an = 0, umožňuje nám předchoźı lemma vypoč́ıtat

limitu součinu (anbn) i v př́ıpadech, kdy lim bn neexistuje. Od posloupnosti (bn) je poža-

dována pouze omezenost.

Př́ıklad 3.3.14. Necht’ a ∈ C. Pak pro limitu komplexńı posloupnosti (an) plat́ı:

lim an =


0 pro |a| < 1

1 pro a = 1

∞ pro |a| > 1

neexistuje pro |a| = 1, a 6= 1.
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Využijeme toho, že každé komplexńı č́ıslo a lze zapsat v tzv. goniometrickém tvaru jako

a = |a|(cosφ+ i sinφ), kde úhel φ ∈ 〈0, 2π), a rovněž využijeme platnosti Moivreovy věty

an = |a|n
(
cos(nφ) + i sin(nφ)

)
.

1) Necht’ |a| < 1.

Protože lim |a|n = 0 a posloupnosti
(
cos(nφ)

)
a
(
sin(nφ)

)
jsou omezené, plyne z lemmatu

lim Re (an) = lim |a|n cos(nφ) = 0 a lim Im (an) = lim |a|n sin(nφ) = 0.

Pro komplexńı posloupnost plat́ı věta, že lim an = lim Re an + i lim Im an, pokud limity

napravo jsou konečné. Máme tedy př́ımo, že lim an = 0.

2) Necht’ |a| > 1.

Připomeňme, že pro komplexńı posloupnosti plat́ı (viz věta 3.2.15): lim an = ∞ ⇐⇒
lim |an| = +∞.

Jelikož lim |an| = lim |a|n = +∞, máme dokázáno, že lim an =∞.

3) Necht’ |a| = 1, tj. a = cosφ+ i sinφ.

Kdyby existovala l = lim an, pak |l| = lim |an| = lim 1 = 1. Nav́ıc by pro limitu l muselo

platit

l = lim an+1 = a. lim an = a. l.

Protože l ∈ C, l 6= 0, muśı být a = 1. Odvodili jsme, že pro |a| = 1 existuje lim an pouze

v př́ıpadě, kdy a = 1.

Př́ıklad 3.3.15. Necht’ φ ∈ (0, π) ∪ (π, 2π).

Posloupnost
(
cos(nφ)

)
ani posloupnost

(
sin(nφ)

)
nemá limitu.

Předpoklad φ ∈ (0, π) ∪ (π, 2π) zaručuje, že komplexńı č́ıslo a = cosφ+ i sinφ 6= ±1.

Z předchoźıho př́ıkladu už v́ıme, že neexistuje limita posloupnosti an = cos(nφ)+i sin(nφ).

To znamená, že neexistuje alespoň jedna z limit lim cos(nφ) a lim sin(nφ).

Předpokládejme, že by lim cos(nφ) existovala a byla rovna l. Protože posloupnost(
cos(nφ)

)
je omezená, musela by být limita l ∈ R. Z věty o limitě vybrané posloupnosti

by také muselo platit, že lim cos((n + 1)φ) = l. Ze součtového vzorce pro funkci kosinus

cos((n+ 1)φ) = cos(nφ) cosφ− sin(nφ) sinφ však dostaneme

sin(nφ) =
1

sinφ

(
cos(nφ) cosφ− cos((n+ 1)φ)

)
.

Z existence lim cos(nφ) by tedy plynula i existence lim sin(nφ) - a to je spor.

Ke sporu analogicky dovede i předpoklad existence limity posloupnosti
(
sin(nφ)

)
.
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Daľśı př́ıklad jsme zařadili mezi ”d̊uležité př́ıklady”sṕı̌se z d̊uvodu d̊uležitosti použité

metody než z d̊uvodu samotného výsledku. Ukazujeme, jak si poč́ınat při výpočtu limit

rekurentně zadaných posloupnost́ı.

Př́ıklad 3.3.16. Uvažujme posloupnost (an) definovanou předpisem

a1 = 1 a an+1 =
√
an + 2 pro každé n ∈ N.

Ze zadáńı je jasné, že (an) je kladná posloupnost. Kdybychom věděli, že limita a posloup-

nosti existuje, vypoč́ıtali bychom ji ze vztahu a =
√

2 + a, který má v R dvě řešeńı, a to

a = 2 a a = +∞. Zkoumáńı omezenosti, resp. neomezenosti by nám napovědělo, které

z řešeńı vybrat jako výsledek.

Jedńım z ”vynucovaćıch”prostředk̊u pro existenci limity je monotonie posloupnosti.

Zkusme ověřit, že posloupnost (an) je rostoućı, tj.

an ≤ an+1 =
√
an + 2 ⇐⇒ a2n ≤ an+2 ⇐⇒ 0 ≤ (2−an)(an+1) ⇐⇒ an ≤ 2.

Pro předchoźı ekvivalence jsme využili toho, že an > 0.

Zkusme ukázat indukćı, že

an ≤ 2 pro každé n ∈ N.

Pro n = 1 to plyne ze zadáńı. Z indukčńıho předpokladu an ≤ 2 a z rekurence máme

an+1 =
√
an + 2 ≤

√
2 + 2 = 2.

Shrneme: Ukázali jsme, že posloupnost (an) je omezená shora závorou 2. To implikuje,

že (an) je rostoućı, a tedy existenci limity, která nemůže být +∞. Proto

lim an = 2.

3.4 Eulerovo č́ıslo e

Definujme dvě reálné posloupnosti (an)n∈N a (bn)n∈N předpisy

an =

(
1 +

1

n

)n
a bn =

(
1 +

1

n

)n+1

.

O těchto posloupnostech dokážeme několik tvrzeńı:

1. (an)n∈N je ostře rostoućı:

an =

(
1 +

1

n

)n
=

n∑
k=0

(
n

k

)
1

nk
=

n∑
k=0

1

k!

k−1∏
j=0

(
1− j

n

)
<
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<
n+1∑
k=0

1

k!

k−1∏
j=0

(
1− j

n+ 1

)
= an+1.

Nerovnost plyne z toho, že jsme zvětšili každý člen součinu 1− j
n

na 1− j
n+1

a nav́ıc

v sumě máme o jeden kladný sč́ıtanec v́ıc.

Posloupnost (an) má tedy limitu.

2. (bn)n∈N je ostře klesaj́ıćı:

bn+1 < bn ⇔
(

1 +
1

n+ 1

)n+2

<

(
1 +

1

n

)n+1

⇔ n+ 1

n
<

(
(n+ 1)2

n(n+ 2)

)n+2

⇔

⇔ 1 +
1

n
<

(
1 +

1

n(n+ 2)

)n+2

= 1 +
n+ 2

n(n+ 2)
+ daľśı členy binomické formule.

Protože všechny ”daľśı členy”jsou kladná č́ısla, nerovnost plat́ı.

Existuje tedy limita posloupnosti (bn).

3. Protože a1 ≤ an < bn ≤ b1 pro každé n přirozené, jsou obě posloupnosti omezené a

jejich limity jsou konečné. Nav́ıc plat́ı bn = an
(
1 + 1

n

)
, což implikuje, že posloup-

nosti (an) a (bn) maj́ı stejnou limitu. Společnou limitu označujeme e a nazýváme

Eulerovo č́ıslo. Symbolicky

lim

(
1 +

1

n

)n
= lim

(
1 +

1

n

)n+1

= e.

4. Z typu monotonie posloupnosti (an) a (bn) dostaneme(
1 +

1

n

)n
< e <

(
1 +

1

n

)n+1

pro každé n ∈ N.

To nám umožńı určit přibližnou hodnotu e: pro n = 1 dostaneme 2 < e < 4, pro

n = 2 dostaneme 2.25 < e < 3.375, atd. Vzdálenost dolńıho a horńıho odhadu č́ısla e je

bn − an =
an
n
<
e

n
<

4

n
.

Z druhé strany

bn − an =

(
1− n

n+ 1

)
.bn >

e

n+ 1
>

2

n+ 1
.

Tedy ani po výpočtu a1000 a b1000 nev́ıme, jak vypadá třet́ı mı́sto za desetinnou čárkou

v Eulerově č́ısle e. Pro efektivńı určeńı č́ısla e s dostatečnou přesnost́ı lépe poslouž́ı

posloupnost (cn) definovaná předpisem

cn =
n∑
k=0

1

k!
.

48



Uved’me d̊uležité vlastnosti (cn) :

1. Posloupnost (cn) je ostře rostoućı.

2. Pro každé n ∈ N, n > 1, plat́ı an < cn, protože

an =
n∑
k=0

1

k!

k−1∏
j=0

(
1− j

n

)
<

n∑
k=0

1

k!
= cn.

3. Pro každé m ∈ N je cm < e.

Pro d̊ukaz tohoto tvrzeńı zafixujme m ∈ N a vezměme libovolné n ∈ N, n > m.

Plat́ı

an =
n∑
k=0

1

k!

k−1∏
j=0

(
1− j

n

)
>

m∑
k=0

1

k!

k−1∏
j=0

(
1− j

n

)
.

Nalevo i napravo máme dvě posloupnosti s proměnným indexem n, obě tyto po-

sloupnosti maj́ı limitu. Přičemž limita levé posloupnosti (an) je e, limita napravo

je
∑m

k=0
1
k!

= cm. Z věty o nerovnostech mezi limitami dostaneme e ≥ cm, a to pro

libovolné m ∈ N, které jsme fixovali. Protože posloupnost (cn) je ostře rostoućı,

nemůže se stát, aby cm0 = e, protože pak cm0+1 > e, a to by byl spor s právě

dokázaným tvrzeńım.

Z vlastnost́ı 2) a 3) posloupnosti (cn) v́ıme, že an < cn < e pro každé n ∈ N, n > 1.

Z věty o limitě sevřené posloupnosti pak plyne

lim
n→+∞

n∑
k=0

1

k!
= e.

Nyńı ukážeme, že posloupnost (cn) konverguje k č́ıslu e mnohem rychleji, než posloup-

nosti (an) a (bn).

Lemma 3.4.1. Pro každé m ∈ N plat́ı

e−
m∑
k=0

1

k!
≤ 1

m.m!
.

D̊ukaz. Opět fixujeme m ∈ N, vezmeme libovolné n > m, n ∈ N a odhadujeme

cn−cm =
n∑

k=m+1

1

k!
=

1

m!

(
1

m+ 1
+

1

(m+ 1)(m+ 2)
+ . . .+

1

(m+ 1)(m+ 2) . . . n

)
<

<
1

m!

(
1

m+ 1
+

1

(m+ 1)2
+ . . .+

1

(m+ 1)n−m

)
=

1

m!

1

m+ 1

1−
(

1
m+1

)n−m
1− 1

m+1

<
1

m.m!
.
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Když pro fixované m spoč́ıtáme limitu pravé a levé strany nerovnosti pro n 7→ +∞,

dostaneme tvrzeńı lemmatu.

Např́ıklad pro n = 6 je rozd́ıl e − c6 menš́ı než 1
6.6!

< 0.00024. Tedy hodnoty

c6 = 2, 71805̄ a č́ısla e zaokrouhleny na 3 desetinná mı́sta se shoduj́ı.

Věta 3.4.2. Čı́slo e je iracionálńı.

D̊ukaz. (sporem) Necht’ e = p
q
∈ Q. Protože 2 < e = p

q
< 3, je jmenovatel q ≥ 2.

Z předchoźıho lemmatu dostaneme

0 <
p

q
−

q∑
k=0

1

k!
≤ 1

q.q!
.

Vynásobeńım celé nerovnosti č́ıslem q! dostaneme

0 < p.(q − 1)!−
q∑

k=0

q!

k!
≤ 1

q
,

přičemž prostředńı výraz je celé č́ıslo, které má být kladné a současně menš́ı nebo rovno
1
q
≤ 1

2
, to je spor.

Poznámka. Protože č́ıslo e je iracionálńı, tvrzeńı lemmatu 3.4.1 lze ześılit na ostrou

nerovnost e− cm < 1
m.m!

.

3.5 Limes superior a limes inferior reálné posloup-

nosti

Definice 3.5.1. Bod a ∈ R nazveme hromadnou hodnotou posloupnosti (an), když

existuje posloupnost (akn) vybraná z (an), pro niž a = lim akn .

Poznámka. Když posloupnost (an) má limitu, pak jej́ı jedinou hromadnou hodnotou je

hodnota limity.

Př́ıklad 3.5.2. 1) Posloupnost
(
(−1)n

)
má dvě hromadné hodnoty, a to 1 a −1.

2) Posloupnost 1, 1, 2, 1, 2, 3, 1, 2, 3, 4, 1, 2, 3, 4, 5, . . . má nekonečně mnoho hromadných

hodnot, a to N ∪ {+∞}.

Př́ıklad 3.5.3. Ukážeme, že množina hromadných hodnot posloupnosti

an =
√
n− [

√
n]
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je celý interval 〈0, 1〉, tedy nespočetná množina. Pro α ∈ 〈0, 1〉 uvažujme ostře rostoućı

posloupnost přirozených č́ısel

kn = n2 + 2[αn] .

Jelikož

n2 ≤ n2 + 2[αn] < n2 + 2n+ 1 = (n+ 1)2 ,

je [
√
kn] = n.

Dostaneme √
kn − [

√
kn] =

√
n2 + 2[αn]− n =

2[αn]√
n2 + 2[αn] + n

.

Využijeme toho, že pro celou část [x] plat́ı x− 1 < [x] ≤ x a odhadneme

2(αn− 1)

2n+ 1
=

2(αn− 1)√
n2 + 2n+ 1 + n

≤ 2[αn]√
n2 + 2[αn] + n

≤ 2αn√
n2 + n

= α.

Jelikož lim 2(αn−1)
2n+1

= α, sevřeli jsme posloupnost
√
kn − [

√
kn] mezi dvě posloupnosti se

stejnou limitou, a tedy podle věty 3.3.7 je lim akn = α.

Věta 3.5.4. Každá posloupnost má hromadnou hodnotu. Přitom plat́ı: množina všech

hromadných hodnot dané posloupnosti má nejvěťśı a nejmenš́ı prvek. (Nejvěťśım, resp.

nejmenš́ım prvkem m̊uže být i ±∞).

D̊ukaz. I) Nejdř́ıve předpokládejme, že posloupnost (an) neńı omezená shora, tj.

(∀M)(∃n ∈ N)(an > M). (3.12)

Když polož́ıme M = 1, najdeme k1 ∈ N tak, aby platilo ak1 > 1. Pak zvoĺıme M =

max{2, a1, a2, . . . , ak1} a opět podle 3.12 nalezneme k2 tak, že ak2 > M ≥ 2. Z toho, jak

jsme volili M , ted’ plyne, že k2 > k1. Daľśı M polož́ıme M = max{3, a1, a2, . . . , ak2} a

najdeme k3 > k2 atd. Celkově dostaneme ostře rostoućı posloupnost přirozených č́ısel

(kn) takovou, že akn > n. To ale podle věty 3.3.8 znamená, že lim akn = +∞. Tedy +∞
je hromadná hodnota posloupnosti (an); zřejmě je to největš́ı hromadná hodnota.

II) Necht’ posloupnost (an) je omezená shora. Pak sup{ak|k ∈ N} < +∞ a má smysl

definovat reálnou posloupnost (βn) předpisem

βn = sup{an, an+1, an+2, . . .} = sup{ak|k ≥ n}.

Jelikož množina {an+1, an+2, an+3, . . .} je podmnožinou množiny {an, an+1, an+2, . . .}, je

βn+1 ≤ βn pro každé n přirozené. Tedy posloupnost (βn) je klesaj́ıćı a tud́ıž má limitu,

označme β = lim βn. Limita klesaj́ıćı posloupnosti může nabývat pouze reálných hodnot
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nebo −∞. Rozlǐśıme dva př́ıpady.

II a) Necht’ β = −∞. Pak z definice limity plyne

(∀α > 0)(∃n0)(∀n > n0)(βn < −α).

Z prvńı vlastnosti suprema pro βn dostaneme (∀k ≥ n)(ak ≤ βn). To dohromady im-

plikuje

(∀α > 0)(∃n0)(∀n > n0)(an < −α) ⇐⇒ lim an = −∞.

Z poznámky za definićı hromadné hodnoty plyne, že množina hromadných hodnot má

jediný prvek −∞, a ten je tedy i jej́ım největš́ım prvkem.

II b) Necht’ β ∈ R. Z definice limity dostaneme

(∀ε > 0)(∃n0)(∀n > n0)(β − ε < βn < β + ε). (3.13)

Z druhé vlastnosti suprema pro každé βn máme (∃k ≥ n)(β − ε < ak ≤ βn). Celkově

(∀ε > 0)(∃n0)(∀n > n0)(∃k ≥ n)(β − ε < ak < β + ε) (3.14)

Když v 3.14 vezmeme ε = 1, najdeme n0 a k němu můžeme vźıt libovolné n > n0.

Pak existuje k1 tak, že β − 1 < ak1 < β + 1.

Když aplikujeme 3.14 na ε = 1
2
, nalezneme opět nějaké n0, k němu pak zvoĺıme

n > max{n0, k1} a najdeme k2 ≥ n > k1 takové, že β − 1
2
< ak2 < β + 1

2
. Takto

postupujeme pro daľśı ε = 1
n
, n = 3, 4, . . . . Dostaneme tak ostře rostoućı posloupnost

přirozených č́ısel (kn) s vlastnost́ı

β − 1

n
< akn < β +

1

n
.

Z věty o limitě sevřené posloupnosti už plyne, že lim akn = β.

Ukázali jsme tedy, že β je hromadnou hodnotou posloupnosti (an). Ještě ukážeme

sporem, že je to největš́ı hromadná hodnota. Pro spor předpokládejme, že nějaké γ > β

je také hromadnou hodnotou posloupnosti (an). Zajisté nalezneme kladné ε tak, aby

β < β + ε < γ. Z 3.13 plyne, že od jistého n0 poč́ınaje je βn < β + ε, a z prvńı vlastnosti

suprema vztažené k βn pak an ≤ βn < β + ε. Tedy existuje pouze konečně mnoho člen̊u

posloupnosti (an) lež́ıćıch v intervalu (β + ε,+∞), kam patř́ı i γ. Takové γ nemůže být

limitou žádné posloupnosti vybrané z (an) - spor.

Podobně lze dokázat i existenci nejmenš́ı hromadné hodnoty.

Předchoźı věta nás opravňuje závést následuj́ıćı pojmy.
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Definice 3.5.5. Největš́ı hromadnou hodnotu posloupnosti (an) nazýváme limes su-

perior posloupnosti (an) a znač́ıme limsup an nebo také lim an.

Nejmenš́ı hromadnou hodnotu posloupnosti (an) nazýváme limes inferior posloupnosti

(an) a znač́ıme liminf an nebo také lim an.

Z definice a d̊ukazu předchoźı věty plyne hned několik základńıch vlastnost́ı limsup an

a liminf an (d̊ukazy jsou přenechány čtenáři):

1. limsup an a liminf an existuj́ı na rozd́ıl od limity pro každou reálnou posloupnost

(an).

2. Pro každou posloupnost (akn) vybranou z (an) plat́ı

liminf an ≤ liminf akn ≤ limsup akn ≤ limsup an.

3. limsup an = +∞ ⇔ (an) neńı omezená shora.

liminf an = −∞ ⇔ (an) neńı omezená zdola.

4. limsup an = −∞ ⇔ lim an = −∞.

liminf an = +∞ ⇔ lim an = +∞.

5. Hodnotu limes superior posloupnosti (an) lze charakterizovat takto:

β = limsup an ⇔ 1) (∀β′ ∈ R, β′ > β)(∃n0)(∀n > n0, n ∈ N)(an < β′)

2) (∀β′′ ∈ R, β′′ < β)(∃∞n)(an > β′′).

6. Hodnotu limes inferior posloupnosti (an) lze charakterizovat takto:

α = liminf an ⇔ 1) (∀α′ ∈ R, α′ < α)(∃n0)(∀n > n0, n ∈ N)(an > α′)

2) (∀α′′ ∈ R, α′′ > α)(∃∞n)(an < α′′).

Věta 3.5.6. Pro každou reálnou posloupnost (an) plat́ı:

lim an existuje ⇐⇒ limsup an = liminf an.

V př́ıpadě, že lim an existuje, je lim an = lim sup an = lim inf an.

D̊ukaz. Implikace (⇒) je zřejmá. Dokazujeme proto (⇐). Rozlǐśıme 2 př́ıpady:

1) Necht’ limsup an = liminf an = a, kde a = +∞ nebo a = −∞.

Bod 4) z výčtu základńıch vlastnost́ı limsup a liminf implikuje, že lim an existuje a je a.

2) Necht’ limsup an = liminf an = a ∈ R.

Pro kladné ε polož́ıme do charakteristiky limsup, jak je uvedená v bodě 5), za β′ č́ıslo
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a + ε > a. To implikuje existenci n1 takového, že pro každé n > n1 je an < a + ε.

Využijeme také charakteristiku liminf v bodě 6). Za α′ < a vezmeme α′ = a− ε. Existuje

n2 tak, že pro každé n > n2 je an > a − ε. Když nyńı definujeme n0 = max{n1, n2},
dostaneme:

(∀ε > 0)(∃n0)(∀n > n0)(a− ε < an < a+ ε) ⇔ lim an = a

a to jsme chtěli dokázat.

Vypoč́ıtat limes superior nebo limes inferior může být velmi složité. V některých př́ıpadech

pomůže následuj́ıćı věta.

Věta 3.5.7. Necht’ posloupnosti (a
k
(1)
n

), (a
k
(2)
n

), . . . , (a
k
(r)
n

) vybrané z posloupnosti (an)

splňuj́ı:

i) pro každé j ∈ {1, 2, . . . , r} existuje lim a
k
(j)
n

= a(j)

ii) {k(1)n } ∪ {k(2)n } ∪ . . . ∪ {k(r)n } = N.

Pak limes superior posloupnosti (an) je nejvěťśı a limes inferior nejmenš́ı z hodnot a(1),

a(2), . . . , a(r).

D̊ukaz. Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že a(1) ≥ a(2) ≥ . . . ≥ a(r). Chceme

ukázat, že a(1) je limes superior posloupnosti (an), tj. že je to největš́ı hromadná hodnota.

Z definice hromadné hodnoty je zřejmé, že a(1) je hromadnou hodnotou. Potřebujeme tedy

ukázat, že žádné jiné γ > a(1) neńı hromadnou hodnotou. Pokud je a(1) = +∞, neńı co

dokazovat. Předpokládejme proto, že a(1) < +∞ a uvažujme γ > a(1). Vezměme λ tak,

aby a(1) < λ < γ. Protože lim a
k
(j)
n

= a(j) ≤ a(1) < λ, dostaneme z definice limity pro

každé j = 1, 2, . . . , r existenci nj ∈ N tak, že

(∀n > nj)(ak(j)n < λ). (3.15)

Položme n0 = max{k(1)n1 , k
(2)
n2 , . . . , k

(r)
nr }. Uvažujme libovolné přirozené n > n0. Podle

předpokladu ii) věty k tomuto n nalezneme j ∈ {1, 2, . . . , r} a i ∈ N tak, že n = k
(j)
i .

Jelikož posloupnost index̊u (k
(j)
n ) je ostře rostoućı, dostaneme z nerovnosti k

(j)
i = n >

n0 ≥ k
(j)
nj , že i > nj. To podle 3.15 znamená, že a

k
(j)
i
< λ, tedy an = a

k
(j)
i
< λ. Celkově

máme

(∃n0)(∀n ∈ N, n > n0)(an < λ).

To znamená, že napravo od č́ısla λ (kde lež́ı i γ) padne pouze konečně mnoho člen̊u

posloupnosti (an). To vylučuje, aby γ bylo hromadnou hodnotou posloupnosti (an).

Obdobně se dokáže, že a(r) je limes inferior posloupnosti (an).

Př́ıklad 3.5.8. Určeme limsup a liminf posloupnosti (an) =
(
2n sin πn

2

)
.
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Uvažujme tři vybrané posloupnosti (a2n), (a4n−1), (a4n−3). Dostaneme

lim a2n = lim 20 = 1, lim a4n−1 = lim 2−(4n−1) = 0, lim a4n−3 = lim 24n−3 = +∞.

Protože je {2n|n ∈ N} ∪ {4n − 1|n ∈ N} ∪ {4n − 3|n ∈ N} = N, podle předchoźı věty

plat́ı limsup an = +∞ a liminf an = 0.

Důsledek 3.5.9. Necht’ pro posloupnosti (a
k
(1)
n

), (a
k
(2)
n

), . . . , (a
k
(r)
n

) vybrané z posloupnosti

(an) plat́ı:

i) (∃a ∈ R)(∀j ∈ {1, 2, . . . , r})(lim a
k
(j)
n

= a);

ii) {k(1)n } ∪ {k(2)n } ∪ . . . ∪ {k(r)n } = N.

Pak existuje limita posloupnosti (an) a plat́ı lim an = a.

Zavedeńı pojmů limes superior a limes inferior nám umožńı dokázat Stolzovu větu

pro výpočet limity posloupnosti. Pro čtenáře, jenž se už setkal s limitou funkce, pozname-

nejme, že Stolzova věta je obdobou l’Hospitalova pravidla, které je d̊uležitou pomůckou

pro výpočet limity funkce.

Věta 3.5.10. (Stolzova) Necht’ (an) a (bn) jsou reálné posloupnosti splňuj́ıćı:

i) (bn) je ostře rostoućı posloupnost nenulových č́ısel taková, že lim bn = +∞;

ii) existuje lim an+1−an
bn+1−bn .

Pak existuje lim an
bn

a plat́ı

lim
an
bn

= lim
an+1 − an
bn+1 − bn

.

D̊ukaz. Věta bude plynout z obecněǰśıho tvrzeńı, které dokážeme:

liminf
an+1 − an
bn+1 − bn

≤ liminf
an
bn
≤ limsup

an
bn
≤ limsup

an+1 − an
bn+1 − bn

.

Prostředńı nerovnost je samozřejmým d̊usledkem definice liminf a limsup. Sporem doká-

žeme posledńı nerovnost.

Necht’ plat́ı limsup an
bn
> limsup an+1−an

bn+1−bn . Zvolme γ ∈ R tak, aby

limsup
an
bn

> γ > limsup
an+1 − an
bn+1 − bn

. (3.16)

Protože limes superior posloupnosti je hromadná hodnota, je pro nějakou ostře rostoućı

posloupnost index̊u (kn)

limsup
an
bn

= lim
akn
bkn

.

Z prvńı vlastnosti limes superior v́ıme, že

(∃n0 ∈ N)(∀k > n0, k ∈ N)

(
ak+1 − ak
bk+1 − bk

< γ

)
.
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Protože (bn) je ostře rostoućı posloupnost, jmenovatel bk+1−bk je kladný a po vynásobeńı

dostaneme nerovnost ak+1 − ak < γ(bk+1 − bk).
Napǐsme tuto nerovnost pro k = n0 + 1, n0 + 2, n0 + 3, . . . , kn− 1, kde n > n0, a sečtěme:

akn − an0+1 =
kn−1∑
k=n0+1

(ak+1 − ak) < γ
kn−1∑
k=n0+1

(bk+1 − bk) = γ(bkn − bn0+1) . (3.17)

Jelikož lim bn = +∞, jsou členy posloupnosti (bn) od jistého n1 kladné. Vyděleńım ne-

rovnosti 3.17 č́ıslem bkn a malou úpravou dostaneme:

pro každé n ∈ N, n > max{n0, n1} plat́ı
akn
bkn

< γ +
an0+1

bkn
− γ bn0+1

bkn
.

Spoč́ıtejme limitu pravé a levé strany nerovnosti pro n 7→ +∞. Zd̊urazněme, že n0 je

pevné. Využijeme předpokladu věty, že lim bn = +∞. Z věty o nerovnosti mezi limitami

dostaneme

limsup
an
bn

= lim
akn
bkn
≤ γ − a to je spor s 3.16.

Rovněž sporem lze dokázat nerovnost mezi liminf an
bn

a liminf an+1−an
bn+1−bn , to však je po-

necháno čtenáři.

Př́ıklad 3.5.11. Na výpočet následuj́ıćı limity

lim
an
bn

= lim

√
1 +
√

2 + . . .+
√
n√

n3

lze použ́ıt Stolzovou větu, protože (
√
n3) je ostře rostoućı posloupnost s limitou +∞ a

také druhý předpoklad Stolzovy věty je splněn:

lim
an+1 − an
bn+1 − bn

= lim

√
n+ 1√

(n+ 1)3 −
√
n3

= lim

√
n+ 1(√

n+ 1−
√
n
) (
n+ 1+

√
n(n+ 1)+ n

) =

= lim

√
n+ 1

(√
n+ 1 +

√
n
)

2n+ 1 +
√
n(n+ 1)

= lim

√
1 + 1

n

(√
1 + 1

n
+ 1
)

2 + 1
n

+
√

1 + 1
n

=
2

3
.

Ze Stolzovy věty tedy plyne, že i lim an
bn

= 2
3
.

Věta 3.5.12. (Cauchẙuv vzorec) Necht’ (an) je posloupnost kladných č́ısel taková, že

existuje lim an+1

an
. Pak existuje i lim n

√
an a plat́ı

lim
an+1

an
= lim n

√
an.
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D̊ukaz. Opět dokážeme platnost nerovnost́ı

liminf
an+1

an
≤ liminf n

√
an ≤ limsup n

√
an ≤ limsup

an+1

an
,

z kterých plyne tvrzeńı věty. Proto už jenom stručně. Kdyby platilo

limsup n
√
an > γ > limsup

an+1

an
(3.18)

pro nějaké γ ∈ R, pak by pro každé k ∈ N od jistého n0 poč́ınaje bylo γ > ak+1

ak
. Po

vynásobeńı těchto nerovnost́ı pro k = n0 + 1, n0 + 2, . . . , n− 1 dostaneme

γn−n0−1 >
an
an0+1

⇔ n

√
an0+1

γn0+1
.γ > n

√
an.

Protože lim n

√
an0+1

γn0+1 = 1, dostaneme limitńım přechodem pro vhodně zvolenou posloup-

nost (kn)

γ ≥ lim kn
√
akn = limsup n

√
an − a to je spor s 3.18.

Poznámka. Až bude definována funkce logaritmus a až si dokážeme, že za jistých předpo-

klad̊u

a = lim an ⇔ ln a = lim ln an,

snadno odvod́ıme Cauchẙuv vzorec ze Stolzovy věty, protože

lim ln n
√
an = lim

ln an
n

= lim
ln an+1 − ln an
n+ 1− n

= lim ln
an+1

an
.

Př́ıklad 3.5.13. Pomoćı Cauchyova vzorce odvod́ıme snadno již známé limity:

lim n
√
a = lim a

a
= 1 pro a > 0,

lim n
√
n = lim n+1

n
= 1,

lim n
√
n! = lim (n+1)!

n!
= lim(n+ 1) = +∞.

3.6 Bolzanovo-Cauchyovo kritérium konvergence

Definice 3.6.1. Č́ıselná posloupnost (an) se nazývá cauchyovská, když

(∀ε > 0)(∃n0 ∈ N)(∀n ∈ N, n > n0)(∀m ∈ N,m > n0)(|am − an| < ε). (3.19)
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Pro cauchyovskou posloupnost se někdy použ́ıvá termı́n fundamentálńı posloupnost.

Podmı́nku 3.19 lze ekvivalentně formulovat takto:

(∀ε > 0)(∃n0 ∈ N)(∀n ∈ N, n > n0)(∀p ∈ N)(|an+p − an| < ε). (3.20)

Následuj́ıćı věta ukazuje, že splněńı nebo nesplněńı 3.19 rozhoduje o konvergenci reálné

i komplexńı posloupnosti. Proto se též nazývá Bolzanovo-Cauchyovo kritérium kon-

vergence. Podmı́nku 3.19, resp. 3.20 zkráceně označujeme B.-C. podmı́nka.

Věta 3.6.2. Čı́selná posloupnost je konvergentńı právě tehdy, když je cauchyovská.

D̊ukaz. (⇒) Předpokládejme, že posloupnost (an) má konečnou limitu a. Zapsáno

symbolicky

(∀δ > 0)(∃n0)(∀n > n0)(|an − a| < δ).

Pro m,n > n0 tedy plat́ı

|am − an| = |am − a+ a− an| ≤ |am − a|+ |an − a| < 2δ.

Proto pro libovolné kladné ε polož́ıme δ = ε/2 a najdeme n0. Pak pro n,m > n0 je

|am − an| < ε, tj. plat́ı B.-C. podmı́nka.

(⇐) Necht’ posloupnost (an) splňuje B.-C. podmı́nku. Nejdř́ıve ukážeme, že posloup-

nost (an) je omezená. Zvolme za ε = 1, pak podle 3.19 najdeme n0 ∈ N tak, že

(∀n > n0)(|an − an0+1| < 1) =⇒ (∀n > n0)(|an| < 1 + |an0+1|) =⇒

=⇒ (∀n ∈ N) (|an| ≤ max{1 + |an0+1|, |a1|, |a2|, . . . , |an0|}) .

Proto je posloupnost (an) omezená.

Pro tuto chv́ıli se zabývejme reálnou posloupnost́ı (an). Jej́ı omezenost implikuje,

že limes superior je konečné, označme jej a = limsup an. Z definice limes superior je

a = lim akn pro nějakou vybranou posloupnost (akn). Zapsáno v symbolech:

(∀ε > 0)(∃n1)(∀n > n1)(|akn − a| < ε). (3.21)

Jelikož (kn) je ostře rostoućı posloupnost přirozených č́ısel, je kn ≥ n. Proto pro n > n0

je také kn > n0. Odhadujme (při n > n0, n1):

|an − a| = |an − akn + akn − a| ≤ |an − akn|+ |akn − a| < ε+ ε.
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Tedy pro libovolné kladné δ stač́ı zvolit ε = δ/2 a použ́ıt 3.19 a 3.21 pro nalezńı n2 =

max{n0, n1}. Celkově plat́ı

(∀δ > 0)(∃n2 ∈ N)(∀n ∈ N, n > n2)(|an − a| < δ).

To už znamená, že č́ıslo a je limitou reálné posloupnosti (an).

Uvažujme nyńı komplexńı posloupnost (an), která splňuje B.-C. podmı́nku. Protože

pro každé komplexńı č́ıslo z plat́ı

max{|Re z|, |Im z|} ≤ |z| ,

splňuj́ı B.-C. podmı́nku i reálné posloupnosti (Re an) a (Im an). Tedy podle už dokázaného

posloupnosti (Re an) a (Im an) jsou konvergentńı. Věta 3.2.15 implikuje, že komplexńı

posloupnost je také konvergentńı.

Př́ıklad 3.6.3. Dokažme konvergenci posloupnosti (an)n∈N, kde

an =
n∑
k=1

sin(k!)

2k
.

Odhadujme

|an+p − an| =

∣∣∣∣∣
n+p∑
k=1

sin(k!)

2k
−

n∑
k=1

sin(k!)

2k

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
n+p∑

k=n+1

sin(k!)

2k

∣∣∣∣∣ ≤
n+p∑

k=n+1

| sin(k!)|
2k

≤

≤
n+p∑

k=n+1

1

2k
=

1

2n+1

1− 1
2p

1− 1
2

=
1

2n

(
1− 1

2p

)
<

1

2n
<

1

n
< ε .

Pro libovolné kladné ε stač́ı vźıt n0 = 1/ε. Pak pro n > n0 a libovolné p ∈ N plat́ı

|an+p − an| < ε. Posloupnost (an) má tedy konečnou limitu, kterou však neumı́me určit.

Bolzanovo-Cauchyovo kritérium může sloužit i k d̊ukazu divergence posloupnosti.

Př́ıklad 3.6.4. Posloupnost (an)n∈N daná předpisem

an =
n∑
k=1

1

k

je na prvńı pohled ostře rostoućı, a tedy má limitu a ∈ R ∪ {+∞}. Ukážeme, že tato

posloupnost splňuje negaci B.-C. podmı́nky

(∃ε > 0)(∀n0 ∈ N)(∃n ∈ N, n > n0)(∃p ∈ N)(|an+p − an| ≥ ε), (3.22)
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což už bude znamenat, že jej́ı limita je +∞, jak jsme to už odvodili jinou metodou

v př́ıkladu 3.2.14. Využijeme odhadu

a2n − an =
2n∑

k=n+1

1

k
≥

2n∑
k=n+1

1

2n
=

1

2
.

Abychom ověřili 3.22, stač́ı vźıt ε = 1
2

a pro zadané n0 pak uvažovat libovolné n > n0 a

p = n.

3.7 Obecná mocnina a logaritmus

Ćılem této kapitoly bude definovat obecnou mocninu aα pro každé kladné reálné a a každé

reálné α a posléze logaritmus kladného č́ısla b při kladném základě a 6= 1. Připomeneme

nejdř́ıve definici aα pro racionálńı exponenty α a vlastnosti mocniny z ńı plynoućı. Po de-

finici obecné mocniny budeme požadovat, aby rovněž tyto vlastnosti zachovala.

I. Definice celoč́ıselné mocniny

Pro každé n ∈ N a a ∈ R, a > 0, klademe

an := a.a . . . a︸ ︷︷ ︸
n krát

, a0 := 1 , a−n :=
1

an
.

Celoč́ıselnou mocninu lze takto definovat v každém komutativńım tělese, protože se

použ́ıvá pouze násobeńı a existence inverzńıho prvku.

Pro definici racionálńı mocniny v R už byly zapotřeb́ı Axiomy uspořádáńı i Axiom

úplnosti. Z nich jsme odvodili větu 2.1.10, která k danému kladnému a zaručovala exis-

tenci jediného č́ısla b takového, že bn = a.

Toto b jsme nazvali n-tou odmocninou č́ısla a a označili b = n
√
a nebo b = a

1
n .

II. Definice racionálńı mocniny

Pro každé m,n ∈ N a a ∈ R, a > 0, definujeme

a
m
n := n

√
am, a−

m
n :=

1

a
m
n

.

Lze dokázat, že n
√
am = ( n

√
a)
m

. Proto pro ekvivalentńı definici racionálńı mocniny

můžeme zvolit i tvar a
m
n := ( n

√
a)
m

.

Aby definice byla korektńı, muśı se ukázat, že když m
n

= p
q
∈ Q, pak a

m
n = a

p
q .
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Takto definovaná racionálńı mocnina má následuj́ıćı vlastnosti, jejichž d̊ukaz je přenechán

čtenáři.

Vlastnosti racionálńı mocniny:

Pro každé a, b ∈ R, a, b > 0, a každé r, s ∈ Q plat́ı

(1) aras = ar+s, ar

as
= ar−s ,

(2) (ab)r = arbr,
(
a
b

)r
= ar

br
,

(3) (ar)s = ars .

(4) Pro r < s plat́ı: 1 < a ⇒ ar < as ,

0 < a < 1 ⇒ ar > as .

(5) Pro 0 < a < b plat́ı: 0 < r ⇒ ar < br ,

r < 0 ⇒ ar > br .

Přistupme k definci obecné mocniny. K této definici použijeme pojmu limita.

III. Definice obecné mocniny

Necht’ a ∈ R, a > 0, α ∈ R. Klademe

aα := lim arn , kde (rn) je racionálńı posloupnost a lim rn = α.

Aby definice byla korektńı, muśıme ověřit tyto vlastnosti:

A. Pro každé α ∈ R existuje racionálńı posloupnost (rn) taková, že lim rn = α.

B. Pro každou racionálńı konvergentńı posloupnost (rn) existuje lim arn .

C. Hodnota lim arn záviśı pouze na α a a, ne na samotné posloupnosti (rn).

D. Pro α ∈ Q se definice obecné mocniny aα = lim arn shoduje s definićı mocniny aα

pro racionálńı exponent.

A. Ukážeme, že k libovolnému α ∈ R dokonce existuje ostře rostoućı racionálńı

posloupnost (rn), která má za limitu α.

Použijeme netriviálńı vlastnosti reálných č́ısel 2.1.9, že mezi každými dvěma reálnými

č́ısly lež́ı racionálńı č́ıslo.

Za r1 zvoĺıme libovolné r1 ∈ Q takové, že α− 1
2
< r1 < α. Máme-li už nalezeno rn < α,

vezmeme rn+1 ∈ Q tak, aby leželo mezi č́ıslem α a aritmetickým pr̊uměrem č́ısel rn a α,

tedy

rn <
rn + α

2
< rn+1 < α.
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Posloupnost (rn) je proto ostře rostoućı. Pro vzdálenost rn+1 od α plat́ı α − rn+1 <

α− rn+α
2

= α−rn
2

, tj. vzdálenost každého členu posloupnosti (rn) od č́ısla α je nejméně o

polovinu menš́ı než vzdálenost předchoźıho členu. Z toho už plyne, že

0 < α− rn <
1

2n
=⇒ lim rn = α.

Poznamenejme, že kdybychom se spokojili s nemonotonńı racionálńı posloupnost́ı, stačilo

by vźıt (rn) =
(

[nα]
n

)
. Protože pro celou část [x] reálného č́ısla plat́ı x− 1 < [x] ≤ x, lze

posloupnost rn snadno sevř́ıt a pro výpočet limity použ́ıt ”sendvičovou”větu:

α← nα− 1

n
<

[nα]

n
≤ nα

n
= α.

Než přejdeme k bodu B dokážeme pomocné tvrzeńı.

Lemma 3.7.1. Necht’ (rn) je posloupnost racionálńıch č́ısel taková, že lim rn = 0 a dále

necht’ a je libovolné kladné reálné č́ıslo. Pak lim arn = 1.

D̊ukaz. Pro a = 1 tvrzeńı triviálně plat́ı, proto v daľśım předpokládame a 6= 1. Protože

lim rn = 0, lze bez újmy na obecnosti předpokládat |rn| < 1 pro každé n ∈ N.

1) Nejdř́ıve uvažujme situaci, kde rn > 0 pro každé n.

Definujme posloupnost přirozených č́ısel (kn) předpisem kn =
[

1
rn

]
. Pro tuto posloupnost

plat́ı lim kn = +∞, jelikož

+∞ ← 1

rn
− 1 <

[
1

rn

]
= kn ≤

1

rn
→ +∞.

Posloupnost (a
1
kn ) je tedy skorovybraná z posloupnosti (a

1
n ), proto lim a

1
kn = lim a

1
n = 1.

Dále pro kladné rn máme

0 < rn =
1
1
rn

≤ 1

[ 1
rn

]
=

1

kn
.

Z vlastnosti (4) racionálńı mocniny dostaneme

1 = a0 < arn ≤ a
1
kn pro a > 1,

1 = a0 > arn ≥ a
1
kn pro 0 < a < 1.

V obou př́ıpadech věta o limitě sevřené posloupnosti dává lim arn = 1.

2) V př́ıpadě, že rn < 0 pro každé n ∈ N, použijme výsledku z 1) na kladnou posloup-
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nost (−rn). Dostaneme

lim arn = lim
1

a−rn
=

1

lim a−rn
= 1.

3) Uvažujme obecnou racionálńı posloupnost (rn) s nulovou limitou. Pokud pro neko-

nečně mnoho index̊u n je rn > 0, vybereme posloupnost (rhn) tak, aby ostře rostoućı

posloupnost přirozených č́ısel (hn) pokryla všechny indexy n takové, že rn > 0.

Pokud je rn < 0 pro nekonečně mnoho index̊u n, vybereme posloupnost (rln) tak,

aby ostře rostoućı posloupnost přirozených č́ısel (ln) pokryla všechny indexy n takové, že

rn < 0.

Pokud je rn = 0 pro nekonečně mnoho index̊u n, vybereme analogicky posloupnost

(rsn).

Dostaneme takto minimálně jednu, maximálně tři vybrané posloupnosti, každá z nich

má limitu 1 a jejich indexy pokrývaj́ı až na konečný počet výjimek všechna přirozená

č́ısla. To podle d̊usledku 3.5.9 znamená, že i limita p̊uvodńı posloupnosti existuje a je

rovna 1.

B. + C. Necht’ (rn) je ostře rostoućı konvergentńı posloupnost racionálńıch č́ısel,

a ∈ R, a > 0. Zvolme libovolné r ∈ Q, r > lim rn. Z vlastnosti (4) racionálńıch mocnin

dostaneme

pro a ≥ 1 : ar1 ≤ arn ≤ arn+1 ≤ ar pro každé n ∈ N,

pro 0 < a < 1 : ar1 ≥ arn > arn+1 > ar pro každé n ∈ N.

V obou př́ıpadech je posloupnost (arn) monotonńı a omezená, proto má (arn) limitu v R.

Necht’ (sn) je libovolná posloupnost racionálńıch č́ısel, lim sn = α. Označme (rn) ostře

rostoućı posloupnost z bodu A, která má rovněž za limitu α. Protože lim(sn − rn) = 0,

můžeme použ́ıt dokázané lemma. Dostaneme

asn = asn−rnarn 7→ 1. lim arn = lim arn ∈ R.

Tedy existuje reálná limita l = lim asn pro libovolnou racionálńı posloupnost (sn) maj́ıćı

limitu α. Přitom limita l je stejná pro všechny takové posloupnosti (sn).

D. V př́ıpadě, že α ∈ Q, můžeme zvolit za (sn) konstantńı posloupnost sn = α. Pak

(asn) = (aα) je také konstantńı posloupnost a zřejmě lim asn = aα.

Vlastnosti obecné mocniny

Naše definice obecné mocniny aα je tedy korektńı. Nav́ıc obecná mocnina má všech pět
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vlastnost́ı, které jsme vyjmenovali pro racionálńı mocninu. V tomto okamžiku dokážeme

platnost jenom dvou, a to (1) a (4). Důkaz (2) a (5) je malou modifikaćı d̊ukazu (1) a

(4), je proto přenechán čtenáři; d̊ukaz (3) provedeme později.

(1) aα+β = aαaβ pro každé α, β, a ∈ R, a > 0.

D̊ukaz. Necht’ (rn) a (sn) jsou racionálńı posloupnosti s limitami α, resp. β. Z vlastnosti

(1) racionálńıch mocnin plat́ı arn+sn = arnasn . Z věty o limitě součinu dvou posloupnost́ı

a z definice obecné mocniny dostaneme

aα+β = lim arn+sn = lim arnasn = lim arn . lim asn = aαaβ.

(4) Pro každé α, β, a ∈ R, a > 0 plat́ı

α < β a a > 1 =⇒ aα < aβ,

α < β a a < 1 =⇒ aα > aβ.

D̊ukaz. Zvolme dvě racionálńı č́ısla r, s ∈ Q tak, aby α < r < s < β. Necht’ racionálńı

posloupnosti (rn) a (sn) maj́ı limity α, resp. β. Z definice limity plyne, že existuje n0 tak,

že pro každé n > n0 je rn < r a sn > s. Pak z vlastnosti (4) racionálńıch mocnin plyne

pro a > 1

arn < ar < as < asn . (3.23)

Provedeme-li limitńı přechod pro n 7→ +∞, dostaneme z věty 3.3.6 o nerovnostech mezi

limitami

aα = lim arn ≤ ar < as ≤ lim asn = aβ. (3.24)

To dokazuje vlastnost (4) pro a > 1. Pro a < 1 stač́ı v 3.23 a 3.24 otočit směr nerovnost́ı.

Právě vlastnost (4), tzv. monotonie reálné mocniny, sehraje d̊uležitou roli v definici lo-

garitmu.

Věta 3.7.2. Necht’ a ∈ R, a > 0, a 6= 1 a necht’ b ∈ R, b > 0. Pak existuje jediné α takové,

že aα = b.

D̊ukaz. Provedeme d̊ukaz pouze pro 0 < a < 1. Důkaz pro a > 1 je analogický.

Pro 0 < a < 1 uvažujme množinu

M = {x ∈ R | ax ≤ b}.
Ověř́ıme, že má tyto vlastnosti:

• Množina M je neprázdná.

Protože lim an = 0 < b, od jistého n0 je každé n ∈ N prvkem množiny M .
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• Každé reálné č́ıslo y větš́ı než nějaké x ∈M také patř́ı do množiny M .

Necht’ x ∈M a x < y. Z monotonie mocniny plyne b ≥ ax > ay ⇒ y ∈M .

• Existuje reálné č́ıslo, které nepatř́ı do M .

Protože lim a−n = +∞, je od jistého n1 poč́ınaje a−n > b, tj. −n /∈M .

Vyjmenované vlastnosti vynucuj́ı, že množina M je interval zdola omezený a shora neo-

mezený. Označme α = inf M , tj. α je levý krajńı bod intervalu M . Sporem ukážeme, že

pro α plat́ı aα = b.

Kdyby aα < b, pak 1 < b
aα

. Jelikož lim a−
1
n = lim 1

n√a = 1, existuje n ∈ N tak, že

a−
1
n < b

aα
, tedy aα−

1
n < b, což implikuje, že α − 1

n
∈ M , tedy M obsahuje prvek menš́ı

než inf M - spor.

Kdyby aα > b, pak 1 > b
aα

. Ted’ využijeme toho, že lim a
1
n = lim n

√
a = 1. Pro nějaké

n ∈ N je n
√
a > b

aα
, neboli aα+

1
n > b. To však znamená, že α + 1

n
/∈ M , přičemž M je

shora neomezený interval s levým krajńım bodem α - spor.

Jednoznačnost nalezeného α je nasnadě. Protože α1 < α2 implikuje aα1 > aα2 , nemohou

být obě tyto mocniny rovny č́ıslu b.

Definice 3.7.3. Č́ıslo α z předchoźı věty 3.7.2 nazýváme logaritmem č́ısla b při

základu a a znač́ıme α = loga b.

Je-li základem logaritmu Eulerovo č́ıslo e, mluv́ıme o přirozeném logaritmu a mı́sto

α = loge b ṕı̌seme α = ln b.

Poznámky k logaritmu: Č́ıslo loga b je tedy definováno pro b > 0 a pro základ

a > 0, a 6= 1. Z definice plyne aloga b = b. Lze ukázat, že námi právě definovaná funkce

x 7→ loga x má vlastnosti, které očekáváme. Např.

loga(xy) = loga x+ loga y.

Označ́ıme-li γ = loga(x.y), α = loga x a β = loga y, máme dokázat, že γ = α+ β. Z defi-

nice dostaneme aγ = x.y = aα.aβ = aα+β. Monotonie mocniny vynucuje, aby z rovnosti

aγ = aα+β už plynulo γ = α + β.

Daľśı známé pravidlo

loga(x
y) = y loga x

dokážeme obdobně. Označ́ıme α = loga(x
y) a β = loga x. Z definice dostaneme aα = xy

a aβ = x. Umocněńım posledńı rovnosti na y dostaneme

aα = xy =
(
aβ
)y ?

= aβy ⇒ α = yβ,
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což jsme chtěli dokázat. Otazńık nad rovńıtkem v posledńım řádku naznačuje, že jsme

použili zat́ım nedokázanou vlastnost reálné mocniny. Ted’ to naprav́ıme.

(3) (aα)β = aαβ pro každé α, β, a ∈ R, a > 0.

D̊ukaz. Platnost tvrzeńı, když α = 0, β = 0 nebo a = 1, je zřejmá. Proto předpokládejme,

že α 6= 0, β 6= 0, a 6= 1. Dokonce se omeźıme na a > 1; pro a < 1 je d̊ukaz obdobný.

Vezměme tři racionálńı posloupnosti (rn), (r̃n) a (sn) takové, že lim rn = lim r̃n = α,

lim sn = β. Nav́ıc požadujeme, aby (rn) byla ostře rostoućı a (r̃n) ostře klesaj́ıćı. Pro

každé n ∈ N tedy plat́ı

rn < α < r̃n .

Z vlastnosti (4) obecné mocniny dostaneme

arn < aα < ar̃n .

Protože β 6= 0, od jistého indexu n1 poč́ınaje maj́ı všechny členy posloupnosti sn stejné

známenko jako β, tj. jsou všechny kladné nebo všechny záporné. Z vlastnosti (5) obecné

mocniny pro každé n > n1 je bud’

(arn)sn < (aα)sn <
(
ar̃n
)sn

nebo plat́ı obrácené nerovnosti, o čemž rozhoduje znaménko β. Užit́ım vlastnosti ra-

cionálńı mocniny přejdeme k nerovnostem

arnsn < (aα)sn < ar̃nsn .

Protože lim rnsn = lim r̃nsn = αβ, dostaneme z definice obecné mocniny a z věty o limitě

sevřené posloupnosti

aαβ = lim (aα)sn = (aα)β .

Zmı́ńıme ještě jednu vlastnost logaritmu, která umožňuje převod mezi funkcemi loga x

a ln x. Využijeme toho, že eln a = a pro každé kladné a.

Označme α = loga x. Pak x = aα =
(
eln a
)α

= eα ln a. To implikuje, že lnx = α ln a =

loga x . ln a, nebo ekvivalentně

loga x =
1

ln a
lnx.
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Tedy funkci loga x źıskáme z přirozeného logaritmu lnx násobeńım konstantou 1
ln a

. To

je i d̊uvod, proč daľśı věty vyslov́ıme pouze pro mocniny se základem e a pro přirozený

logaritmus.

Věta 3.7.4. Necht’ (an) je reálná posloupnost. Pak plat́ı

(1) lim an = a ∈ R =⇒ lim ean = ea ,

(2) lim an = +∞ =⇒ lim ean = +∞ ,

(3) lim an = −∞ =⇒ lim ean = 0 .

D̊ukaz. (1) Je-li (an) racionálńı posloupnost s limitou a, je lim ean = ea př́ımo z definice

ea. Tvrzeńı však chceme dokázat pro libovolnou (an) s limitou a.

Pro každé n ∈ N najdeme nějaké racionálńı rn tak, aby an − 1
n
< rn < an. Takto zkon-

struovaná racionálńı posloupnost (rn) má rovněž limitu a. Z monotonie obecné mocniny

dostaneme

ern < ean < ern+
1
n .

Z definice obecné mocniny plyne lim ern = ea = lim ern+
1
n . Věta o limitě sevřené posloup-

nosti pak dává lim ean = ea.

(2) Necht’ lim an = +∞. Pak z monotonie mocniny

e[an] ≤ ean .

Jelikož posloupnost e[an] je skorovybraná z posloupnosti en, která má limitu +∞, je i

lim e[an] = +∞. Věta o sevřené posloupnosti už implikuje platnost (2).

(3) Necht’ lim an = −∞. Jelikož ean = 1
e−an

a lim(−an) = +∞, podle bodu (2) je

lim ean = 1
+∞ = 0.

Předchoźı věta umožňuje následuj́ıćı definici.

Definice 3.7.5. Klademe e+∞ = +∞ a e−∞ = 0 .

Věta 3.7.6. Necht’ (an) je posloupnost kladných č́ısel. Pak plat́ı

(1) lim an = a ∈ (0,+∞) =⇒ lim ln an = ln a ,

(2) lim an = +∞ =⇒ lim ln an = +∞ ,

(3) lim an = 0 =⇒ lim ln an = −∞ .

D̊ukaz. (1) Provedeme sporem. Necht’ lim an = a a přitom necht’ neplat́ı lim ln an = ln a.

To znamená, že bud’ limsup ln an nebo liminf ln an neńı rovno ln a. Tedy existuje b 6= ln a
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a vybraná posloupnost (ln akn) taková, že lim ln akn = b. Z předchoźı věty dostaneme

lim eln akn = lim akn = eb = a. To je ekvivalentńı s t́ım, že b = ln a - spor.

Důkazy (2) a (3) jsou obdobné.

Výpočet limity posloupnosti tvaru
(
abnn
)

Je daná kladná posloupnost (an) a reálná posloupnost (bn), přičemž lim an = a a

lim bn = b. Pro výpočet lim abnn lze použ́ıt obě předchoźı věty:

lim abnn = lim ebn ln an = elim(bn ln an) = elim bn. lim ln an ,

pokud součin v exponentu je definován.

Tento součin je definován např́ıklad, když b ∈ R a a ∈ R, a > 0. V tomto př́ıpadě je

elim bn. lim ln an = eb ln a = ab. Tedy

lim abnn = ab.

Toto pravidlo z̊ustává v platnosti i v daľśıch př́ıpadech, když u mocniny připust́ıme v ex-

ponentu, resp. v základu nekonečnou hodnotu a vhodně rozš́ı̌ŕıme operaci mocněńı na R.

Proto klademe

Definice 3.7.7.
a+∞ = +∞ pro 1 < a ≤ +∞,
a+∞ = 0 pro 0 < a < 1,

a−∞ = 0 pro 1 < a ≤ +∞,
a−∞ = +∞ pro 0 < a < 1,

(+∞)α = +∞ pro 0 < α ≤ +∞,
(+∞)α = 0 pro −∞ ≤ α < 0.

Pro výpočet lim(bn ln an) nelze použ́ıt větu o součinu limit v př́ıpadě, kdy lim bn = 0

a lim ln an = ±∞, ani v př́ıpadě, kdy lim bn = ±∞ a lim ln an = 0. Proto se nedefinuj́ı

výrazy:

+∞0 , 00 , 1±∞ .

Věta 3.7.8. Necht’ (αn) je reálná posloupnost taková, že lim |αn| = +∞. Pak

lim

(
1 +

1

αn

)αn
= e.

D̊ukaz. Připomeneme, že ze zp̊usobu definováńı č́ısla e v́ıme

an =

(
1 +

1

n

)n
−→ e ←−

(
1 +

1

n

)n+1

= bn.
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1) Nejdř́ıve uvažujme posloupnosti (αn) takové, že limαn = +∞. Bez újmy na obec-

nosti můžeme předpokládat, že αn > 1 pro všechna n. Pro sevřeńı posloupnosti využijeme

monotonie mocniny.

cn :=

(
1 +

1

[αn] + 1

)[αn]

<

(
1 +

1

αn

)αn
<

(
1 +

1

[αn]

)[αn]+1

=: dn .

Posloupnost (dn) napravo je skorovybraná z posloupnosti (bn), protože ([αn]) je posloup-

nost přirozených č́ısel s limitou +∞. Tedy lim dn = lim bn = e.

Posloupnost (cn) snadno uprav́ıme na součin posloupnosti skorovybrané z (an) a posloup-

nosti, která má limitu 1 takto:

cn =

(
1 +

1

[αn] + 1

)[αn]+1(
1 +

1

[αn] + 1

)−1
.

Tedy lim cn = e. Z věty o limitě sevřené posloupnosti máme tvrzeńı věty.

2) Uvažujme ted’ posloupnost (αn) s limitou −∞. Upravujme(
1 +

1

αn

)αn
=

(
αn

αn + 1

)−αn
=

(
1 +

1

−αn − 1

)−αn
=

=

(
1 +

1

−αn − 1

)−αn−1
.

(
1 +

1

−αn − 1

)
.

Protože posloupnost (−αn − 1) má limitu +∞, plyne z bodu 1), že výsledná limita je e,

což dokazuje tvrzeńı věty i v tomto př́ıpadě.

3) Zbývá diskutovat situaci, kdy limαn neexistuje. Protože ale lim |αn| = +∞, zna-

mená to, že posloupnost (αkn) tvořená kladnými členy p̊uvodńı posloupnosti má limitu

+∞ a posloupnost (αhn) tvořena nekladnými členy p̊uvodńı posloupnosti má limitu −∞.

Indexy těchto dvou posloupnosti pokrývaj́ı všechna přirozená č́ısla. Proto bod 1) a 2) a

d̊usledek 3.5.9 už implikuj́ı platnost dokazovaného tvrzeńı.

3.8 Dodatek

Č́ıselné soustavy se základem β

Pojem limita nám umožńı korektně definovat zápis č́ısla v soustavě s libovolným

reálným základem větš́ım než 1.

Věta 3.8.1. Necht’ β, x ∈ R, β > 1 a x > 0. Označme k celé č́ıslo takové, že βk ≤ x <

βk+1. Pak existuj́ı jednoznačně daná celá nezáporná č́ısla xk, xk−1, xk−2, . . . taková, že pro
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každé n ∈ N ∪ {0} plat́ı

0 < x−
(
xkβ

k + xk−1β
k−1 + · · ·+ xk−nβ

k−n) < βk−n. (3.25)

D̊ukaz. Nejdř́ıve dokažme sporem jednoznačnost. Necht’ existuj́ı dvě r̊uzné posloupnosti

xk, xk−1, xk−2, . . . a yk, yk−1, yk−2, . . . požadované vlastnosti. Označme i minimálńı index

takový, že xk−i 6= yk−i. Jelikož vztah 3.25 splňuj́ı obě posloupnosti, muśı platit

−βk−i <
(
x−

(
xkβ

k + · · ·+ xk−iβ
k−i))− (x− (ykβk + · · ·+ yk−iβ

k−i)) < βk−i

a po úpravě

−βk−i <
(
xk−i − yk−i

)
βk−i < βk−i.

Protože |xk−i − yk−i| ≥ 1, nemůže být posledńı nerovnost splněna.

Existenci č́ısel xk, xk−1, xk−2 . . . dokážeme konstruktivně, tj. poṕı̌seme algoritmus, jak

tato č́ısla poč́ıtat. Položme

xk :=

[
x

βk

]
a rk :=

x

βk
− xk.

Pro každý daľśı celoč́ıselný index i ≤ k pokládáme rekurentně

xi−1 := [βri] a ri−1 := βri − xi−1.

Dokážeme, že takto źıskaná č́ısla splňuj́ı podmı́nku 3.25.

Indukćı na i ukážeme, že posloupnosti xk, xk−1, . . . a rk, rk−1, . . . byly konstruované

tak, aby pro každé i platilo

x = xkβ
k + xk−1β

k−1 + . . .+ xk−iβ
k−i + rk−iβ

k−i, kde rk−i ∈ [0, 1) . (3.26)

Z konstrukce pro i = 0 plyne, že

rk =
x

βk
− xk =

x

βk
−
[
x

βk

]
,

a proto

rk ∈ [0, 1), x = xkβ
k + rkβ

k.

Že rk−i ∈ [0, 1), plyne př́ımo z definice rk−i. Z indukčńıho předpokladu v́ıme, že

x = xkβ
k + . . .+ xk−iβ

k−i + rk−iβ
k−i,

a tedy

rk−i = xβi−k −
(
xkβ

k + . . . xk−iβ
k−i)βi−k.
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Z definice zase plat́ı

xk−(i+1) = xk−i−1 = [βrk−i] a rk−(i+1) = rk−i−1 = βrk−i − xk−i−1.

Dostaneme

rk−i =
(
rk−i−1 + xk−i−1

)
β−1.

Porovnáńım obou vyjádřeńı rk−i źıskáme

xβi−k −
(
xkβ

k + . . .+ xk−iβ
k−i)βi−k = (rk−i−1 + xk−i−i)β

−1

a z toho

x = xkβ
k + . . .+ xk−iβ

k−i + xk−i−1β
k−i−1 + rk−i−1β

k−i−1,

jak jsme měli dokázat.

Z tvaru x podle 3.26 už plyne vlastnost 3.25.

Důsledek 3.8.2. K č́ısl̊um β, x ∈ R, β > 1, x > 0 uvažujme posloupnost nezáporných

celých č́ısel xk, xk−1, xk−2, . . . , jej́ı̌z existenci zaručuje předchoźı věta. Pak

x = lim
n→∞

(xkβ
k + xk−1β

k−1 + . . .+ xk−nβ
k−n). (3.27)

Definice 3.8.3. Vyjádřeńı č́ısla x ≥ 0 jako limity 3.27 nazýváme rozvojem č́ısla x

v soustavě se základem β nebo zkráceně β-rozvojem č́ısla x. Koeficient xi u mocniny βi

nazýváme i-tá cifra β-rozvoje č́ısla x. Rozvoj č́ısla x v soustavě se základem β zapisujeme

x = xkxk−1 . . . x0 •β x−1x−2 . . . pro k ≥ 0

a

x = 0 •β 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
−k−1

xkxk−1 . . . pro k < 0.

Vlastnosti β-rozvoje

1. Každá cifra xi v β-rozvoji je celé č́ıslo splňuj́ıćı 0 ≤ xi < β.

Plyne to z toho, že ri+1 ∈ [0, 1), což implikuje 0 ≤ βri+1 < β. Tedy celá část

[βri+1] =: xi patř́ı do intervalu 〈0, β).

2. Č́ıslo x, pro které jsou všechny cifry od jistého indexu poč́ınaje nulové, tj. xi = 0

pro každé i ≤ i0, nazýváme č́ıslo s konečným β-rozvojem. Každé reálné kladné x

lze vyjádřit jako limitu posloupnosti č́ısel s konečným β-rozvojem.
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3. Je-li β ∈ N, β > 1, pak nekonečně mnoho cifer xi v β-rozvoji č́ısla x je menš́ıch

nebo rovných β − 2.

Pro d̊ukaz sporem předpokládejme, že pouze konečný počet cifer je ≤ β − 2.

Označme j nejmenš́ı index takových cifer. Pak

x = xkβ
k + . . .+ xjβ

j + (β − 1) lim
n→∞

(
βj−1 + βj−2 + . . .+ βj−n

)
a současně

x = xkβ
k + . . .+ xjβ

j + rjβ
j , kde rj ∈ [0, 1).

Muśı tedy platit

rjβ
j = lim

n→∞
βj−1 + βj−2 + . . .+ βj−n = βj.

To by znamenalo, že rj = 1 - spor.

4. Pro β ∈ N, β > 1, odpov́ıdá libovolná posloupnost cifer splňuj́ıćı vlastnosti 1) a 2)

rozvoji nějakého reálného č́ısla x.

Poznámka. Algoritmus pro hledáńı cifer v β-rozvoji z d̊ukazu věty se nazývá hladový

algoritmus. Tento algoritmus nám např. dává

π = 3 •10 14159 . . . = 11 •2 00100011110 . . .

Při základu β = 10 v zápisu vynecháváme index 10 u desetinné tečky.

Poznámka. Množina č́ısel x, pro která má β-rozvoj č́ısla |x| za znakem •β doprava pouze

cifry 0, nazýváme β-celá č́ısla a znač́ıme Zβ. Zřejmě pro β ∈ N, β > 1, je Zβ = Z. Pro

neceloč́ıselné β je situace daleko zaj́ımavěǰśı. Např. pro základ β =
√

2 + 1 má množina

Zβ mezi sousedy dva typy mezer, jednu délky 1 a druhou délky
√

2 − 1. Pro β = 3
2

je

mezer mezi sousedy v Zβ dokonce nekonečně mnoho.
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Kapitola 4

Reálné funkce reálné proměnné

4.1 Základńı definice

Až dosud jsme se zabývali většinou reálnými posloupnostmi, tedy zobrazeńımi s de-

finičńım oborem N. Nyńı obrát́ıme svou pozornost na širš́ı tř́ıdu zobrazeńı.

Definice 4.1.1. Zobrazeńı f , jehož definičńı obor Df i obor hodnot Hf je podmnožinou

množiny reálných č́ısel, se nazývá reálná funkce reálné proměnné.

Grafem f se rozumı́ množina
{(
x, f(x)

)
| x ∈ Df

}
⊂ R2.

U ”hezkých”funkćı bude možno graf namalovat. Zdaleka ne všechny funkce maj́ı tuto

vlastnost. Definujeme dvě takové funkce:

Dirichletova funkce:

f(x) =

{
1 , když x ∈ Q
0 , když x ∈ R−Q.

Riemannova funkce:

f(x) =

{
1
q
, když x = p

q
, kde p ∈ Z, q ∈ N, a nsd(p, q) = 1

0 , když x ∈ R−Q.

Zato posledńı funkce, kterou ted’ zavedeme, zvaná signum (z latinského ”znameńı”), má

velice jednoduchý tvar a načrtnout jej́ı graf je snadné. Definujeme

sgn(x) =


1 , když x > 0

0 , když x = 0

−1 , když x < 0 .
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Zavedeme několik užitečných pojmů:

Definice 4.1.2. Necht’ f je reálná funkce reálné proměnné. Řekneme, že

• funkce f je omezená, resp. shora omezená, resp. zdola omezená, když obor

hodnot Hf je množina omezená, resp. shora omezená, resp. zdola omezená,

• funkce f je rostoućı, když (∀x1, x2 ∈ Df ) (x1 < x2 ⇒ f(x1) ≤ f(x2)),

• funkce f je ostře rostoućı, když (∀x1, x2 ∈ Df ) (x1 < x2 ⇒ f(x1) < f(x2)) ,

• funkce f je klesaj́ıćı, když (∀x1, x2 ∈ Df ) (x1 < x2 ⇒ f(x1) ≥ f(x2)) ,

• funkce f je ostře klesaj́ıćı, když (∀x1, x2 ∈ Df ) (x1 < x2 ⇒ f(x1) > f(x2)) ,

• funkce f je monotonńı, když je rostoućı nebo klesaj́ıćı,

• funkce f je ryze monotonńı, když je ostře rostoućı nebo ostře klesaj́ıćı.

Poznámky.

1) Omezenost funkce lze symbolicky zapsat takto: (∃K ∈ R)(∀x ∈ Df )(|f(x)| ≤ K).

Podobně lze zapsat omezenost shora, resp. zdola.

2) Když je funkce f ryze monotonńı, pak je f prostá. Proto existuje inverzńı funkce f−1,

přičemž se zachovává typ monotonie, tj.

f je ostře rostoućı ⇒ f−1 je ostře rostoućı,

f je ostře klesaj́ıćı ⇒ f−1 je ostře klesaj́ıćı.

3) Prostá funkce nemuśı být ryze monotonńı. Př́ıkladem prosté funkce, která neńı ani

klesaj́ıćı ani rostoućı, je x 7→ f(x) = 1
x

s definičńım oborem R− {0}.

Úmluva: Necht’ f je reálná funkce reálné proměnné a M ⊂ Df . Řekneme, že f má

vlastnost V na množině M , když zúžeńı f/M má vlastnost V .

Př́ıklad 4.1.3. Funkce x 7→ f(x) = 1
x

je ostře klesaj́ıćı na (0,+∞), protože f/(0,+∞) je

funkce ostře klesaj́ıćı.

Definice 4.1.4. Necht’ f je reálná funkce reálné proměnné, jejiž definičńı obor Df vyho-

vuje podmı́nce (∀x ∈ Df )(−x ∈ Df ). Řekneme, že

• funkce f je sudá, když (∀x ∈ Df )(f(x) = f(−x));

• funkce f je lichá, když (∀x ∈ Df )(−f(x) = f(−x)).
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Definice 4.1.5. Necht’ f je reálná funkce reálné proměnné, pro niž existuje kladné l ∈ R
takové, že

1) (∀x ∈ Df )(x+ l, x− l ∈ Df );

2) (∀x ∈ Df )(f(x+ l) = f(x)).

Funkci f ř́ıkáme periodická a č́ıslu l perioda funkce f .

Př́ıklad 4.1.6. Aplikujme zavedené pojmy na výše zmı́něné funkce.

1) Funkce signum je lichá, neńı periodická.

2) Konstantńı funkce je vždy sudá. Konstantńı funkce je lichá pouze v př́ıpadě, že

f(x) je identicky rovno 0. Konstantńı funkce je periodická, jej́ı periodou je libovolné

kladné reálné l, nejmenš́ı perioda neexistuje.

3) Dirichletova funkce je sudá, nav́ıc je periodická s periodou libovolné racionálńı

kladné l. Ani zde neexistuje nejmenš́ı perioda.

4) Riemannova funkce je sudá a periodická s periodou libovolné přirozené l, nejmenš́ı

periodou je tedy č́ıslo 1.

Některé speciálńı typy funkćı

1. Funkci P danou předpisem

P (x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a1x+ a0,

kde an, an−1, . . . , a1, a0 jsou reálné konstanty, nazýváme polynomem. Je-li an 6= 0,

nazýváme n stupeň polynomu P . Definičńım oborem polynomu je R.

2. Funkce tvaru

f =
P

Q
,

kde P a Q jsou polynomy, se nazývá racionálńı funkce. Definičńım oborem ra-

cionálńı funkce je R− {kořeny polynomu ve jmenovateli}.

3. Mocninná funkce je daná předpisem f(x) = xα, kde α je reálná konstanta. De-

finičńım oborem mocninné funkce jsou kladná reálná č́ısla. Jenom pro některé

speciálńı racionálńı hodnoty α je definičńı obor větš́ı, např. funkce x 7→ 3
√
x = x1/3

má definičńı obor celé R.

4. Exponenciálńı funkce definovaná vztahem x 7→ ax, kde a > 0, a 6= 1, má definičńı

obor R. Z monotonie obecné mocniny plyne, že exponenciálńı funkce je ryze mono-

tonńı. Funkce k ńı inverzńı je dána předpisem x 7→ loga x a nazývá se logaritmická

funkce. Definičńım oborem logaritmické funkce jsou kladná reálná č́ısla.

5. Funkce sin, cos, tg a cotg nazýváme goniometrickými funkcemi. Jejich definičńı-

mi obory jsou Dsin = Dcos = R, Dtg = R−{π
2
+πk|k ∈ Z} a Dcotg = R−{πk|k ∈ Z}.
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Tyto funkce jsou periodické, tud́ıž nejsou prosté.

Zúžeńı goniometrických funkćı na vhodný interval zaruč́ı ryźı monotonii, a tedy exis-

tenci inverzńıch funkćı. Konkrétně definujeme funkce arcsin, arccos, arctg a arccotg

předpisy:

arcsinx := sin−1/〈−π
2
,π
2
〉 x, arccosx := cos−1/〈0,π〉 x ,

arctg x := tg−1/(−π
2
,π
2
)x, arccotg x := cotg−1/(0,π)x .

Právě definované čtveřici funkćı se ř́ıká cyklometrické funkce.

Funkce vzniklé z funkćı (1)-(5) předchoźıho výčtu konečným počtem operaćı sč́ıtáńı,

odč́ıtáńı, násobeńı, děleńı, skládáńı a invertováńı se nazývaj́ı elementárńı funkce.

Mezi elementárńı funkce tedy patř́ı i tzv. hyperbolické funkce

hyperbolický sinus sinhx := ex−e−x
2

,

hyperbolický kosinus coshx := ex+e−x

2
,

hyperbolický tangens tghx := sinhx
coshx

,

hyperbolický kotangens cotghx := coshx
sinhx

.

4.2 Limita funkce

Než přistouṕıme k definici limity funkce, muśıme si vyjasnit, v jakých bodech má smysl

uvažovat o limitě funkce.

Definice 4.2.1. Řekneme, že a ∈ R je hromadným bodem množiny A ⊂ R, když

v každém okoĺı bodu a lež́ı alespoň jeden prvek množiny A r̊uzný od a.

Zapsáno symbolicky

(∀Ha)(Ha ∩ A− {a} 6= ∅).

Množinu všech hromadných bod̊u množiny A znač́ıme A′.

Př́ıklad 4.2.2. Uved’me na několika př́ıkladech, jak může vypadat množina hromadných

bod̊u.

1. A = {−2, 0, 4} ⇒ A′ = ∅ .

2. Konečná množina nemá žádný hromadný bod.

3. A = { 1
n
| n ∈ N} ⇒ A′ = {0} .

4. J = 〈0, 1) ⇒ J ′ = 〈0, 1〉. Tento př́ıklad ukazuje, že hromadný bod množiny

A může, ale také nemuśı patřit do množiny A.

5. Množina přirozených č́ısel má jediný hromadný bod, a to +∞, tj. N′ = {+∞}.
6. Množina celých č́ısel má dva hromadné body, a to ±∞, tj. Z′ = {−∞,+∞}.
7. Spočetná množina Q má nespočetnou množinu hromadných bod̊u, protože Q′ = R.
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Definice 4.2.3. Bod a ∈ A nazveme izolovaným bodem množiny A, když a neńı

hromadným bodem množiny A. Symbolicky

(∃Ha)(Ha ∩ A = {a}).

Věta 4.2.4. Následuj́ıćı tři výroky jsou ekvivalentńı:

1) b ∈ R je hromadným bodem množiny B.

2) V každém okoĺı bodu b lež́ı nekonečně mnoho bod̊u množiny B.

3) Existuje posloupnost (xn) taková, že (∀n ∈ N)(xn ∈ B − {b}) a limxn = b.

D̊ukaz. Dokážeme tři implikace 1 ⇒ 2 ⇒ 3 ⇒ 1.

1 ⇒ 2: Pro spor předpokládejme, že existuje okoĺı H∗b bodu b, které obsahuje pouze

konečný počet bod̊u množiny B. Je-li H∗b ∩ B − {b} = ∅, máme už př́ımo spor s definićı

hromadného bodu. V př́ıpadě, že H∗b ∩B − {b} 6= ∅, pak pro nějaké k ∈ N můžeme psát

H∗b ∩B − {b} = {y1, y2, . . . , yk}.
Je-li b ∈ R, polož́ıme ε = min{|yi − b| |i = 1, 2, . . . , k}; když b = ±∞, definujeme

α = max{|yi|+ 1 |i = 1, 2, . . . , k}. Pak v H∗∗b = (b−ε, b+ε), resp. H∗∗+∞ = (α,+∞), resp.

H∗∗−∞ = (−∞,−α) nelež́ı žádný bod množiny B r̊uzný od b - spor s definićı hromadného

bodu.

2 ⇒ 3: Nejdř́ıve uvažujme b ∈ R. Pro každé n ∈ N najdeme podle 2) v okoĺı

Hb

(
1
n

)
=
(
b− 1

n
, b+ 1

n

)
bod xn ∈ B−{b} (kandidát̊u na takové xn je dokonce nekonečně

mnoho). Protože b− 1
n
< xn < b+ 1

n
, je limxn = b, a tedy posloupnost (xn) má vlastnosti

uvedené v 3).

Když b = ±∞, lze stejnou úvahu provést pro okoĺı H−∞(n) = (−∞,−n), resp.

H+∞(n) = (n,+∞).

3 ⇒ 1: Z definice limity posloupnosti plyne, že v každém okoĺı Hb bodu b lež́ı

všechny členy posloupnosti xn od jistého n0 poč́ınaje. Protože xn 6= b a xn ∈ B, je pr̊unik

Hb ∩B − {b} neprázdný, a tedy b je hromadným bodem množiny B.

Již jsme konstatovali, že nekonečnost množiny je nutnou podmı́nkou pro to, aby

množina měla nějaký hromadný bod. Následuj́ıćı věta ukazuje, že je to i podmı́nka

postačuj́ıćı.

Věta 4.2.5. Množina hromadných bod̊u nekonečné množiny A ⊂ R je neprázdná.

D̊ukaz. Uvažujme nekonečnou množinu A. Zkonstruujeme prostou posloupnost (yn)

takto: za y1 zvoĺıme libovolný bod množiny A, za y2 vezmeme libovolný bod množiny

A− {y1}, . . ., za yn vezmeme libovolný bod z množiny A− {y1, y2, . . . , yn−1}, atd.

Označme β = limsup yn. Ukážeme, že β je hromadným bodem množiny A. Podle definice

limes superior existuje vybraná posloupnost (ykn) tak, že lim ykn = β. Je-li ykn 6= β pro
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každé n ∈ N, stač́ı za posloupnost (xn) do bodu 3 předchoźı věty vźıt posloupnost (ykn),

abychom ukázali, že β je hromadným bodem A.

Necht’ existuje p ∈ N tak, že ykp = β. Protože posloupnost (yn) je prostá, je pro každé

n 6= p už ykn 6= β. Proto v tomto př́ıpadě zvoĺıme za posloupnost (xn) do přechoźı věty

posloupnost (ykn+p).

Definice 4.2.6. Necht’ f je reálná funkce reálné proměnné a a ∈ (Df )
′. Řekneme, že

funkce f má v bodě a limitu c ∈ R, když

(∀Hc)(∃Ha)(∀x ∈ Df ∩Ha − {a})(f(x) ∈ Hc)

a zapisujeme

lim
a
f = c nebo lim

x 7→a
f(x) = c.

Poznámky k definici.

1. Limitu definujeme pouze v bodě a, který je hromadným bodem definičńıho oboru

funkce f .

2. Definici limity lze ekvivalentně přepsat

(∀Hc)(∃Ha)(∀x ∈ Df − {a})(x ∈ Ha ⇒ f(x) ∈ Hc).

3. Reálná posloupnost (an) je také reálná funkce reálné proměnné s definičńım oborem

N. Protože jediným hromadným bodem definičńıho oboru je +∞, má smysl zkou-

mat limitu pouze v +∞. Uvědomme si, že definice limity posloupnosti, jak jsme ji

použ́ıvali v předchoźıch kapitolách, a tato nová definice se pro posloupnosti shoduj́ı:

Okoĺı bodu +∞ má tvar H+∞ = (n0,+∞), Df = N, a proto část definice

(∃H+∞)(∀n ∈ Df ∩H+∞ − {+∞})

lze ekvivalentně přepsat

(∃n0)(∀n ∈ N, n > n0),

jak jsme uváděli při definici limity posloupnosti.

4. Limita funkce v bodě a záviśı na chováńı funkce v bodech bĺızkých bodu a, ne

však v samotném bodě a. Na limitu funkce v bodě a nemá vliv to, zda funkce f je

definována v bodě a, ani př́ıpadná hodnota f(a).

5. Když v definici limity patř́ı body a a c do R, maj́ı okoĺı tvar Hc = (c− ε, c+ ε) pro

nějaké kladné ε a Ha = (a− δ, a+ δ) pro kladné δ. Proto lze definici limity zapsat

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ Df )(0 < |x− a| < δ ⇒ |f(x)− c| < ε).
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Podobně lze přepsat definici limity i pro jiné situace. Např. když c = −∞, a ∈ R,

má definice limity tvar

(∀α > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ Df )(0 < |x− a| < δ ⇒ f(x) < −α).

Př́ıklad 4.2.7. Dokážeme, že limx 7→2
1
x

= 1
2
.

Pro libovolné kladné ε polož́ıme δ = min{2ε, 1}. Pak pro každé x ∈ (2 − δ, 2 + δ) − {2}
plat́ı ∣∣∣∣1x − 1

2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣2− x2x

∣∣∣∣ < |2− x|2
< δ/2 ≤ ε ,

jak jsme měli ukázat.

Věta 4.2.8. Necht’ f je reálná funkce reálné proměnné, a ∈ (Df )
′. Funkce f má v bodě

a nanejvýš jednu limitu.

D̊ukaz. Sporem - necht’ c1 a c2 jsou r̊uzné limity funkce f v bodě a. Z vlastnost́ı okoĺı

bod̊u existuj́ı navzájem disjunktńı okoĺı H∗c1 a H∗c2 . Z definice limity existuje k H∗c1 okoĺı

H
(1)
a tak, že pro každé x ∈ Df ∩H(1)

a − {a} je f(x) ∈ H∗c1 . Obdobně k H∗c2 existuje okoĺı

H
(2)
a tak, že pro každé x ∈ Df ∩ H(2)

a − {a} je f(x) ∈ H∗c2 . Protože pr̊unik H
(1)
a ∩ H(2)

a

dvou okoĺı jednoho bodu je opět okoĺım tohoto bodu, je množina Df ∩H(1)
a ∩H(2)

a − {a}
neprázdná. Lze tedy vźıt x z této množiny. Pro něj má současně platit f(x) ∈ H∗c1 a

f(x) ∈ H∗c2 . Přitom H∗c1 ∩H
∗
c2

= ∅ - spor.

Mohlo by se zdát, že je zbytečné zvlášt’ definovat limitu posloupnosti, když tuto defi-

nici je možné zahrnout pod definici funkce. Daľśı věta však ukazuje, že otázku existence

a hodnoty limity funkce lze převést na limitu posloupnosti.

Věta 4.2.9. (Heineova věta) Necht’ f je funkce, a ∈ (Df )
′, c ∈ R.

lim
x 7→a

f(x) = c ⇐⇒ lim
n7→+∞

f(xn) = c pro každou posloupnost (xn), pro nǐz plat́ı:

(∀n ∈ N)(xn ∈ Df−{a}) a limxn = a.

D̊ukaz. (⇒) Necht’ lima f = c, tj.

(∀Hc)(∃Ha)(∀x ∈ Df ∩Ha − {a})(f(x) ∈ Hc). (4.1)

Dále uvažujme posloupnost (xn) maj́ıćı limitu a a xn ∈ Df − {a} pro každé n ∈ N, tj.

(∀Ha)(∃n0)(∀n > n0)(xn ∈ Ha). (4.2)
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Pro libovolné Hc tedy podle 4.1 najdeme okoĺı Ha, k tomu podle 4.2 zase najdeme n0

tak, že pro n > n0 je xn ∈ Ha. Protože nav́ıc je xn ∈ Df − {a}, lze do 4.1 za x dosadit

xn, č́ımž dostaneme f(xn) ∈ Hc. Celkově máme

(∀Hc)(∃n0)(∀n > n0, n ∈ N)(f(xn) ∈ Hc),

což je symbolicky zapsáno lim f(xn) = c.

(⇐) Necht’ lim f(xn) = c pro každou posloupnost (xn) uvedených vlastnost́ı. Pro spor

předpokládejme, že c neńı limitou funkce f v bodě a, tj.

(∃Hc)(∀Ha)(∃x ∈ Df ∩Ha − {a})(f(x) /∈ Hc). (4.3)

Za okoĺı Ha budeme do 4.3 dosazovat postupně pro každé přirozené n okoĺı H
(n)
a , kde

H
(n)
a =

(
a− 1

n
, a+ 1

n

)
, když a ∈ R, nebo H

(n)
a = (−∞,−n), když a = −∞, nebo

H
(n)
a = (n,+∞), když a = +∞. Ke každému n ∈ N tak z 4.3 dostaneme existenci

xn ∈ Df ∩H(n)
a − {a}, pro které je f(xn) /∈ Hc.

Jelikož xn ∈ H(n)
a pro každé n, implikuje tvar okoĺı H

(n)
a a věta o limitě sevřené posloup-

nosti, že limxn = a. Nalezená posloupnost (xn) má tedy požadované vlastnosti, a přitom

f(xn) /∈ Hc pro každé n ∈ N vylučuje, aby lim f(xn) byla c - spor.

Heineovu větu lze použ́ıt na výpočet limity funkce pomoćı limity posloupnosti, ale

také na d̊ukaz neexistence limity funkce.

Př́ıklad 4.2.10. Pro každou reálnou posloupnost (αn) s limitou α ∈ R jsme odvodili,

že lim eαn = eα. To podle Heineovy věty znamená, že

lim
x 7→α

ex = eα.

Př́ıklad 4.2.11. Uvažujme funkci f(x) = sin 1
x
. Protože 0 je hromadným bodem definič-

ńıho oboru Df = R− {0}, má smysl poč́ıtat limitu v bodě 0. Zvolme dvě posloupnosti

xn =
1

πn
a yn =

1
π
2

+ 2πn
.

Hodnoty posloupnosti (xn) a (yn) jsou z definičńıho oboru funkce a obě posloupnosti maj́ı

limitu 0. Přitom

lim
n7→+∞

f(xn) = lim
n 7→+∞

sin(πn) = 0 a lim
n7→+∞

f(yn) = lim
n7→+∞

sin
(π

2
+ 2πn

)
= 1.

Heineova věta implikuje, že funkce sin 1
x

nemůže mı́t v bodě 0 limitu.
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Př́ıklad 4.2.12. Dokažme, že

lim
x 7→0

(1 + x)
1
x = e .

Podle Heineovy věty máme pro každou posloupnost (xn) s limitou 0 a s členy z množiny

Df − {0} = (−1, 0) ∪ (0,+∞) ukázat, že lim (1 + xn)
1
xn = e. Když k posloupnosti

(xn) daných vlastnost́ı definujeme posloupnost (αn) =
(

1
xn

)
, pak lim |αn| = +∞ a

můžeme př́ımo použ́ıt větu 3.7.8 odvozenou pro takové posloupnosti (αn), totiž že e =

lim
(

1 + 1
αn

)αn
= lim (1 + xn)

1
xn .

Př́ıklad 4.2.13. Daľśı výsledek plyne z Heineovy věty a toho, že lim ln an = ln a pro

každou kladnou posloupnost (an) s kladnou limitou a, viz 3.7.6. Proto

lim
x 7→a

lnx = ln a pro a > 0.

Př́ıklad 4.2.14. Pod́ıvejme se na limitu Riemannovy funkce. Ukážeme, že tato funkce

má nulovou limitu v každém bodě a ∈ R a nemá limitu v bodech ±∞.

Mějme dané a ∈ R a libovolné kladné ε. Najdeme k ∈ N tak, aby 1
k
< ε. Označme

M =

{
p

q

∣∣∣∣p ∈ Z, q ∈ N, a− 1 <
p

q
< a+ 1,

p

q
6= a, q < k

}
.

Množina M tedy obsahuje všechny zlomky se jmenovatelem menš́ım než k, které jsou od

č́ısla a ve vzdálenosti menš́ı než 1. Do množiny M jsme však nezahrnuli a. Protože M je

konečná množina a neobsahuje a, můžeme položit

δ := min{|a− x|, x ∈M} > 0.

Uvažujme libovolné x ∈ (a−δ, a+δ). Z definice δ plyne, že x /∈M , tj. bud’ x je iracionálńı

a f(x) = 0, nebo x je racionálńı, ale jeho jmenovatel ve zkráceném tvaru je větš́ı nebo

roven k, což implikuje f(x) ≤ 1
k
< ε. Ukázali jsme:

(
∀ε > 0

)(
∃δ > 0

)(
∀x ∈ (a− δ, a+ δ)

)(
0 ≤ f(x) < ε

)
=⇒ lim

a
f = 0 .

Ukázat, že Riemannova funkce nemá v +∞ limitu, je jednoduché. Stač́ı uvažovat dvě

posloupnosti: racionálńı posloupnost (xn) a iracionálńı (yn) definované předpisy xn = n

a yn = en (e je Eulerovo č́ıslo). Protože f(xn) = 1 a f(yn) = 0 pro každé n ∈ N, limita

lim+∞ f podle Heineovy věty neexistuje. Situace v −∞ je obdobná.

Př́ıklad 4.2.15. Funkce sgn(x) je definovaná v celém R. Uvažujme bod a 6= 0. Protože

dostatečně malé okoĺı H
(0)
a bodu a neobsahuje 0, je funkce sgn(x) konstantńı na H

(0)
a , a

proto |sgn(x)− sgn(a)| = 0 < ε pro každé kladné ε. To znamená, že

pro a 6= 0 je lim
x 7→a

sgn(x) = sgn(a).
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Jiná je situace, když chceme určit limitu této funkce v bodě 0. Zvoĺıme-li dvě posloup-

nosti s nulovou limitou, a to (xn) =
(
1
n

)
a (yn) =

(
− 1
n

)
, dostaneme lim sgn(xn) = 1 a

lim sgn(yn) = −1. Opět z Heineovy věty plyne, že

lim
x 7→0

sgn(x) neexistuje.

Někdy je chováńı funkce v pravém a levém okoĺı bodu a tak rozd́ılné, že to vylučuje

existenci limity. Zaj́ımavá může být však i informace, že alespoň v jednom okoĺı se funkce

chová ”rozumně”. Proto definujeme:

Definice 4.2.16. Necht’ f je reálná funkce reálné proměnné a necht’ a ∈ R je hromadným

bodem množiny Df ∩ (a,+∞), resp. Df ∩ (−∞, a).

Řekneme, že funkce f má v bodě a zprava, resp. zleva limitu c, když zúžeńı f/(a,+∞), resp.

f/(−∞,a) má v bodě a limitu c. Zapisujeme

lim
a+

f = c nebo lim
x 7→a+

f(x) = c, resp. lim
a−

f = c nebo lim
x 7→a−

f(x) = c.

Symbolicky lze existenci lmity zprava, resp. zleva zapsat:

lim
a+

f = c ⇐⇒ (∀Hc)(∃δ > 0)(∀x ∈ Df , a < x < a+ δ)(f(x) ∈ Hc),

lim
a−

f = c ⇐⇒ (∀Hc)(∃δ > 0)(∀x ∈ Df , a− δ < x < a)(f(x) ∈ Hc).

Př́ımo z definice limity zleva a zprava v bodě a ∈ R a definice limity v bodě a plyne

následuj́ıćı věta.

Věta 4.2.17. Necht’ f je reálná funkce reálné proměnné a necht’ a ∈ R je hromadným

bodem množin Df ∩ (a,+∞) a Df ∩ (−∞, a). Pak

lim
a
f = c ⇐⇒ lim

a+
f = lim

a−
f = c.

Př́ıklad 4.2.18. Zúžeńı funkce f(x) = sgnx na interval (0,+∞) je funkce konstantně

rovná 1, zat́ımco zúžeńı na interval (−∞, 0) je funkce konstantně rovná −1. Proto

lim
x 7→0+

sgn(x) = 1 a lim
x 7→0−

sgn(x) = −1.

Existenci limity posloupnosti zaručovala jej́ı monotonie. Stejně je tomu tak i u limity

funkce.

Věta 4.2.19. Necht’ f je monotonńı funkce na množině Df ∩ (a,+∞), jež má a ∈ R za

hromadný bod. Pak existuje lima+ f .
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D̊ukaz. Uvažujme f rostoućı na Df ∩ (a,+∞) a položme

α = inf{f(x) |x ∈ Df ∩ (a,+∞)}.

Ukážeme, že α je limitou funkce f v bodě a zprava.

1) Nejdř́ıve rozeberme př́ıpad α = −∞, tj. množina {f(x) |x ∈ Df ∩ (a,+∞)} neńı

omezená zdola, symbolicky

(∀K > 0)(∃x0 ∈ Df ∩ (a,+∞)(f(x0) < −K).

Když definujeme δ = x0 − a > 0 a využijeme, že pro x < x0 = δ + a a x ∈ Df ∩ (a,+∞)

plat́ı f(x) ≤ f(x0), dostaneme

(∀K > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ Df∩(a,+∞)(0 < x < a+δ ⇒ f(x) < −K) ⇔ lim
a+

f = −∞.

2) Uvažujme α ∈ R. Z prvńı vlastnosti infima máme

(
∀x ∈ Df ∩ (a,+∞)

)(
α ≤ f(x)

)
.

Z druhé vlastnosti infima

(∀ε > 0)
(
∃x0 ∈ Df ∩ (a,+∞)

)(
f(x0) < α + ε

)
.

Když definujeme opět δ = x0−a > 0 a využijeme, že pro x < x0 = δ+a a x ∈ Df∩(a,+∞)

plat́ı f(x) ≤ f(x0), dostaneme

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ Df∩(a,+∞)(0 < x < a+δ ⇒ α ≤ f(x) < α+ε) ⇒ lim
a+

f = α.

V př́ıpadě klesaj́ıćı funkce f využijeme toho, že pro rostoućı funkci −f jsme již

dokázali existenci lima+(−f). Z toho ale okamžitě plyne existence limity lima+ f a rovnost

lima+ f = − lima+(−f).

Poznámka.

1) Obdobnou větu lze vyslovit i o existenci limity zleva pro funkci monotonńı na levém

okoĺı bodu a ∈ R.

2) Pro a ∈ R− R plat́ı modifikovaná verze:

Když f je monotonńı na Df a +∞ ∈ D′f , resp. −∞ ∈ D′f , pak existuje lim+∞ f , resp.

lim−∞ f .

V předchoźı větě jsme ukázali, že monotonie funkce je postačuj́ıćı podmı́nkou pro exis-

tenci limity, zdaleka to však neńı podmı́nka nutná. Následuj́ıćı Bolzanovo-Cauchyovo
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kritérium je nutnou i postačuj́ıćı podmı́nkou existence konečné limity.

Věta 4.2.20. (Bolzanovo-Cauchyovo kritérium) Necht’ a ∈ D′f . Pak lima f existuje

a je konečná, právě když plat́ı

(∀ε > 0)(∃Ha)(∀x, y ∈ Df ∩Ha − {a})(|f(x)− f(y)| < ε).

D̊ukaz. (⇒) Fakt, že lima f = c ∈ R, lze ekvivalentně přepsat

(∀ε̃ > 0)(∃Ha)(∀x ∈ Df ∩Ha − {a})(|f(x)− c| < ε̃) .

Uvažujme libovolné kladné ε. Když v předešlém tvrzeńı dosad́ıme za ε̃ = ε/2, najdeme

Ha tak, že pro libovolné reálné x, y ∈ Df ∩Ha − {a} je

|f(x)− f(y)| = |f(x)− c+ c− f(y)| ≤ |f(x)− c|+ |f(y)− c| < ε̃+ ε̃ = ε,

což jsme měli dokázat.

(⇐) Uvažujme posloupnost (xn) s vlastnost́ı:

xn ∈ Df − {a} pro každé n a limxn = a. (4.4)

Zvolme libovolné kladné ε. Podle pravé strany dokazované ekvivalence, z jej́ıž platnosti

ted’ vycháźıme, existuje Ha tak, že

(∀x, y ∈ Df ∩Ha − {a})(|f(x)− f(y)| < ε). (4.5)

Jelikož limxn = a, lež́ı všechny členy posloupnosti (xn) od jistého n0 poč́ınaje v okoĺı Ha.

Proto lze pro n,m > n0 dosadit do 4.5 za x = xn a za y = xm. Odvodili jsme platnost

výroku

(∀ε > 0)(∃n0)(∀n,m ∈ N, n,m > n0)(|f(xn)− f(xm)| < ε),

což znamená, že posloupnost (f(xn)) je cauchyovská, a tud́ıž má konečnou limitu. Ted’

ukážeme, že lim f(xn) je stejná pro všechny posloupnosti (xn) s vlastnost́ı 4.4.

Předpokládejme, že by existovaly dvě posloupnosti (x
(1)
n ) a (x

(2)
n ) požadovaných vlast-

nost́ı, přičemž lim f(x
(1)
n ) = c1 a lim f(x

(2)
n ) = c2 6= c1. Pak by posloupnost (x

(3)
n ) defino-

vaná předpisem

x
(3)
2n := x

(1)
n a x

(3)
2n−1 := x

(2)
n

také měla vlastnost 4.4.

Posloupnost
(
f(x

(3)
n )
)

však nemá limitu, jelikož posloupnosti
(
f(x

(3)
2n )
)

a
(
f(x

(3)
2n−1)

)
maj́ı

r̊uzné limity. To je ale ve sporu s t́ım, že (f(xn)) je cauchyovská, jakmile (xn) má vlast-
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nost 4.4. Tedy lim f(xn) je konečná a stejná pro všechny posloupnosti (xn) splňuj́ıćı 4.4,

a to podle Heineovy věty znamená, že lima f existuje a je konečná.

4.3 Výpočet limity funkce

I pro limitu funkce lze vyslovit věty o limitě součtu, součinu atd. Heineova věta umožńı,

že technické d̊ukazy, které jsme prováděli u posloupnost́ı, nemuśıme už opakovat.

Věta 4.3.1.

lim
a

(f ± g) = lim
a
f ± lim

a
g, lim

a
(f.g) = lim

a
f. lim

a
g, lim

a

(
f

g

)
=

lima f

lima g

za předpokladu, že a je hromadným bodem množiny Df±g, resp. Df.g, resp. D f
g

a výrazy

vpravo maj́ı smysl.

D̊ukaz. Ukážeme, jak z Heineovy věty a platnosti věty o limitě součtu dvou posloupnost́ı

plyne věta o limitě součtu dvou funkćı. Pro daľśı aritmetické operace je d̊ukaz analogický.

Označme c = lima f a d = lima g a předpokládejme, že výraz c + d má smysl. Z Hei-

neovy věty v́ıme, že pro každou posloupnost (xn) s limitou a takovou, že xn ∈ Df − {a},
plat́ı lim f(xn) = c. Obdobně pro každou posloupnost (yn) s limitou a takovou, že

yn ∈ Dg − {a}, plat́ı lim g(yn) = d.

Chceme-li ukázat, že lima(f + g) = c + d, stač́ı podle Heineovy věty zkoumat limity

posloupnost́ı
(
f(zn) + g(zn)

)
, kde (zn) je libovolná posloupnost s limitou a taková, že

zn ∈ Df+g−{a}. Uvědomme si, že Df+g = Df ∩Dg. Proto posloupnost (zn) má vlastnosti

posloupnosti (xn) i vlastnosti posloupnosti (yn). Z věty o limitě součtu dvou posloupnost́ı

dostaneme

lim
n→+∞

(
f(zn) + g(zn)

)
= lim

n→+∞
f(zn) + lim

n→+∞
g(zn) = c+ d.

Tedy podle Heineovy věty je lima(f + g) = c+ d.

Následuj́ıćı věty uvedeme bez d̊ukazu, jelikož jsou př́ımým d̊usledkem obdobných vět

pro posloupnosti a Heineovy věty.

Věta 4.3.2. Necht’ a je hromadným bodem definičńıho oboru reálné funkce f reálné

proměnné. Pak plat́ı

lim
a
f = c ⇒ lim

a
|f | = |c|,

lim
a
f = 0 ⇔ lim

a
|f | = 0.

Věta 4.3.3. Necht’ f je nezáporná funkce reálné proměnné, a ∈ D′f a k ∈ N. Pak plat́ı

lim
a
f = c ⇒ lim

a

k
√
f = k
√
c.
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Následuj́ıćı věta hraje při výpočtu limity funkce d̊uležitou roli; roli daleko významněǰśı

než je role obdobné věty u posloupnosti, tedy věty o limitě skorovybrané posloupnosti.

Věta 4.3.4. (o limitě složené funkce) Necht’ a ∈ R je hromadným bodem definičńıho

oboru složené funkce f ◦ g, necht’ b, c ∈ R a necht’ jsou splněny tyto tři podmı́nky:

1) limb f = c,

2) lima g = b,

3) bud’ (∃H∗a)(∀x ∈ Dg ∩H∗a − {a})(g(x) 6= b) nebo (b ∈ Df a f(b) = c).

Pak lima f ◦ g = c.

D̊ukaz. Napǐsme, co chceme dokázat:

(∀Hc)(∃Ha)(∀x ∈ Ha ∩Df◦g − {a})(f(g(x)) ∈ Hc). (4.6)

Ted’ vyjmenujme ingredience, které máme k dispozici: limb f = c znamená

(∀Hc)(∃Hb)(∀y ∈ Hb ∩Df − {b})(f(y) ∈ Hc). (4.7)

Obdobně přeṕı̌seme lima g = b:

(∀Hb)(∃Ha)(∀x ∈ Ha ∩Dg − {a})(g(x) ∈ Hb). (4.8)

Vezměme libovolné okoĺı Hc, k němu z 4.7 nalezneme okoĺı Hb a k tomu zase podle 4.8

najdeme okoĺı Ha.

Uvažujme libovolné x ∈ Ha ∩ Df◦g − {a}. Pro x ∈ Df◦g lze spoč́ıtat f(g(x)), tedy

x ∈ Dg a g(x) ∈ Df . Podle 4.8 je g(x) ∈ Hb. Tedy g(x) ∈ Hb ∩ Df . Kdyby bylo nav́ıc

g(x) 6= b, tak by vyhovovalo podmı́nkám kladeným na y v 4.7 a tud́ıž f(g(x)) ∈ Hc.

Použit́ım podmı́nek 1) a 2) máme

(∀Hc)(∃Ha)(∀x ∈ Ha ∩Df◦g − {a})
(
f(g(x)) ∈ Hc nebo g(x) = b

)
.

Abychom dostali 4.6, muśıme odbourat ”nebo g(x) = b”. K tomu poslouž́ı zbylá podmı́nka:

Jestliže z podmı́nky 3) je splněno (b ∈ Df a f(b) = c), pak

g(x) = b⇒ f(g(x)) = f(b) = c ∈ Hc,

jelikož každé reálné c lež́ı ve svém okoĺı. Tedy (∀x ∈ Ha ∩Df◦g − {a})
(
f(g(x)) ∈ Hc).

Jestliže z podmı́nky 3) je splněno (∃H∗a)(∀x ∈ Dg ∩H∗a − {a})(g(x) 6= b), nevezmeme

k okoĺı Hc př́ımo okoĺı Ha źıskané z 4.8, ale okoĺı Ha definované jako pr̊unik H∗a s okoĺım

źıskaným z 4.8. Pro x z takového okoĺı bodu a se nestane, aby g(x) = b, tedy opět lze

část ”nebo g(x) = b”vynechat.
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Poznámka. Předpoklad 3) je pro platnost věty (a ne jenom pro správnost d̊ukazu)

podstatný. To dokládá následuj́ıćı př́ıklad, ve kterém jsou splněny podmı́nky 1) a 2),

neńı však splněna 3). Položme

g(x) = 0 pro každé x ∈ R a f(y) =

{
1, pro y 6= 0,

2, pro y = 0.

Pak pro a = 1 dostaneme

b = lim
x 7→1

g(x) = 0, c = lim
y 7→0

f(y) = 1.

Přitom f(g(x)) je funkce konstantně rovná 2, a proto

lim
x 7→1

f(g(x)) = 2 6= 1 = c.

Pomoćı věty 4.3.4 ted’ odvod́ıme dvě d̊uležité limity.

Př́ıklad 4.3.5. Do věty o limitě složené funkce zvoĺıme

f(y) = ln y, g(x) = (1 + x)
1
x , a = 0, b = lim

x7→0
(1 + x)

1
x = e, c = lim

y 7→e
ln y = ln e = 1.

Jelikož funkce f(y) = ln y je definovaná v bodě b = e tak, že f(b) = ln e = 1 = c, je

splněna i podmı́nka 3) z věty 4.3.4. Proto plat́ı

lim
x 7→0

f(g(x)) = lim
x 7→0

ln
(

(1 + x)
1
x

)
= 1.

Po úpravě

lim
x 7→0

ln(1 + x)

x
= 1 .

Př́ıklad 4.3.6. Do věty o limitě složené funkce ted’ zvoĺıme

f(y) =
ln(1 + y)

y
, g(x) = ex−1, a = 0, b = lim

x 7→0

(
ex−1

)
= 0, c = lim

y 7→0

ln(1 + y)

y
= 1.

Protože ex = 1 pouze pro x = 0, je pro libovolné okoĺı H∗0 bodu 0 splněno pro každé

x ∈ H∗0 − {0}, že g(x) = ex − 1 6= 0 = b. Z věty o limitě složené funkce máme

lim
x 7→0

ln (1 + ex − 1)

ex − 1
= 1.

Po úpravě dostaneme

lim
x 7→0

ex − 1

x
= 1 .
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Kapitolu limita funkce zakonč́ıme větami, které již v modifikované formě známe pro

výpočet limity posloupnosti.

Věta 4.3.7. Necht’ a ∈ R a necht’ f, g jsou reálné funkce reálné proměnné takové, že

existuj́ı lima f , lima g a okoĺı H∗a , pro něž H∗a ∩Df − {a} = H∗a ∩Dg − {a} =: M .

1) lima f < lima g =⇒ (∃Ha)(∀x ∈ Ha ∩M)(f(x) < g(x)),

2) (∀x ∈M)(f(x) ≤ g(x)) =⇒ lima f ≤ lima g.

D̊ukaz. Označme c = lima f a d = lima g.

1) Protože c < d, najdeme disjunktńı okoĺı Hc a Hd tak, že

(∀y1 ∈ Hc)(∀y2 ∈ Hd)(y1 < y2). (4.9)

Z definice limity nalezneme k těmto okoĺım Hc, resp. Hd okoĺı H
(1)
a , resp. H

(2)
a tak, že

(∀x ∈ H(1)
a ∩Df − {a})(f(x) ∈ Hc) a (∀x ∈ H(2)

a ∩Dg − {a})(g(x) ∈ Hd).

Polož́ıme-li ted’ Ha = H
(1)
a ∩H(2)

a ∩H∗a , dostaneme pro každé x ∈ Ha ∩M , že f(x) ∈ Hc

a g(x) ∈ Hd. Z 4.9 už plyne, že f(x) < g(x).

2) Důkaz sporem za použit́ı bodu 1) je přenechán čtenáři.

Věta 4.3.8. Necht’ pro bod a ∈ R a funkce f, g, h plat́ı:

1) existuje okoĺı H∗a tak, že Df ∩H∗a−{a} = Dg∩H∗a−{a} = Dh∩H∗a−{a} =: M ,

2) pro každé x ∈M je f(x) ≤ g(x) ≤ h(x),

3) lima f = lima h = c.

Pak existuje i lima g a je rovna c.

D̊ukaz. Zvolme libovolnou posloupnost (xn) takovou, že pro každé n ∈ N je xn ∈ Dg−{a}
a jej́ıž limita je a. Z limxn = a plyne, že od jistého n0 poč́ınaje, je xn ∈ H∗a . Tedy podle

předpokladu 1) je až na konečný počet výjimek xn ∈ Df−{a} a současně je xn ∈ Dh−{a}.
Z Heineovy věty a předpokladu 3) plyne

lim
n7→+∞

f(xn) = lim
n 7→+∞

h(xn) = c.

Podle předpokladu 2) pro každé n ∈ N, n > n0, je

f(xn) ≤ g(xn) ≤ h(xn).
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Věta o limitě sevřené posloupnosti dává lim g(xn) = c. Tedy pro libovolnou posloupnost

(xn) zvolených vlastnost́ı jsme ukázali, že limita posloupnosti funkčńıch hodnot
(
g(xn)

)
je c. Podle Heineovy věty je to ekvivalentńı s tvrzeńım lima g = c.

Př́ıklad 4.3.9. Geometrická interpretace hodnoty sinx a tg x k danému úhlu x na jed-

notkové kružnici nám dá nerovnost1

0 < sinx < x < tg x pro x ∈
(

0,
π

2

)
. (4.10)

Protože sin x je lichá funkce, máme−|x| ≤ sinx ≤ |x| pro x ∈
(
−π

2
, π
2

)
. Jelikož lim0 x = 0,

dostaneme z věty o limitě absolutńı hodnoty lim0 |x| = 0 a z věty o limitě sevřené funkce

lim
x 7→0

sinx = 0.

Na intervalu
(
−π

2
, π
2

)
je cos x =

√
1− sin2 x. Předchoźı limita implikuje lim0 cosx = 1.

Z 4.10 dostaneme

cosx <
sinx

x
< 1 pro x ∈

(
0,
π

2

)
. (4.11)

Jelikož funkce cosx a sinx
x

jsou sudé funkce, plat́ı 4.11 také pro x ∈
(
−π

2
, 0
)
. Opět z věty

o limitě sevřené funkce dostaneme

lim
x 7→0

sinx

x
= 1 .

4.4 Spojitost funkce

Spojitost v bodě

Definice 4.4.1. Necht’ f je reálná funkce reálné proměnné a a ∈ Df . Řekneme, že funkce

f je spojitá v bodě a, když

(
∀Hf(a)

)
(∃Ha)(∀x ∈ Df ∩Ha)

(
f(x) ∈ Hf(a)

)
.

O bodu a také ř́ıkáme, že je bodem spojitosti funkce f .

Protože body a a f(a) jsou prvky R, je každé okoĺı Ha tvaru (a− δ, a+ δ) pro nějaké

kladné δ a každé okoĺı Hf(a) je tvaru (f(a)− ε, f(a) + ε) pro nějaké kladné ε. Definici

1Zde se dopoušt́ıme jisté ned̊uslednosti, přesné odvozeńı nerovnost́ı neńı možné prostředky, které
máme k dispozici. K tomuto problému se vrát́ıme, až zavedeme pojem délka grafu funkce.
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spojitosti lze proto ekvivalentně přepsat

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ Df ) (|x− a| < δ ⇒ |f(x)− f(a)| < ε) . (4.12)

Poznámky k definici:

1) Necht’ a ∈ Df je izolovaným bodem definičńıho oboru, tj. (∃H∗a)(Df ∩ H∗a = {a}).
V tomto př́ıpadě ke každému Hf(a) vezmeme okoĺı Ha := H∗a . Pak vztah x ∈ Df ∩ Ha

splňuje jediné x = a, a proto automaticky f(x) = f(a) ∈ Hf(a). Tedy každý izolovaný

bod definičńıho oboru je bodem spojitosti.

2) Necht’ a ∈ Df je hromadným bodem definičńıho oboru. Pak 4.12 je ekvivalentńı se

zápisem, že limita funkce f v bodě a je f(a). Je to sice banálńı pozorováńı, ale s d̊uležitými

d̊usledky, proto je formulujeme ve tvaru věty.

Věta 4.4.2. Necht’ a ∈ Df∩D′f . Pak f je spojitá v bodě a právě tehdy, když lima f = f(a).

Př́ıklad 4.4.3. 1) Protože lima e
x = ea, je funkce f(x) = ex spojitá v každém reálném

bodě a.

2) Protože lima lnx = ln a pro a > 0, je funkce f(x) = lnx spojitá v každém kladném

bodě a.

3) Protože lima sgn(x) = sgn(a) pro a 6= 0 a neexistuje lim0 sgn(x), je funkce f(x) =

sgn(x) spojitá v každém a 6= 0 a neńı spojitá v bodě 0.

4) Protože lima sinx = sin a a také lima cosx = cos a, jsou funkce sin a cos spojité v

každém reálném bodě a.

Věta 4.4.4. Necht’ f a g jsou funkce spojité v bodě a. Pak funkce |f |, f ± g, f.g a f/g

(pokud g(a) 6= 0) jsou funkce spojité v bodě a.

D̊ukaz. Tvrzeńı ukážeme pouze pro součet funkćı; d̊ukaz ostatńıch tvrzeńı je analogický.

Když a je izolovaným bodem Df+g, pak automaticky je funkce f + g spojitá v a. Když

a je hromadným bodem Df+g, pak a ∈ D′f a současně a ∈ D′g. Ze spojitosti funkćı

f a g v bodě a plyne, že lima f = f(a) a lima g = g(a). Z věty o limitě součtu je

lima(f + g) = f(a) + g(a). To ovšem znamená, že funkce f + g je spojitá v bodě a.

Věta 4.4.5. Necht’ g je funkce spojitá v bodě a, f funkce spojitá v bodě g(a). Pak funkce

f ◦ g je spojitá v bodě a.

D̊ukaz. Z předpoklad̊u plyne, že a ∈ Df◦g, proto má smysl mluvit o spojitosti složené

funkce v bodě a. Když a je izolovaným bodem množiny Df◦g, pak je zřejmě tvrzeńı

pravdivé.

Nyńı předpokládejme, že a ∈ D′f◦g. Pak a ∈ D′g a ze spojitosti je lima g = g(a). Když

g(a) je hromadným bodem funkce f , pak ze spojitosti funkce f máme limg(a) f = f(g(a)).
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Použijeme větu o limitě složené funkce, protože i třet́ı předpoklad této věty je splněný

(konkrétně jeho druhá část). Celkově dostaneme lima f ◦ g = f(g(a)).

Zbývá diskutovat př́ıpad a ∈ D′f◦g a g(a) izolovaný bod Df . To znamená, že existuje

okoĺı H∗g(a) takové, že Df ∩ H∗g(a) = {g(a)}. Protože lima g = g(a), je i limita zúžeńı

lima g/Df◦g = g(a). Tedy pro každé okoĺı bodu g(a), speciálně i pro okoĺı H∗g(a), existuje

jisté okoĺı Ha bodu a takové, že pro všechny hodnoty x ∈ Ha ∩ Df◦g padne g(x) do

H∗g(a) ∩ Df = {g(a)}. To je možné jen tak, že pro jisté okoĺı Ha bodu a je funkce g

konstantńı na množině Ha ∩Df◦g, tj. g(x) = g(a). To ovšem znamená, že funkce f ◦ g je

na množině Ha ∩Df◦g konstantně rovna f(g(a)), a proto lima f(g(x)) = f(g(a)), tj. f ◦ g
je spojitá v a.

Př́ıklad 4.4.6. Funkci h(x) = xα s definičńım oborem Dh = (0,+∞) lze napsat jako

h(x) = eα lnx. Tedy h je složená funkce h = f ◦ g, kde f(y) = ey a g(x) = α lnx. Jak

jsme už ukázali, f je spojitá na celém R a g je spojitá v každém kladném bodě a. Proto

i funkce h(x) = xα je spojitá v každém kladném bodě a.

Definice 4.4.7. Řekneme, že funkce f je spojitá v bodě a zleva, resp. zprava, když

lima+ f = f(a), resp. lima− f = f(a).

Př́ıklad 4.4.8. 1) Funkce f(x) = x − [x] je spojitá v každém bodě a ∈ R − Z. V bodě

a ∈ Z je funkce f spojitá zprava, neńı však spojitá zleva.

2) Funkce f(x) = sgn(x) je spojitá v každém bodě a 6= 0, v bodě 0 neńı sgn spojitá ani

zleva ani zprava.

Poznámka.

1) Spojitost funkce v bodě a zleva, resp. zprava je definovaná pouze v př́ıpadě, když

a ∈ Df a a ∈
(
Df ∩ (a,+∞)

)′
, resp. a ∈

(
Df ∩ (−∞, a)

)′
.

2) Když a ∈ Df , a ∈
(
Df ∩ (a,+∞)

)′
a a ∈

(
Df ∩ (−∞, a)

)′
, je funkce f spojitá v bodě

a tehdy a jen tehdy, když je f spojitá v bodě a zleva i zprava.

Poznámka.

Někdy se zavád́ı pojem bod nespojitosti funkce. Definuje se takto: bod a ∈ R, který

je hromadným bodem Df , nazveme bodem nespojitosti funkce f , když a neńı bodem

spojitosti funkce f , tj. bud’ a /∈ Df nebo a ∈ Df , ale lima f neńı rovna f(a).

Některé typy nespojitosti dostaly i svá jména:

i) Odstranitelná nespojitost se nazývá takový bod a nespojitosti funkce f , pro

který lima f ∈ R.

Např. funkce f(x) = sinx
x

má v bodě 0 odstranitelnou nespojitost.

ii) Bod skoku se nazývá bod a ∈ R, ve kterém existuj́ı konečné navzájem r̊uzné limity

lima+ f a lima− f .

Např. funkce f(x) = x− [x] má skok v každém a ∈ Z.
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Existuj́ı samozřejmě i jiné druhy nespojitosti. Např. f(x) = 1
x

má v bodě 0 limitu zprava

+∞ a zleva −∞, bod 0 je proto bodem nespojitosti, ale neńı to ani odstranitelná nespo-

jitost ani bod skoku;

funkce f(x) = 1
x2

má v bodě 0 limitu +∞, opět je to bod nespojitosti, který nepatř́ı do

skupiny i) ani ii).

Př́ıklad 4.4.9. Počet bod̊u nespojitosti dané funkce může být libovolně velký. Např.

Riemannova funkce je spojitá ve všech iracionálńıch bodech, ale nespojitá v každém

racionálńım bodě. Dirichletova funkce je nespojitá v každém bodě.

Poznámka. Funkce f definovaná a monotonńı na nějakém uzavřeném intervalu může

mı́t podle věty 4.2.19 nespojitost pouze typu skok.

Vyšetřujme množinu skok̊u funkce f , která je rostoućı na nějakém omezeném intervalu

〈a, b〉. Pro rostoućı funkci plat́ı

lim
c−

f ≤ lim
c+

f pro c ∈ (a, b) a f(a) ≤ lim
a+

f, lim
b−

f ≤ f(b).

Pro pevné n ∈ N je bod̊u c, ve kterých je skok větš́ı než 1
n
, jenom konečně mnoho, jelikož

f je omezená zdola konstantou f(a) a shora konstantou f(b). Tedy množina

Mn =

{
c ∈ (a, b)| lim

c+
f ≥ lim

c−
f +

1

n

}

je konečná. Protože množina všech bod̊u skoku je podmnožinou
(⋃

n∈NMn

)
∪ {a, b}, je

podle věty 1.4.9 množina všech skok̊u funkce f na intervalu 〈a, b〉 nejvýše spočetná.

Každý interval J lze vyjádřit jako nejvýše spočetné sjednoceńı omezených uzavřených

interval̊u. Proto plat́ı:

Funkce monotonńı na intervalu má nejvýše spočetnou množinu bod̊u nespojitosti.

Spojitost na intervalu

Definice 4.4.10. Necht’ f je reálná funkce reálné proměnné a J interval takový, že

J ⊂ Df . Řekneme, že funkce f je spojitá na intervalu J , když zúžeńı f/J je funkce

spojitá v každém bodě intervalu J .

Př́ıklad 4.4.11. Funkce f(x) = x − [x] je spojitá na intervalu J = 〈−1, 0). Samotná

funkce f však neńı spojitá v bodě −1, jej́ı zúžeńı f/J je už spojité i v bodě −1.

Věta 4.4.12. Necht’ f je funkce spojitá na uzavřeném intervalu 〈a, b〉 a necht’ plat́ı

f(a).f(b) < 0. Pak existuje bod c ∈ (a, b) takový, že f(c) = 0.
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D̊ukaz. Bez újmy na obecnosti předpokládejme, že f(a) < 0 a f(b) > 0. Pro d̊ukaz

použijeme tzv. metodu p̊uleńı interval̊u. Rozp̊uĺıme interval 〈a, b〉. Je-li f
(
a+b
2

)
= 0, jsme

s d̊ukazem hotovi. Je-li f
(
a+b
2

)
6= 0, vybereme pro daľśı krok ten z interval̊u

〈
a, a+b

2

〉
,〈

a+b
2
, b
〉
, v jehož krajńıch bodech maj́ı funkčńı hodnoty r̊uzná znaménka. Vybraný interval

označ́ıme 〈a1, b1〉. Máme-li již zkonstruovaný interval 〈ai, bi〉 takový, že

f(ai) < 0 a f(bi) > 0, (4.13)

zkoumáme funkčńı hodnotu v pr̊uměru ai+bi
2

. Znaménko funkčńı hodnoty rozhoduje o dal-

š́ım postupu takto:

když f

(
ai + bi

2

) 
= 0, polož́ıme c := ai+bi

2
a STOP

> 0, klademe ai+1 := ai, bi+1 := ai+bi
2

;

< 0, klademe ai+1 := ai+bi
2
, bi+1 := bi.

S konstrukćı pár̊u ai, bi přestaneme, pokud funkčńı hodnota v pr̊uměru je rovna 0.

Nestane-li se tak pro žádné přirozené i, dostaneme dvě posloupnosti (an)n∈N a (bn)n∈N,

pro něž plat́ı:

an, bn ∈ 〈a, b〉 , an ≤ an+1 < bn+1 ≤ bn a bn − an =
b− a

2n
pro každé n ∈ N.

Tedy obě posloupnosti jsou monotonńı, omezené a vzdálenost mezi členy těchto posloup-

nost́ı má limitu 0. Proto maj́ı obě posloupnosti stejnou konečnou limitu. Označme

c = lim
n→+∞

an = lim
n→+∞

bn ∈ 〈a, b〉 .

Ze spojitosti funkce f na intervalu 〈a, b〉 a z Heineovy věty plyne

f(c) = lim
n→+∞

f(an) = lim
n→+∞

f(bn) .

Z věty o nerovnostech v limitách a z 4.13 dostaneme

0 ≥ lim
n→+∞

f(an) = f(c) = lim
n→+∞

f(bn) ≥ 0 ,

což implikuje f(c) = 0.

Poznámka.

1) V předchoźım d̊ukazu jsme existenci c demonstrovali tak, že jsme popsali návod,

chcete-li algoritmus, jak c naj́ıt. Takovému typu d̊ukazu se ř́ıká konstruktivńı d̊ukaz.

Popsaný algoritmus se v praxi skutečně použ́ıvá na hledáńı kořen̊u rovnice f(x) = 0.

2) Pro řešeńı nerovnic je d̊uležitý tento d̊usledek věty:

Necht’ f je spojitá na intervalu J a necht’ pro každé x ∈ J je f(x) 6= 0. Pak funkce f
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neměńı v intervalu J znaménko, tj. bud’ pro každé x ∈ J je f(x) > 0 nebo pro každé

x ∈ J je f(x) < 0.

Věta 4.4.13. Necht’ f je funkce spojitá na intervalu J . Pak f(J) je interval nebo jedno-

prvková množina.

D̊ukaz. Když f(J) je jednoprvková množina, jsme s d̊ukazem hotovi. Uvažujme proto, že

f(J) má alespoň dva prvky. Chceme-li dokázat, že f(J) je interval, muśıme ukázat, že

libovolné reálné č́ıslo z, které lež́ı mezi dvěma prvky množiny f(J), také patř́ı do množiny

f(J).

Necht’ y1, y2 ∈ f(J), y1 < y2 a necht’ z je libovolné pevně zvolené reálné č́ıslo, pro které

plat́ı y1 < z < y2.

Definujeme funkci g : J 7→ R předpisem g(x) := f(x) − z pro každé x ∈ J . Tato

funkce je rozd́ılem funkce f , která je spojitá podle předpokladu věty, a konstanty, která

je také spojitou funkćı. Celkově tedy g je spojitá na intervalu J . Protože y1, y2 ∈ f(J),

existuj́ı x1, x2 ∈ J tak, že f(x1) = y1 a f(x2) = y2. To implikuje g(x1) = y1 − z < 0 a

g(x2) = y2 − z > 0. Uvažujme uzavřený interval J0, jehož hranice tvoř́ı body x1 a x2.

Jelikož g(x1).g(x2) < 0, existuje podle předchoźı věty c ∈ J0 ⊂ J tak, že 0 = g(c) =

f(c)− z, tj. f(c) = z. To znamená, že z ∈ f(J), což jsme měli dokázat.

Poznámka. Matematici vyslovuj́ı předchoźı větu heslovitě ”spojitý obraz intervalu je

interval nebo bod”.

Věta 4.4.14. Necht’ f je funkce spojitá na intervalu J = 〈a, b〉. Pak plat́ı:

1) f(J) je omezená množina;

2) existuj́ı c, d ∈ 〈a, b〉 taková, že f(c) = sup f(J) a f(d) = inf f(J).

D̊ukaz. 1) Omezenost ukážeme sporem. Necht’ např. f(J) neńı omezená shora, symbo-

licky (∀n ∈ N)
(
∃xn ∈ 〈a, b〉

)(
f(xn) > n

)
. Dostaneme tedy posloupnost (xn) omezenou

zdola č́ıslem a, shora č́ıslem b. Jej́ı limes superior je tedy reálné č́ıslo. Označme β =

lim supxn. Z posloupnosti (xn) lze vybrat posloupnost (xkn) tak, že limxkn = β ∈ 〈a, b〉.
Ze spojitosti funkce f v bodě β a z Heineovy věty dostaneme lim f(xkn) = f(β). Na

druhé straně č́ısla xn byla nalezena tak, aby f(xn) > n, tj. lim f(xn) = +∞ a tud́ıž i

limita posloupnosti
(
f(xkn)

)
z ńı vybrané je +∞ - spor.

2) I tuto část tvrzeńı dokážeme sporem. Označme β = sup f(J). Z bodu 1) již v́ıme,

že β ∈ R. Kv̊uli sporu předpokládejme, že

(∀x ∈ 〈a, b〉)(f(x) < sup f(J) = β). (4.14)

Definujme funkci g předpisem g(x) := 1
β−f(x) . Protože jmenovatel je podle 4.14 kladný,

je tato funkce definovaná a spojitá na celém intervalu J . Podle bodu 1) je g(J) omezená
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množina. Existuje tedy konstanta k > 0 tak, že ∀x ∈ J je 1
β−f(x) ≤ k. Odtud plyne, že

f(x) ≤ β − 1
k

pro všechna x ∈ J , což už je ve sporu s t́ım, že β je sup f(J).

Poznámka.

1) Druhou část předchoźı věty lze heslovitě vyslovit ”funkce spojitá na uzavřeném in-

tervalu nabývá v něm svého suprema i infima”.

2) Uzavřenost intervalu J je pro platnost obou část́ı předchoźı věty podstatná. Kupř́ıkladu

funkce f(x) = 1
x

je spojitá na intervalu J = (0, 1), ale množina f(J) neńı omezená a f

nenabývá suprema ani infima na tomto intervalu.

3) Obraz intervalu J = 〈a, b〉 spojitým zobrazeńım f je podle druhé části věty (v př́ıpadě,

že f neńı konstantńı funkce) interval 〈f(d), f(c)〉. Heslovitě: ”spojitý obraz uzavřeného

intervalu je uzavřený interval nebo bod”.

4) Spojitý obraz otevřeného intervalu může být interval libovolného typu. Např. pro

funkci sin plat́ı

sin
(
(0, π/2)

)
= (0, 1), sin

(
(0, π)

)
= (0, 1〉, sin

(
(0, 2π)

)
= 〈−1, 1〉.

Věta 4.4.15. Necht’ f je spojitá a prostá na intervalu J . Pak

1) f je ryze monotonńı na J ;

2) f−1/J je spojitá na intervalu f(J).

D̊ukaz. 1) Předpokládejme kv̊uli sporu, že f neńı ani ostře rostoućı, ani ostře klesaj́ıćı.

Funkce f je prostá, proto existuje trojice prvk̊u x1, x2, x3 ∈ J taková, že x1 < x2 < x3

a bud’ f(x1) < f(x2) a f(x2) > f(x3) nebo f(x1) > f(x2) a f(x2) < f(x3). Bez újmy

na obecnosti předpokládejme, že nastal př́ıpad f(x1) < f(x2) > f(x3). Zvoĺıme z tak,

aby f(x2) > z > max{f(x1), f(x3)}. Protože obraz intervalu 〈x1, x2〉 při zobrazeńı f je

interval, najdeme x̃1 ∈ (x1, x2) tak, že f(x̃1) = z a obdobně najdeme x̃2 ∈ (x2, x3) tak,

že f(x̃2) = z. To znamená, že pro r̊uzné body x̃1 6= x̃2 je f(x̃1) = f(x̃2) = z - spor

s prostotou funkce.

2) f−1/J je tedy ryze monotonńı, uvažujme např. f−1/J ostře rostoućı. Pro d̊ukaz spojitosti

funkce f−1/J na intervalu f(J) stač́ı ukázat, že lima f
−1
/J = f−1/J (a) pro každé a ∈ f(J).

Existence jednostranné limity lima+ f
−1
/J , resp. lima− f

−1
/J plyne z věty o limitě monotonńı

funkce, kde jsme pro rostoućı funkci ukázali

lim
a−

f−1/J = sup{f−1/J (x) | x ∈ f(J) ∩ (−∞, a)},

respektive

lim
a+

f−1/J = inf{f−1/J (x) | x ∈ f(J) ∩ (a,+∞)}.
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Z monotonie funkce f−1/J plyne, že lima− f
−1
/J ≤ f−1/J (a), resp. f−1/J (a) ≤ lima+ f

−1
/J . Kdyby

např. lima− f
−1
/J < f−1/J (a), pak by obrazem intervalu f(J) při zobrazeńı f−1/J nemohl být

interval, a přitom v́ıme, že f−1/J
(
f(J)

)
= J - spor. Proto je lima− f

−1
/J = f−1/J (a), resp.

lima+ f
−1
/J = f−1/J (a), což implikuje spojitost v bodě a.

Stejnoměrná spojitost

Uvažujme reálnou funkci reálné proměnné, jej́ıž definičńı obor obsahuje interval J .

Spojitost funkce f na intervalu J lze zapsat takto:

(∀x ∈ J)(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x′ ∈ J)(|x− x′| < δ ⇒ |f(x)− f(x′)| < ε).

Kladné δ, které podle definice nalezneme, je obecně závislé na ε a x ∈ J . Když lze zvolit

univerzálńı (stejné) δ pro všechna x ∈ J , tedy δ závislé pouze na ε, mluv́ıme o stej-

noměrné spojitosti. Přesněji:

Definice 4.4.16. Necht’ funkce f je definovaná na intervalu J . Řekneme, že f je stejno-

měrně spojitá na J , když

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x, x′ ∈ J)(|x− x′| < δ ⇒ |f(x)− f(x′)| < ε).

Poznámka. i) Stejnoměrná spojitost je pojem svázaný s intervalem. Nemá smyslu

mluvit o stejnoměrné spojitosti funkce bez udáńı intervalu. Jak vyplyne z daľśıho textu,

např. funkce f(x) = 1
x

neńı stejnoměrně spojitá na intervalu (0, 1), ale je stejnoměrně

spojitá na (1, 2).

ii) Z definice plyne, že když f je stejnoměrně spojitá na intervalu J , pak je též

stejnoměrně spojitá na každém podintervalu J1 ⊂ J .

Př́ıklad 4.4.17. Funkce f(x) = x je stejnoměrně spojitá na celém R. K libovolnému

kladnému ε stač́ı položit δ := ε. Platnost implikace

|x− x′| < δ ⇒ |f(x)− f(x′)| = |x− x′| < ε = δ

je pro každé x, x′ ∈ R zřejmá.

Př́ıklad 4.4.18. Funkce f(x) =
√
x je stejnoměrně spojitá na 〈1,+∞). Při volbě δ := ε

plat́ı totiž pro x, x′ ≥ 1

|f(x)− f(x′)| = |
√
x−
√
x′| = |x− x′|

√
x+
√
x′

< |x− x′| < δ = ε,
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což dokazuje stejnoměrnou spojitost.

Př́ıklad 4.4.19. Funkce f(x) = 1
x

neńı stejnoměrně spojitá na (0, 1). Abychom to

dokázali, muśıme ukázat

(∃ε > 0)(∀δ > 0)(∃x, x′ ∈ (0, 1))(|x− x′| < δ a

∣∣∣∣1x − 1

x′

∣∣∣∣ ≥ ε).

Vezmeme-li za ε = 1
2
, pak pro libovolné δ > 0 stač́ı vźıt jakékoliv x ∈ (0, 1/2), které je

menš́ı než δ a položit x′ = 2x, abychom dostali

|x− x′| = |x− 2x| = |x| < δ a

∣∣∣∣1x − 1

x′

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣1x − 1

2x

∣∣∣∣ =
1

2x
>

1

2
= ε.

Věta 4.4.20. (Věta Cantorova) Funkce spojitá na uzavřeném intervalu 〈a, b〉 je na

tomto intervalu spojitá stejnoměrně.

D̊ukaz. Kv̊uli sporu předpokládejme, že

(∃ε > 0)(∀δ > 0)(∃x, x′ ∈ 〈a, b〉)(|x− x′| < δ a |f(x)− f(x′)| ≥ ε).

Máme tedy pevné ε a za δ postupně bereme δ = 1, δ = 1
2
, δ = 1

3
, . . . Pro každé takové

δ = 1
n

dostaneme pár xn, x
′
n ∈ 〈a, b〉 splňuj́ıćı

|xn − x′n| <
1

n
a |f(xn)− f(x′n)| ≥ ε.

Protože členy posloupnosti (xn) lež́ı v intervalu 〈a, b〉, je i limes superior této posloupnosti

z intervalu 〈a, b〉. Lze tedy vybrat posloupnost (xkn) tak, aby limxkn = β ∈ 〈a, b〉. Jelikož

|x′kn − xkn| <
1
kn

, je i limita posloupnosti (x′kn) rovna β. Funkce f je podle předpokladu

spojitá v každém bodě intervalu 〈a, b〉, a tedy i v bodě β. Z Heineovy věty proto dostaneme

lim
n7→+∞

f(xkn) = f(β) = lim
n7→+∞

f(x′kn) ⇒ lim
n7→+∞

(
f(xkn)− f(x′kn)

)
= 0.

To je ale v rozporu s t́ım, že pro pevné ε je
∣∣∣f(xkn)− f(x′kn)

∣∣∣ ≥ ε pro každé n ∈ N.

Poznámka. Je-li funkce f stejnoměrně spojitá na intervalech J1 a J2, jejichž pr̊unik

J1 ∩ J2 je neprázdný, pak funkce f je stejnoměrně spojitá i na intervalu J = J1 ∪ J2.
Dokážeme si formálně toto zřejmé tvrzeńı. Stejnoměrná spojitost f na J1 znamená:

(∀ε̃ > 0)(∃δ1 > 0)(∀x, x′ ∈ J1)(|x− x′| < δ1 ⇒ |f(x)− f(x′)| < ε̃).

Podobně stejnoměrná spojitost funkce f na J2 znač́ı:

(∀ε̃ > 0)(∃δ2 > 0)(∀x, x′ ∈ J2)(|x− x′| < δ2 ⇒ |f(x)− f(x′)| < ε̃).
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Pro kladné ε polož́ıme ε̃ = ε
2

a po nalezeńı δ1 a δ2 z předchoźıch výrok̊u stač́ı položit

δ = min{δ1, δ2}. Nyńı když zvoĺıme libovolně dva body x, x′ tak, že oba patř́ı do stejného

intervalu, řekněme J1, plat́ı

|x− x′| < δ ≤ δ1 ⇒ |f(x)− f(x′)| < ε̃ < ε.

Když x, x′ nepatř́ı do stejného intervalu, najdeme bod p ∈ J1 ∩ J2 tak, aby p leželo mezi

x a x′. Pro takové p dostaneme

|x− x′| < δ ⇒ |x− p| < δ a |x′ − p| < δ.

Odtud

|f(x)− f(p)| < ε̃ a |f(x′)− f(p)| < ε̃,

což implikuje

|f(x)− f(x′)| ≤ |f(x)− f(p)|+ |f(x′)− f(p)| < 2ε̃ = ε.

Př́ıklad 4.4.21. Funkce f(x) =
√
x je podle Cantorovy věty stejnoměrně spojitá na

〈0, 1〉 a podle př́ıkladu 4.4.18 také na intervalu 〈1,+∞). Z předchoźı poznámky proto

plyne, že f je stejnoměrně spojitá na 〈0,+∞).

Poznámka. Jsou-li funkce f a g spojité na intervalu J , jsou na tomto intervalu spojité i

funkce f. g a f +g. Je zaj́ımavé zmı́nit, že součet dvou funkćı stejnoměrně spojitých na J

je opět stejnoměrně spojitý (d̊ukaz přenecháme čtenáři), zat́ımco součin dvou stejnoměrně

spojitých funkćı už nemuśı být stejnoměrně spojitý.

Př́ıkladem takové situace je součin dvou na R stejnoměrně spojitých funkćı f(x) = x a

g(x) = sinx. Čtenář at’ sám ověř́ı, že funkce (f. g)(x) = x sinx neńı na R stejnoměrně

spojitá.

4.5 Derivace funkce

Definice 4.5.1. Necht’ a ∈ Df ∩D′f . Limitu (pokud existuje)

lim
x 7→a

f(x)− f(a)

x− a

nazveme derivaćı funkce f v bodě a a znač́ıme f ′(a). Je-li f ′(a) ∈ R, ř́ıkáme, že f je

diferencovatelná v bodě a.

Poznámka. f ′(a) lze ekvivalentně zapsat

f ′(a) = lim
h7→0

f(a+ h)− f(a)

h
.
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Př́ıklad 4.5.2. Uvažujme funkci f(x) = bx pro b 6= 1, b > 0.

f ′(a) = lim
x 7→a

bx − ba

x− a
= lim

x 7→a
ba
bx−a − 1

x− a
= ba lim

x 7→a

e(x−a) ln b − 1

(x− a) ln b
ln b = ba ln b.

Př́ıklad 4.5.3. Spoč́ıtejme derivaci funkce f(x) = ln x.

f ′(a) = lim
x 7→a

lnx− ln a

x− a
= lim

x 7→a

1

a

ln x
a

x
a
− 1

=
1

a
lim
y 7→0

ln(y + 1)

y
=

1

a
.

Př́ıklad 4.5.4. Uvažujme funkci f(x) = sgn(x). Když bod a 6= 0, pak na jistém okoĺı

bodu a je funkce konstantńı, a proto je derivace v nenulovém bodě rovna 0. Ted’ uvažujme

bod a = 0. Zde

lim
x 7→0

sgn(x)− sgn(0)

x− 0
= lim

x 7→0

1

|x|
= +∞.

Celkově lze zapsat

f ′(a) =

{
0 pro a 6= 0,

+∞ pro a = 0.

Př́ıklad 4.5.5. Pro funkci f(x) = |x| je

f ′(a) = lim
x 7→a

|x| − |a|
x− a

= sgn(a) pro a 6= 0,

zat́ımco derivace v bodě 0 neexistuje.

Věta 4.5.6. Necht’ f je diferencovatelná v bodě a. Pak f je spojitá v bodě a.

D̊ukaz. Spoč́ıtejme limitu

lim
x 7→a

(
f(x)− f(a)

)
= lim

x 7→a

f(x)− f(a)

x− a
(x− a) = f ′(a).0 = 0.

Tedy lima f = f(a), což znamená, že funkce f je spojitá v bodě a.

Poznámka.

1) V předchoźı větě nelze zaměnit předpoklad diferencovatelnosti v bodě a předpokladem

existence derivace v bodě a. Jak ukazuje př́ıklad 4.5.4, funkce signum má v bodě 0 derivaci

+∞, ale neńı v bodě 0 spojitá.

2) Implikaci v předchoźı větě nelze obrátit. Např. funkce f(x) = |x| je spojitá v bodě 0,

ale podle př́ıkladu 4.5.5 derivace v bodě 0 neexistuje.

Definice 4.5.7. Limitu

lim
x 7→a+

f(x)− f(a)

x− a
, resp. lim

x 7→a−

f(x)− f(a)

x− a
,

pokud existuje, nazýváme derivaćı funkce f v bodě a zprava, resp. zleva a znač́ıme

f ′+(a), resp. f ′−(a).
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Př́ıklad 4.5.8. Funkce f(x) = x− [x] má v každém bodě a ∈ Z

f ′+(a) = 1 a f ′−(a) = −∞.

Věta 4.5.9. Necht’ funkce f a g jsou diferencovatelné v bodě a. Pak

i) (f ± g)′(a) = f ′(a)± g′(a), pokud a ∈ D′f±g,
ii) (f.g)′(a) = f ′(a).g(a) + f(a).g′(a), pokud a ∈ D′f.g,
iii)

(
f
g

)′
(a) = f ′(a).g(a)−f(a).g′(a)

g2(a)
, pokud a ∈ Df/g ∩D′f/g.

D̊ukaz. i) Z definice derivace a věty o limitě součtu dostaneme

(f + g)′(a) = lim
x 7→a

(f + g)(x)− (f + g)(a)

x− a
=

= lim
x 7→a

(
f(x)− f(a)

x− a
+
g(x)− g(a)

x− a

)
= f ′(a) + g′(a).

Pro rozd́ıl funkćı je d̊ukaz analogický.

ii) Derivaci součinu źıskáme následuj́ıćımi úpravami:

(f.g)′(a) = lim
x 7→a

(f.g)(x)− (f.g)(a)

x− a
= lim

x 7→a

f(x)g(x)− f(a)g(a)

x− a
=

= lim
x7→a

(
f(x)− f(a)

)
g(a) + f(x)

(
g(x)− g(a)

)
x− a

=

= g(a). lim
x 7→a

f(x)− f(a)

x− a
+ lim

x 7→a
f(x). lim

x 7→a

g(x)− g(a)

x− a
=

= g(a).f ′(a) + f(a).g′(a).

Při úpravách jsme využili toho, že diferencovatelnost funkce f v bodě a implikuje spojitost

v bodě a, tj. lima f = f(a).

Důkaz věty pro derivaci pod́ılu je obdobný a přenecháme jej čtenáři.

Poznámka. V předchoźı větě lze v některých př́ıpadech předpoklady zeslabit. Např.

(f+g)′(a) = f ′(a)+g′(a), pokud f má v bodě a derivaci a g je v bodě a diferencovatelná.

Věta 4.5.10. Necht’ g je diferencovatelná v bodě a, f je diferencovatelná v bodě g(a) a

necht’ a ∈ D′f◦g. Pak složená funkce f ◦ g je diferencovatelná v bodě a, přičemž plat́ı

(
f ◦ g

)′
(a) = f ′

(
g(a)

)
.g′(a).
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D̊ukaz. Definujme pomocnou funkci

G(y) =


f(y)−f(g(a))

y−g(a) pro y 6= g(a) ,

f ′(g(a)) pro y = g(a) .

Funkci G jsme definovali tak, aby byla spojitá v bodě g(a). Z věty o limitě složené funkce

dostaneme

lim
x 7→a

G
(
g(x)

)
= lim

y 7→g(a)
G(y) = f ′

(
g(a)

)
. (4.15)

Zde lima g = g(a) plyne z diferencovatelnosti funkce g v bodě a. Pro výpočet derivace

složené funkce si stač́ı ted’ uvědomit, že pro x 6= a je

f(g(x))− f(g(a))

x− a
=


f
(
g(x)
)
−f
(
g(a)
)

g(x)−g(a) . g(x)−g(a)
x−a pro g(x) 6= g(a),

0 pro g(x) = g(a).

To lze souhrnně zapsat pro x 6= a jako

f(g(x))− f(g(a))

x− a
= G

(
g(x)

)
.
g(x)− g(a)

x− a
.

Provedeme-li na obou stranách posledńı rovnosti limitńı přechod x 7→ a, dostaneme

s užit́ım 4.15

(
f ◦ g

)′
(a) = lim

x7→a

f
(
g(x)

)
− f

(
g(a)

)
x− a

= f ′
(
g(a)

)
.g′(a),

což jsme chtěli dokázat.

Př́ıklad 4.5.11. Protože pro libovolné reálné α a kladné x lze psát xα = eα lnx, můžeme

funkci h(x) = xα interpretovat jako funkci složenou z funkćı f(y) = ey a g(x) = α lnx.

Užit́ım věty o derivaci složené funkce a př́ıklad̊u 4.5.2 a 4.5.3 dostaneme

h′(a) = eα ln a α
1

a
= aα α

1

a
= α aα−1 pro každé a > 0.

Věta 4.5.12. Necht’ f je spojitá a prostá na otevřeném intervalu J a diferencovatelná

v bodě x0 ∈ J , přičemž f ′(x0) 6= 0. Pak inverzńı funkce f−1/J je diferencovatelná v bodě

y0 = f(x0) a plat́ı (
f−1/J

)′
(y0) =

1

f ′(x0)
.

D̊ukaz. Použijeme větu o limitě složené funkce, kde jako vněǰśı funkci bereme φ(x) =
x−x0

f(x)−f(x0) a jako vnitřńı funkci ψ(y) = f−1/J (y) a limitu poč́ıtáme v bodě y0. O vněǰśı funkci
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v́ıme z předpokladu, že

lim
x 7→x0

x− x0
f(x)− f(x0)

=
1

f ′(x0)
.

O vnitřńı funkci v́ıme z věty o spojitosti inverzńı funkce, že

lim
y 7→y0

f−1/J (y) = f−1/J (y0) = x0.

Protože je f−1/J prostá, je f−1/J (y) 6= f−1/J (y0) pro y 6= y0. Jsou tedy splněny všechny

předpoklady věty o limitě složené funkce, proto

(
f−1/J
)′

(y0) = lim
y 7→y0

f−1/J (y)− f−1/J (y0)

y − y0
= lim

y 7→y0

f−1/J (y)− x0
f
(
f−1/J (y)

)
− f(x0)

=
1

f ′(x0)
,

což jsme chtěli dokázat. Poznamenejme, že při posledńı úpravě jsme využili toho, že

funkce složená s funkćı k ńı inverzńı je identita.

Př́ıklad 4.5.13. Uvažujme funkci f(x) = sin x a interval J =
(
−π

2
, π
2

)
. V každém bodě

b ∈ J je derivace funkce f(x) nenulová a rovna f ′(b) = cos b > 0. Označme a = sin b ∈
(−1, 1). Z předchoźı věty dostaneme

(arcsin)′(a) =
1

cos b
=

1√
1− sin2 b

=
1√

1− a2
.

Protože arcsinx+ arccosx = π
2
, dostaneme po zderivovańı, že

(arccos)′(a) = −(arcsin)′(a) = − 1√
1− a2

.

Př́ıklad 4.5.14. Také funkce arctg a arccotg splňuj́ı vztah arctg x+arccotg x = π
2
, proto

stač́ı naj́ıt derivaci jedné z nich. Uvažujme funkci f(x) = tg x a interval J =
(
−π

2
, π
2

)
.

V každém bodě b ∈ J je derivace funkce f ′(b) = 1
cos2 b

> 0. Označme a = tg b. Aplikaćı

předchoźı věty dostaneme

(arctg)′(a) = cos2 b =
1

1 + tg2b
=

1

1 + a2
.

Použitou rovnost cos2 b = 1
1+tg2b

snadno odvod́ıme:

tg2b =
sin2 b

cos2 b
=

1− cos2 b

cos2 b
⇒ tg2b cos2 b = 1− cos2 b ⇒ (1 + tg2b) cos2 b = 1 .

Pro přehlednost shrneme derivace elementárńıch funkćı, které jsme odvodili, nebo které

budou odvozeny ve cvičeńıch, do tabulky.
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f(x) f ′(x) pro

xα αxα−1 α ∈ R, x > 0

bx bx ln b b > 0, x ∈ R
lnx 1

x
x > 0

sinx cosx x ∈ R
cosx − sinx x ∈ R
tg x 1

cos2 x
x ∈ R, x 6= π

2
+ kπ, k ∈ Z

cotg x − 1
sin2 x

x ∈ R, x 6= kπ, k ∈ Z
arcsinx 1√

1−x2 x ∈ (−1, 1)

arccosx − 1√
1−x2 x ∈ (−1, 1)

arctg x 1
1+x2

x ∈ R
arccotg x − 1

1+x2
x ∈ R

Ted’ ukážeme, jak lze derivace použ́ıt pro vyšetřováńı funkce. Zavedeme nejdř́ıve

některé pojmy.

Definice 4.5.15. Řekneme, že funkce f má v bodě a

• lokálńı maximum, když (∃Ha ⊂ Df )(∀x ∈ Ha)(f(x) ≤ f(a));

• lokálńı minimum, když (∃Ha ⊂ Df )(∀x ∈ Ha)(f(x) ≥ f(a));

• ostré lokálńı maximum, když (∃Ha ⊂ Df )(∀x ∈ Ha − {a})(f(x) < f(a));

• ostré lokálńı minimum, když (∃Ha ⊂ Df )(∀x ∈ Ha − {a})(f(x) > f(a)).

Lokálńı maximum a lokálńı minimum společně nazýváme lokálńı extrém.

Věta 4.5.16. Necht’ f má v bodě a lokálńı extrém. Pak f ′(a) = 0 nebo derivace v bodě a

neexistuje.

D̊ukaz. Kv̊uli sporu předpokládejme, že derivace f ′(a) existuje a je r̊uzná od 0. Necht’

např. f ′(a) = lima
f(x)−f(a)

x−a > 0. Z defince limity plyne existence okoĺı Ha takového, že

(∀x ∈ Ha − {a})
(
f(x)− f(a)

x− a
> 0

)
.

Tato nerovnost znamená pro každé x z okoĺı Ha, že

x > a ⇒ f(x) > f(a) a x < a ⇒ f(x) < f(a),

což je v rozporu s t́ım, že v bodě a je lokálńı maximum nebo minimum.

Tady metody pro vyšetřováńı funkce na chv́ıli přeruš́ıme a budeme se věnovat velice
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d̊uležitým větám o př́ır̊ustku funkce. Ty nám pak pomohou mimo jiné dokázat věty o

vlivu derivace na monotonii funkce.

4.6 Věty o př́ır̊ustku funkce

Věta 4.6.1. (Rolleova věta) Necht’ funkce f splňuje:

1) f je spojitá na intervalu 〈a, b〉;
2) f má derivaci v každém bodě intervalu (a, b);

3) f(a) = f(b).

Pak existuje c ∈ (a, b) tak, že f ′(c) = 0.

D̊ukaz. Protože funkce spojitá na uzavřeném intervalu je omezená, jsou sup f , inf f ∈ R.

Když sup f = inf f , je funkce na intervalu 〈a, b〉 konstantńı a jej́ı derivace je rovna 0 ve

všech bodech. Proto jako c lze vźıt libovolné c ∈ (a, b).

Uvažujme př́ıpad inf f < sup f . Protože funkce spojitá na uzavřeném intervalu

nabývá svého infima a suprema, a protože f(b) = f(a), muśı suprema nebo infima nabývat

uvnitř intervalu (a, b). Označme tento bod c. Protože v bodě c je lokálńı extrém, je podle

předchoźı věty f ′(c) = 0.

Poznámka. Pomoćı Rolleovy věty lze dokázat jej́ı r̊uzné modifikace pro neomezené in-

tervaly. Vhodně však muśıme upravit předpoklady. Např. plat́ı věta: Necht’ f je spojitá

na 〈a,+∞), necht’ pro každé x ∈ (a,+∞) existuje f ′(x) a necht’ f(a) = lim+∞ f . Pak

existuje c ∈ (a,+∞) takové, že f ′(c) = 0.

Abychom takovou větu dokázali, stač́ı definovat funkci

g(x) =

{
f(tg x+ a) pro x ∈ 〈0, π

2

)
,

lim+∞ f pro x = π
2
.

Funkce g je spojitá na intervalu J = 〈0, π/2〉, uvnitř J má derivaci

g′(x) = f ′(tg x+ a).
1

cos2 x

a nav́ıc g(0) = g(π/2). Podle Rolleovy věty existuje d ∈ (0, π/2) takové, že 0 = g′(d) =

f ′(tg d+ a). 1
cos2 d

, což znamená, že f ′(tg d+ a) = 0. Proto stač́ı položit c = tg d+ a.

Věta 4.6.2. (Lagrangeova věta, tzv. věta o př́ır̊ustku funkce) Necht’ funkce f

splňuje:

1) f je spojitá na intervalu 〈a, b〉;
2) f má derivaci v každém bodě intervalu (a, b).

Pak existuje c ∈ (a, b) takové, že

104



f ′(c) =
f(b)− f(a)

b− a
.

D̊ukaz. Definujme funkci G(x) := f(x)− f(b)−f(a)
b−a (x−a). Tato funkce je spojitá na 〈a, b〉,

má derivaci v každém bodě x ∈ (a, b) a nav́ıc G(a) = G(b) = f(a). Proto podle Rolleovy

věty existuje c ∈ (a, b) tak, že

0 = G′(c) = f ′(c)− f(b)− f(a)

b− a
,

z čehož už plyne tvrzeńı věty.

Věta 4.6.3. (Cauchyova věta, tzv. zobecněná věta o př́ır̊ustku funkce) Necht’

funkce f a g splňuj́ı:

1) f a g jsou spojité na intervalu 〈a, b〉;
2) v každém bodě x intervalu (a, b) existuje f ′(x);

3) v každém bodě x intervalu (a, b) existuje g′(x) ∈ R− {0}.
Pak existuje c ∈ (a, b) takové, že

f ′(c)

g′(c)
=
f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
.

D̊ukaz. Definujme funkci

F (x) :=
(
f(x)− f(a)

)(
g(b)− g(a)

)
−
(
g(x)− g(a)

)(
f(b)− f(a)

)
.

Opět je funkce F spojitá na 〈a, b〉, má derivaci ve všech x ∈ (a, b) a F (a) = F (b) = 0.

Podle Rolleovy věty existuje c ∈ (a, b) tak, že

0 = F ′(c) = f ′(c)
(
g(b)− g(a)

)
− g′(c)

(
f(b)− f(a)

)
,

tj. f ′(c)
(
g(b) − g(a)

)
= g′(c)

(
f(b) − f(a)

)
. Nyńı stač́ı vydělit tuto rovnost č́ısly g′(c) a(

g(b) − g(a)
)

a dostaneme tvrzeńı věty. Samozřejmě dělit se nesmı́ nulou, č́ıslo g′(c) je

nenulové př́ımo podle předpokladu 3. Kdyby
(
g(b) − g(a)

)
= 0, pak z Rolleovy věty by

v nějakém bodě d byla derivace g′(d) rovna 0, což by bylo v rozporu s předpokladem

věty.

Poznámka. Lagrangeovu větu źıskáme z Cauchyovy věty, když za funkci g vezmeme

g(x) = x. Rolleova věta je zase speciálńım př́ıpadem Lagrangeovy věty.

Na závěr odstavce ukážeme jednu z aplikaćı Lagrangeovy věty o př́ır̊ustku funkce.

Věta 4.6.4. (Darbouxova věta) Necht’ pro funkci f a bod b ∈ Df plat́ı:

1) f je spojitá v bodě b zprava;

2) existuje ε > 0 takové, že funkce f je diferencovatelná v každém bodě x ∈ (b, b+ε);
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3) existuje limb+ f
′.

Pak funkce f má v bodě b derivaci zprava a plat́ı

f ′+(b) = lim
x 7→b+

f ′(x).

D̊ukaz. Zvoĺıme bod x ∈ (b, b+ ε) a použijeme Lagrangeovu větu o př́ır̊ustku funkce na

interval 〈b, x〉. Podle této věty existuje bod c = c(x) ∈ (b, x) takový, že

f(x)− f(b)

x− b
= f ′

(
c(x)

)
. (4.16)

Bod c je závislý samozřejmě na volbě x, zápisem c = c(x) vyjadřujeme tuto závislost. Je

d̊uležité si uvědomit, že vlastnost c(x) ∈ (b, x) implikuje limb+ c(x) = b a c(x) 6= b pro

každé x ∈ (b, b+ε). To nám umožńı spolu s předpokladem 3) použ́ıt větu o limitě složené

funkce. Z ńı plyne, že limb+ f
′(c(x)

)
existuje a plat́ı

lim
b+
f ′(x) = lim

b+
f ′
(
c(x)

)
. (4.17)

Poznamenejme, že pro větu o limitě složené funkce jsme dosazovali za vněǰśı funkci f ′ a

za vnitřńı funkci c. Kombinace 4.16 a 4.17 už dává naši větu.

Poznámka. Obdobné tvrzeńı lze vyslovit pro derivaci zleva, a tedy i pro derivaci

oboustrannou.

Př́ıklad 4.6.5. Necht’ f(x) = arcsin x. Tato funkce je spojitá ve všech bodech definičńıho

oboru Df = 〈−1, 1〉. Již jsme odvodili, že pro x ∈ (−1, 1) je f ′(x) = 1√
1−x2 . Z Darbouxovy

věty plyne

f ′(−1) = f ′+(−1) = lim
x 7→−1+

1√
1− x2

= +∞ = lim
x 7→1−

1√
1− x2

= f ′−(1) = f ′(1).

Př́ıklad 4.6.6. Tento př́ıklad demonstruje, jak je předpoklad spojitosti funkce f v bodě

b d̊uležitý. Uvažujme funkci f(x) = sgn x a bod b = 0, ve kterém tato funkce neńı spojitá.

Jelikož f ′(x) = 0 pro každé x 6= 0, je lim0 f
′(x) = 0. Ale f ′(0) = +∞, viz př́ıklad 4.5.4.

Př́ıklad 4.6.7. Ještě se pod́ıvejme na funkci definovanou předpisem

f(x) =

{
x2 sin 1

x
, když x 6= 0;

0, když x = 0.

Jelikož lim0 f = 0, je funkce f spojitá v bodě 0. Jej́ı derivace kromě bodu 0 je rovna

f ′(x) = 2x sin
1

x
− cos

1

x
.

106



Je však zřejmé, že lim0 f
′(x) neexistuje. Darbouxovu větu tedy nelze použ́ıt. To však

nebráńı tomu, aby existovala derivace f ′(0). Spoč́ıtáme ji z definice:

f ′(0) = lim
x 7→0

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x 7→0

x2 sin 1
x
− 0

x− 0
= 0.

4.7 Užit́ı derivace k vyšetřováńı funkce

Pomoćı Lagrangeovy věty odvod́ıme tři d̊uležitá tvrzeńı. Prvńı z nich dává do souvislosti

znaménko derivace a monotonii funkce.

Úmluva: Pro interval J označ́ıme J0 = J − {sup J, inf J}, tj. J0 je interval tvořený

vnitřńımi body intervalu J .

Věta 4.7.1. Necht’ f je spojitá na intervalu J a necht’ pro každé x ∈ J0 existuje f ′(x).

• (∀x ∈ J0)(f ′(x) ≥ 0) ⇐⇒ f je rostoućı na J ;

• (∀x ∈ J0)(f ′(x) ≤ 0) ⇐⇒ f je klesaj́ıćı na J ;

• (∀x ∈ J0)(f ′(x) > 0) =⇒ f je ostře rostoućı na J ;

• (∀x ∈ J0)(f ′(x) < 0) =⇒ f je ostře klesaj́ıćı na J ;

• (∀x ∈ J0)(f ′(x) = 0) ⇐⇒ f je konstantńı na J .

D̊ukaz. Dokážeme pouze prvńı tvrzeńı.

(⇒) Předpokládejme, že derivace je nezáporná ve všech vnitřńıch bodech intervalu J .

Abychom ukázali, že funkce je rostoućı, uvažujme libovolné y1, y2 ∈ J , y1 < y2. Apli-

kujeme Lagrangeovu větu na funkci f a interval 〈y1, y2〉. Existuje c ∈ (y1, y2) tak, že

f ′(c) = f(y2)−f(y1)
y2−y1 ≥ 0. Protože jmenovatel y2 − y1 je kladný, je f(y2) − f(y1) ≥ 0, tj.

f(y2) ≥ f(y1), což jsme chtěli ukázat.

(⇐) Pro spor předpokládejme, že funkce f je rostoućı na J , a přitom existuje bod x0 ∈ J0

takový, že f ′(x0) < 0. Pak na jistém okoĺı Hx0 plat́ı

f(x)− f(x0)

x− x0
< 0 pro každé x ∈ Hx0 − {x0} . (4.18)

Zvolme x ∈ Hx0 , x > x0. Pak z 4.18 plyne f(x)− f(x0) < 0, a to je v rozporu s t́ım, že f

je rostoućı.

Poznámka. Ve větě 4.7.1 jsme pouze prvńı, druhé a páté tvrzeńı vyslovili ve tvaru

ekvivalence. Poznamenejme, že daľśı dvě tvrzeńı vyslovit ve tvaru ekvivalence nelze, jak

dokládá následuj́ıćı př́ıklad: funkce f(x) = x3 je ostře rostoućı na celém R, avšak jej́ı

derivace neńı kladná na celém R, protože f ′(0) = 0.
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Poznámka. Bod̊um x ∈ Df , ve kterých je f diferencovatelná, je přǐrazené reálné č́ıslo

f ′(x). Toto přǐrazeńı je samo o sobě reálnou funkćı reálné proměnné, kterou znač́ıme f ′ a

nazýváme derivace funkce f . Pro tuto funkci má opět smysl zkoumat, ve kterých bodech

je diferencovatelná. Derivaci (f ′)′ funkce f ′ nazýváme druhá derivace funkce f a běžněji

znač́ıme f ′′. Opakovaným postupem lze definovat n-tou derivaci funkce f , kterou ještě

pro n = 3 znač́ıme f ′′′, ale pro vyšš́ı n použ́ıváme značeńı f (n). Kv̊uli zjednodušeńı zápisu

se často hod́ı ztotožnit funkci f a f (0).

Poznámka. Je zaj́ımavé zmı́nit, že binomické koeficienty si zahraj́ı ve vzorci (zvaném

Leibniz̊uv) pro výpočet n-té derivace součinu dvou funkćı:

(f.g)(n) =
n∑
k=0

(
n

k

)
f (k)g(n−k) .

Důkaz matematickou indukćı je jednoduchou aplikaćı pravidla pro derivováńı součinu a

přenecháme jej čtenáři.

Daľśı aplikace Lagrangeovy věty se týká vyšetřováńı konvexnosti a konkávnosti funkce.

Pro čtenáře znalého pojmu konvexńı množina lze zavést tyto pojmy takto:

Funkce f je konvexńı na intervalu J , když množina {(x, y) |x ∈ J, y ≥ f(x)} je

konvexńı.

Funkce f je konkávńı na intervalu J , když funkce −f je konvexńı na J .

Abychom se nemuseli odvolávat na možná neznámý pojem konvexńı množina, definujeme

konvexnost a konkávnost pomoćı nerovnost́ı.

Definice 4.7.2. Necht’ f je reálná funkce reálné proměnné a necht’ interval J je část́ı

definičńıho oboru Df .

1) Řekneme, že f je konvexńı na intervalu J , když

(∀x1, x2, x3 ∈ J, x1 < x2 < x3)

(
f(x2) ≤

f(x3)− f(x1)

x3 − x1
(x2 − x1) + f(x1)

)
.

2) Řekneme, že f je konkávńı na intervalu J , když

(∀x1, x2, x3 ∈ J, x1 < x2 < x3)

(
f(x2) ≥

f(x3)− f(x1)

x3 − x1
(x2 − x1) + f(x1)

)
.

3) Řekneme, že f je ostře konvexńı na intervalu J , když

(∀x1, x2, x3 ∈ J, x1 < x2 < x3)

(
f(x2) <

f(x3)− f(x1)

x3 − x1
(x2 − x1) + f(x1)

)
.
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4) Řekneme, že f je ostře konkávńı na intervalu J , když

(∀x1, x2, x3 ∈ J, x1 < x2 < x3)

(
f(x2) >

f(x3)− f(x1)

x3 − x1
(x2 − x1) + f(x1)

)
.

Poznámka. Nerovnost

f(x2) ≤
f(x3)− f(x1)

x3 − x1
(x2 − x1) + f(x1) (4.19)

v definici konvexńı funkce lze geometricky interpretovat: Př́ımka procházej́ıćı dvěma body

grafu funkce, a to body
(
x1, f(x1)

)
a
(
x3, f(x3)

)
, má rovnici

y =
f(x3)− f(x1)

x3 − x1
(x− x1) + f(x1).

Nerovnost 4.19 tedy ř́ıká, že bod grafu funkce
(
x2, f(x2)

)
lež́ı pod úsečkou spojuj́ıćı body(

x1, f(x1)
)

a
(
x3, f(x3)

)
nebo na ńı.

Poznámka. Pro body x1 < x2 < x3 lze nerovnost 4.19 ekvivalentně přepsat dvěma

daľśımi zp̊usoby:
f(x2)− f(x1)

x2 − x1
≤ f(x3)− f(x1)

x3 − x1
(4.20)

nebo
f(x2)− f(x1)

x2 − x1
≤ f(x3)− f(x2)

x3 − x2
. (4.21)

Libovolnou z těchto nerovnost́ı lze proto použ́ıt pro definici konvexnosti funkce.

Poznámka. Je-li f ′(a) ∈ R, nazýváme př́ımku o rovnici

y = f ′(a)(x− a) + f(a)

tečnou funkce f v bodě a. Zmı́ńıme ted’ zaj́ımavou souvislost tečny a konvexnosti:

Necht’ f je ostře konvexńı na intervalu J a necht’ f je diferencovatelná v bodě x0 ∈ J .

Pak graf funkce f/J lež́ı nad tečnou funkce f v bodě x0, tj.

f(x) > f ′(x0)(x− x0) + f(x0) pro každé x ∈ J − {x0} .

Věta 4.7.3. Necht’ funkce f je spojitá na intervalu J a necht’ pro každé x ∈ J0 existuje

f ′(x) ∈ R.

• Je-li funkce f ′ rostoućı na J0, pak je funkce f konvexńı na J .

• Je-li funkce f ′ klesaj́ıćı na J0, pak je funkce f konkávńı na J .

• Je-li funkce f ′ ostře rostoućı na J0, pak je funkce f ostře konvexńı na J .

• Je-li funkce f ′ ostře klesaj́ıćı na J0, pak je funkce f ostře konkávńı na J .
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D̊ukaz. Dokážeme pouze prvńı tvrzeńı. Uvažujme tři libovolné body z intervalu J , body

x1 < x2 < x3. Využijeme opět Lagrangeovu větu, tentokráte pro uzavřené intervaly

〈x1, x2〉 a 〈x2, x3〉. Existuj́ı tedy body c1 ∈ (x1, x2) a c2 ∈ (x2, x3) takové, že

f ′(c1) =
f(x2)− f(x1)

x2 − x1
a f ′(c2) =

f(x3)− f(x2)

x3 − x2
.

Protože c1 < x2 < c2 a funkce f ′ je rostoućı na J0, dostaneme

f ′(c1) =
f(x2)− f(x1)

x2 − x1
≤ f(x3)− f(x2)

x3 − x2
= f ′(c2).

Dostali jsme tak nerovnost 4.21, která již implikuje konvexnost funkce.

Zbylá tvrzeńı se dokazuj́ı analogicky.

K tomu, aby funkce f ′ byla monotonńı, jak to vyžaduje předpoklad předchoźı věty,

stač́ı, aby jej́ı derivace, tedy f ′′, neměnila znaménko na J0.

Důsledek 4.7.4. Necht’ f je spojitá na intervalu J a necht’ pro každé x ∈ J0 existuje

f ′′(x).

• Je-li f ′′(x) ≥ 0 pro každé x ∈ J0, pak f je konvexńı na J .

• Je-li f ′′(x) ≤ 0 pro každé x ∈ J0, pak f je konkávńı na J .

• Je-li f ′′(x) > 0 pro každé x ∈ J0, pak f je ostře konvexńı na J .

• Je-li f ′′(x) < 0 pro každé x ∈ J0, pak f je ostře konkávńı na J .

Otázkou je, jak nutné pro konvexnost, resp. konkávnost funkce jsou předpoklady věty

4.7.3, tj. diferencovatelnost funkce a monotonie derivace. Na to dává odpověd’ daľśı věta.

Věta 4.7.5. Necht’ funkce f je konvexńı nebo konkávńı na intervalu J . Pak pro každé

a ∈ J0 plat́ı, že existuj́ı f ′+(a) ∈ R a f ′−(a) ∈ R. Nav́ıc je-li f konvexńı, jsou funkce f ′+(x)

a f ′−(x) na J0 rostoućı; je-li f konkávńı, jsou funkce f ′+(x) a f ′−(x) na J0 klesaj́ıćı.

D̊ukaz. Protože pro libovolnou funkci g plat́ı, že g je konvexńı na J , právě když −g je

konkávńı na J , stač́ı větu dokázat pouze pro konvexńı funkce.

K danému bodu a ∈ J0 najdeme pevně K ∈ J0 tak, aby K < a. Uvažujme dva

libovolné body x, y ∈ J , a < x < y. Protože funkce f je konvexńı na J , plat́ı nerovnost

4.20 i pro trojici bod̊u a < x < y, tj.

f(x)− f(a)

x− a
≤ f(y)− f(a)

y − a
.

To ale implikuje, že funkce

F (x) :=
f(x)− f(a)

x− a
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je na intervalu J ∩ (a,+∞) rostoućı. Z věty 4.2.19 a jej́ıho d̊ukazu plyne, že existuje

lim
a+

F (x) = inf {F (x) | x ∈ J ∩ (a,+∞)} .

Aplikujme ted’ nerovnost 4.21 na trojici bod̊u K < a < x. Dostaneme

f(a)− f(K)

a−K
≤ f(x)− f(a)

x− a
.

To znamená, že funkce F (x) je omezená zdola konstantou f(a)−f(K)
a−K , a tedy limita lima+ F (x)

je konečná. Z definice derivace proto máme

f ′+(a) = lim
a+

F (x) ∈ R.

Abychom dokázali, že funkce f ′+(x) je rostoućı na J0, uvažujme a, b ∈ J0, a < b.

Zvolme libovolně x, y ∈ J tak, aby a < x < b < y. Použit́ım nerovnosti 4.20 na body

a < x < b a nerovnosti 4.21 na body a < b < y dostaneme

f(x)− f(a)

x− a
≤ f(b)− f(a)

b− a
≤ f(y)− f(b)

y − b
.

Protože předchoźı vztah plat́ı pro libovolné y > b, y ∈ J , je

f ′+(b) = inf

{
f(y)− f(b)

y − b
| y ∈ J, y > b

}
≥ f(b)− f(a)

b− a
.

Na druhé straně

f ′+(a) = inf

{
f(x)− f(a)

x− a
| x ∈ J, x > a

}
≤ f(b)− f(a)

b− a
.

Celkově tedy

f ′+(a) ≤ f ′+(b) pro každé a, b ∈ J0, a < b .

Důkaz existence derivace zleva a jej́ı monotonie je analogický.

Důsledek 4.7.6. Funkce konvexńı, resp. konkávńı na intervalu J je spojitá v každém

bodě a ∈ J0.

D̊ukaz. Podle věty 4.7.5 v každém bodě a ∈ J existuj́ı konečné derivace f ′+(a) a f ′−(a).

To zaručuje spojitost f v bodě a zprava i zleva, viz 4.5.6. Tedy f je v bodě a spojitá.

Poznámka. Konvexnost ani konkávnost funkce na J nezaručuje existenci f ′(a). Např.

funkce f(x) = |x| je konvexńı na R, v bodě 0 však f nemá derivaci.

Spojitost funkce konvexńı nebo konkávńı na J je zaručena pouze uvnitř intervalu. Např.

funkce f(x) = x− [x] je konkávńı na intervalu 〈0, 1〉, neńı však v bodě 1 spojitá.
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Poznámka. Necht’ funkce f je konvexńı na intervalu J . Snadno se ukáže, že

f ′−(a) ≤ f ′+(a) ≤ f ′−(b) pro každé a, b ∈ J0, a < b .

Z monotonie funkce f ′−(x) proto plyne, že

f ′−(a) ≤ f ′+(a) ≤ lim
a+

f ′− pro každé a ∈ J0 . (4.22)

Z poznámky za př́ıkladem 4.4.9 plyne, že funkce f ′− má na intervalu J nejvýše spočetnou

množinu bod̊u nespojitosti. Označme ji M . Spojitost funkce f ′− ovšem znamená, že plat́ı

f ′−(a) = lim
a+

f ′− pro a ∈ J −M .

To spolu s nerovnost́ı 4.22 již implikuje, že

f ′−(a) = f ′+(a) pro a ∈ J −M ,

a tedy existenci derivace funkce f v bodě a. Celkově lze ř́ıct:

Funkce konvexńı na intervalu J je diferencovatelná v každém bodě J až na spočetně

mnoho výjimek.

Poznámka. Předpokládejme, že f je funkce konvexńı na intervalu J . Zvolme libovolně

dva r̊uzné body x, y ∈ J a mezi nimi lež́ıćı pr̊uměr x+y
2

. Dosad́ıme-li do definice konvex-

nosti za x1 := x < x2 := x+y
2
< x3 := y , dostaneme

(
∀ x, y ∈ J, x 6= y

)(
f
(x+ y

2

)
≤ f(x) + f(y)

2

)
, (4.23)

což znamená, že pro konvexńı funkci plat́ı:

”Funkčńı hodnota pr̊uměru je menš́ı nebo rovna pr̊uměru funkčńıch hodnot.”

Pro konkávńı funkci lze podobně odvodit, že

”Funkčńı hodnota pr̊uměru je větš́ı nebo rovna pr̊uměru funkčńıch hodnot.”

Aplikujme tyto nerovnosti na konkrétńı funkce. Poznamenejme, že pro ostře konvexńı,

resp. ostře konkávńı funkce dostaneme ostré nerovnosti.

Jelikož funkce ex má druhou derivaci ex, která je kladná pro všechna x, je funkce ex ostře

konvexńı. Nerovnost

e
x+y
2 <

ex + ey

2

proto plat́ı pro libovolná reálná č́ısla x 6= y.

Funkce lnx má druhou derivaci − 1
x2

zápornou pro každé kladné x, proto je funkce lnx
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ostře konkávńı. Pro x, y > 0, x 6= y tedy máme

ln
x+ y

2
>

lnx+ ln y

2
.

Poznámka. Z toho, že je f konvexńı, jsme odvodili vlastnost 4.23. Je velice zaj́ımavé,

že lze dokázat i obrácenou implikaci, totiž že každá spojitá funkce f , která vyhovuje 4.23,

je už nutně na intervalu J konvexńı.

Následuj́ıćı definice nám umožńı zpřesnit představu o grafu funkce.

Definice 4.7.7. (definice asymptoty)

1) Necht’ a ∈ R, a ∈ D′f . Řekneme, že funkce f má v bodě a asymptotu x = a, když

lima+ f nebo lima− f existuje a je rovna +∞ nebo −∞.

2) Necht’ +∞ ∈ D′f , resp. −∞ ∈ D′f . Řekneme, že př́ımka y = kx + q je asymptotou

funkce f v +∞, resp. v −∞, když

lim
x 7→+∞

(
f(x)− (kx+ q)

)
= 0, resp. lim

x 7→−∞

(
f(x)− (kx+ q)

)
= 0.

Zkoumejme, jaké vlastnosti muśı mı́t k a q, aby př́ımka y = kx+ q byla asymptotou

v +∞.

Z definice asymptoty plyne, že

0 = lim
x 7→+∞

f(x)− (kx+ q)

x
= lim

x 7→+∞

(
f(x)

x
− k
)
⇒ k = lim

x 7→+∞

f(x)

x
.

Tedy existence konečné limity k = limx→+∞
f(x)
x

je nutnou podmı́nkou existence

asymptoty. Maj́ıce k, dostaneme opět z definice asymptoty podmı́nku na q:

q = lim
x 7→+∞

(
f(x)− kx

)
∈ R.

Na druhé straně, existuj́ı-li limity

k = lim
x 7→+∞

f(x)

x
∈ R a q = lim

x 7→+∞

(
f(x)− kx

)
∈ R,

pak zřejmě př́ımka y = kx+ q je asymptotou funkce f v +∞. Podobný závěr lze vyslovit

pro asymptotu funkce v −∞.

Poznámka. U asymptoty y = kx+ q v +∞ nebo v −∞ se můžeme ptát, z jaké strany

se funkce f k této př́ımce přibližuje. To můžeme vyč́ıst z konvexnosti, resp. konkávnosti

funkce na okoĺı př́ıslušného nekonečna, jak to dokazuje následuj́ıćı tvrzeńı:

Necht’ funkce f je konvexńı na intervalu 〈a,+∞) a necht’ př́ımka y = kx+q je asymptotou

funkce f v +∞. Pak
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• bud’ f(x) > kx+ q pro každé x ∈ 〈a,+∞),

• nebo existuje a0 > a tak, že f(x) = kx+ q pro každé x > a0.

Nejdř́ıve ukážeme, že předpoklad konvexnosti a existence asymptoty zaručuj́ı, že

pro každé x1 > x0 > a je
f(x1)− f(x0)

x1 − x0
≤ k. (4.24)

Ukážeme to sporem. Necht’ pro nějaké x1 > x0 plat́ı

f(x1)− f(x0)

x1 − x0
> k.

Jelikož

lim
x→+∞

f(x)− f(x0)

x− x0
= lim

x→+∞

f(x)/x− f(x0)/x

1− x0/x
= lim

x→+∞

f(x)

x
= k,

existuje x2 > x1 takové, že

f(x1)− f(x0)

x1 − x0
>
f(x2)− f(x0)

x2 − x0
,

a to je ve sporu s konvexnost́ı funkce f .

Ted’ k samotnému tvrzeńı. Předpokládejme, že existuje a1 > a takové, že f(a1) <

ka1 + q. Položme ε := ka1 + q − f(a1) > 0. Protože

lim
x→+∞

(
kx+ q − f(x)

)
= 0,

existuje a2 > a1 takové, že

ka2 + q − f(a2) < ε = ka1 + q − f(a1) .

Úpravou dostaneme k < f(a2)−f(a1)
a2−a1 , což je ve sporu s 4.24. Odvodili jsme tedy, že pro

každé x > a plat́ı

f(x) ≥ kx+ q.

Dále předpokládejme, že existuje b1 > a takové, že f(b1) = kb1 + q a necht’ existuje

b2 > b1, že f(b2) > kb2 + q. To ale znamená f(b2) − kb2 − q > 0 = f(b1) − kb1 − q. Po

úpravě k < f(b2)−f(b1)
b2−b1 , a to je opět spor s 4.24. Tedy jakmile se jednou graf funkce f

dotkne asymptoty v bodě b1, lež́ı na asymptotě každý daľśı bod (b, f(b)) grafu funkce pro

b > b1. T́ım je celé tvrzeńı dokázáno.

Pr̊uběh funkce

Při vyšetřováńı pr̊uběhu funkce zkoumáme:

1. definičńı obor funkce f , pr̊useč́ıky grafu s osami, sudost, lichost, periodicitu;
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2. spojitost, body nespojitosti, existenci asymptot;

3. existenci derivace f ′, monotonii funkce, lokálńı a globálńı extrémy;

4. existenci f ′′, konvexnost a konkávnost.

Pomoćı źıskaných výsledk̊u pak načrtneme graf funkce (pokud je funkce f ”rozumná”).

Př́ıklad 4.7.8. Vyšetřeme funkci

f(x) =
3
√

3x2 − x3.

1. Třet́ı odmocninu lze poč́ıtat z libovolného reálného č́ısla, proto je Df = R.

x = 0 implikuje f(x) = 0, f(x) = 0 implikuje x = 0 nebo x = 3. Pr̊useč́ıky s osami jsou

proto body (0, 0) a (3, 0).

Pr̊useč́ıky s osami vylučuj́ı sudost, lichost i periodičnost funkce.

2. Funkce f je zřejmě spojitá ve všech bodech svého definičńıho oboru. Jelikož ±∞ ∈ D′f ,
má smysl zkoumat asymptoty f v obou nekonečnech.

k = lim
x→±∞

f(x)

x
= lim

x→±∞

3
√

3x2 − x3
x

= lim
x→±∞

(
3

x
− 1

) 1
3

= −1 ,

q = lim
x→±∞

(
f(x)− kx

)
= lim

x→±∞
3
√

3x2 − x3 + x = 1 .

Př́ımka y = −x+ 1 je tedy asymptotou funkce f v +∞ a zároveň v −∞.

3. Pro derivaci funkce f plat́ı

f ′(x) =


(3x2 − x3)−2/3(2x− x2) pro x 6= 0, 3,

−∞ pro x = 3,

neexistuje pro x = 0.

Poznamenejme, že jednostranné derivace funkce f v bodech 0 a 3 lze spoč́ıtat pomoćı

Darbouxovy věty. Oboustranná derivace v bodě 0 neexistuje, protože

f ′−(0) = lim
x→0−

f ′(x) = −∞ a f ′+(0) = lim
x→0+

f ′(x) = +∞.

Kandidáti pro lokálńı extrém funkce jsou tedy body 0 (derivace neexistuje) a 2 (derivace

rovná 0). Jedná-li se skutečně o extrém, zjist́ıme z chováńı funkce f v okoĺı těchto bod̊u.

Snadno vyšetř́ıme znaménko f ′, a tedy typy monotonie:

pro x ∈ (−∞, 0) je f ′(x) < 0, proto f je ostře klesaj́ıćı na x ∈ (−∞, 0〉,
pro x ∈ (0, 2) je f ′(x) > 0, proto f je ostře rostoućı na x ∈ 〈0, 2〉,
pro x ∈ (2,+∞) je f ′(x) < 0, tedy f je ostře klesaj́ıćı na x ∈ 〈2,+∞).

Bod 0 je bodem lokálńıho minima, v bodě 2 je lokálńı maximum. O globálńıch extrémech

nemá smyslu mluvit, protože lim±∞ f = ∓∞, což spolu se spojitost́ı funkce f na R
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znamená, že obor hodnot Hf = R.

4. Druhou derivaci má smysl poč́ıtat pouze v bodech, kde f ′(x) existuje a je konečná, tj.

v bodech x 6= 0, 3. Pro tyto body plat́ı

f ′′(x) = − 2

3− x
(3x2 − x3)−2/3 .

Zkoumáńım znaménka f ′′(x) dostaneme:

pro x ∈ (−∞, 0) je f ′′(x) < 0, proto je f konkávńı na (−∞, 0〉,
pro x ∈ (0, 3) je f ′′(x) < 0, proto je f konkávńı na 〈0, 3〉,
pro x ∈ (3,+∞) je f ′′(x) > 0, proto je f konvexńı na 〈3,+∞).

Z poznámky za definićı asymptoty můžeme pro znázorněńı grafu funkce ř́ıct, že graf

funkce se pro dostatečně velká x bĺıž́ı k př́ımce y = −x+ 1 shora a pro x→ −∞ se graf

funkce f bĺıž́ı ke stejné př́ımce zdola. Graf funkce je znázorněný na následuj́ıćım obrázku.

-6 -5 -4 -3 -2 -1  0  1  2  3  4  5  6

4.8 L’Hospitalovo pravidlo

V této kapitole vyslov́ıme a dokážeme daľśı známé pravidlo pro výpočet limit.2 Důkaz je

opět aplikaćı věty o př́ır̊ustku funkce.

2Roku 1696 se objevila prvá učebnice diferenciálńıho a integrálńıho počtu Analyse des infiniment
petits markýze de l’Hospitala. Kniha už obsahovala toto pravidlo.
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Věta 4.8.1. Necht’ pro funkce f a g a bod b ∈ R plat́ı

1) limb f = limb g = 0 nebo limb |g| = +∞;

2) (∃Hb)
(
Hb − {b} ⊂ Df/g ∩Df ′/g′

)
;

3) existuje limb
f ′

g′
.

Pak existuje limb
f
g

a plat́ı limb
f
g

= limb
f ′

g′
.

Poznámka. Obdobné tvrzeńı plat́ı pro limb+
f
g

a limb−
f
g

za předpoklad̊u př́ıslušně upra-

vených pro pravé, resp. levé okoĺı bodu b.

D̊ukaz. Nejdř́ıve uvažujeme b ∈ R. Důkaz provedeme pro pravostranné limity, pro levo-

stranné limity je d̊ukaz analogický.

A Důkaz je velice jednoduchý, když z podmı́nky 1) plat́ı prvńı část, tedy ve verzi

pro pravostranné limity limb+ f = limb+ g = 0.

Dodefinujme, popř́ıpadě předefinujme funkce f a g v bodě b tak, aby byly v tomto bodě

spojité, tj. položme f(b) := 0 a g(b) := 0. Předpoklad 2) ř́ıká , že funkce f a g jsou

diferencovatelné na jistém pravém okoĺı (b, b+ δ) bodu b a nav́ıc g′(x) 6= 0 pro každé x v

tomto okoĺı. Z toho plyne, že f a g jsou spojité na 〈b, b+ δ).

Nyńı uvažujme libovolné x ∈ (b, b+δ) a aplikujme Cauchyovu větu o př́ır̊ustku funkce

na interval 〈b, x〉. Dostaneme existenci bodu c = c(x), pro nějž je b < c(x) < x a nav́ıc

f ′(c(x))

g′(c(x))
=
f(x)− f(b)

g(x)− g(b)
=
f(x)

g(x)
. (4.25)

Z věty o limitě sevřené funkce plyne, že limb+ c(x) = b. Z věty o limitě složené funkce a

z předpokladu 3) dostaneme

lim
x 7→b+

f ′(c(x))

g′(c(x))
= lim

x 7→b+

f ′(x)

g′(x)
,

což spolu s 4.25 už dává tvrzeńı věty.

B Diskutujme ted’ př́ıpad, kdy z předpokladu 1) je splněno limb+ |g| = +∞.

Uvědomme si, že předpoklad 2) implikuje, že funkce g je na jistém pravém okoĺı (b, b+ δ)

prostá. Kdyby totiž pro nějaké r̊uzné body x1, x2 ∈ (b, b + δ) platilo g(x1) = g(x2),

existoval by podle Rolleovy věty bod z ∈ (b, b+ δ) tak, že g′(z) = 0, což by byl spor s 2).

Protože funkce g je prostá a spojitá na (b, b + δ), je g ryze monotonńı na (b, b + δ).

Monotonie ovšem vynucuje existenci limb g. Z druhé části předpokladu 1) dostaneme

limb+ g = +∞ nebo limb+ g = −∞. Bez újmy na obecnosti předpokládejme limb+ g = +∞.

V tomto př́ıpadě muśı být g klesaj́ıćı na (b, b+ δ).

Vezměme libovolnou posloupnost (xn) takovou, že

– pro každý index n ∈ N je xn ∈ (b, b+ δ);
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– posloupnost (xn) je ostře klesaj́ıćı a lim xn = b.

Aplikujeme Cauchyovu větu o př́ır̊ustku funkce postupně na intervaly 〈xn+1, xn〉. Pro

každé n ∈ N tedy existuje yn ∈ (xn+1, xn) tak, že

f(xn+1)− f(xn)

g(xn+1)− g(xn)
=
f ′(yn)

g′(yn)
.

Protože lim yn = b, dostaneme z Heineovy věty a předpokladu 3)

lim
n7→+∞

f ′(yn)

g′(yn)
= lim

x 7→b+

f ′(x)

g′(x)
. (4.26)

Jelikož g je klesaj́ıćı na (b, b + δ) s limitou limb+ g = +∞, je posloupnost
(
g(xn)

)
ostře

rostoućı s limitou +∞. Lze tedy použ́ıt Stolzovu větu. Z ńı a ze vztahu 4.26 dostaneme

lim
n7→+∞

f(xn)

g(xn)
= lim

x 7→b+

f ′(x)

g′(x)
pro každou posloupnost (xn) ostře klesaj́ıćı k b.

Kdyby posledně napsané tvrzeńı platilo pro libovolnou posloupnost (xn) bĺıž́ıćı se k b,

byli bychom podle Heineovy věty s d̊ukazem hotovi. My jsme ovšem uvažovali pouze

klesaj́ıćı posloupnosti (xn). Proto nám Heineova věta ř́ıká pouze to, že pokud by limb+
f
g

existovala, musela by být rovna limb+
f ′

g′
.

Předpokládejme pro spor, že limb+
f
g

neexistuje. Podle Heineovy věty existuje posloup-

nost (zn) taková, že zn 7→ b, zn ∈ (b, b+ δ) a

lim
n7→+∞

f(zn)

g(zn)
= β 6= lim

b+

f ′

g′
.

Vybereme z posloupnosti (zn) ostře klesaj́ıćı posloupnost (zkn) takto: k1 := 1, a pro

přirozené n ≥ 2 klademe

kn := min{k ∈ N | k > kn−1 a zk < zkn−1} .

Máme tedy klesaj́ıćı posloupnost (zkn), která má za limitu b a přitom lim
f(zkn )

g(zkn )
je rovna

β 6= limb+
f ′

g′
, což je ve sporu s t́ım, co jsme pro klesaj́ıćı posloupnosti ukázali.

Zbývá dokázat l’Hospitalovo pravidlo pro př́ıpad, kdy b ∈ R−R. Uvažujme b = +∞
(př́ıpad b = −∞ je analogický). Předpoklad 3), věta o limitě složené funkce a už dokázaná

část l’Hospitalova pravidla zaručuj́ı existenci následuj́ıćıch limit a rovnosti mezi nimi:

lim
x 7→+∞

f ′(x)

g′(x)
= lim

y 7→0+

f ′
(

1
y

)
g′
(

1
y

) = lim
y 7→0+

(
− 1
y2

)
f ′
(

1
y

)
(
− 1
y2

)
g′
(

1
y

) = lim
y 7→0+

f
(

1
y

)
g
(

1
y

) = lim
x 7→+∞

f(x)

g(x)
.
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Využili jsme toho, že derivace funkce f(1/y) je rovna − 1
y2
f ′(1/y) a obdobně pro funkci

g.

Poznámka. Variantou d̊ukazu, který jsme uvedli, jsme chtěli zd̊uraznit souvislost l’Hospi-

talova pravidla a Stolzovy věty. Jiný d̊ukaz l’Hospitalova pravidla bez použit́ı Stolzovy

věty lze naj́ıt např. v [4], [3].

Př́ıklad 4.8.2. Poč́ıtejme limitu

lim
x 7→0+

x lnx .

Abychom mohli použ́ıt l’Hospitalovo pravidlo, muśıme nejdř́ıve ze součinu vytvořit pod́ıl,

a pak derivovat.

lim
x 7→0+

x lnx = lim
x 7→0+

lnx
1
x

= lim
x 7→0+

1
x

− 1
x2

= lim
x 7→0+

(−x) = 0 .

Př́ıklad 4.8.3. Pro každé p ∈ R ukážeme, že

lim
x 7→+∞

ex

xp
= +∞ .

Když p ≤ 0, pak rovnou vid́ıme, že limita je +∞.

Pro p ∈ (0, 1〉 dostaneme z l’Hospitalova pravidla

lim
+∞

ex

xp
= lim

+∞

ex

pxp−1
.

Druhá limita má už exponent u x menš́ı nebo roven 0, a převedli jsme tak výpočet limity

na předchoźı př́ıpad. Limita je tedy +∞.

Pro libovolné kladné p lze postupně aplikovat l’Hospitalovo pravidlo (p krát v př́ıpadě,

že p ∈ N a [p] + 1 krát, když p /∈ N), až posledńı limita bude triviálně rovna +∞.

Následuj́ıćı dva př́ıklady ukazuj́ı, že l’Hospitalovo pravidlo neńı univerzálńı návod na

výpočet limit.

Př́ıklad 4.8.4. Spoč́ıtejme limitu

lim
x→+∞

ex + e−x

ex − e−x

nejdř́ıve jednoduchým z̊usobem: z limity typu ∞
∞ źıskáme vynásobeńım čitatele i jmeno-

vatele výrazem e−x určitý výraz

lim
x→+∞

ex + e−x

ex − e−x
= lim

x→+∞

1 + e−2x

1− e−2x
= 1 .

Chceme-li však použ́ıt na výpočet limity l’Hospitalovo pravidlo, budmeme muset spoč́ıtat
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limitu pod́ılu derivaćı

lim
x→+∞

ex − e−x

ex + e−x
.

Jedná se o limitu převrácené hodnoty stejné funkce. Je proto jasné, že zde nemá smysl

l’Hospitalovo pravidlo použ́ıt.

Př́ıklad 4.8.5. Rovněž limitu

lim
x→+∞

x+ sinx

x+ cosx

lze źıskat př́ımo po jednoduché úpravě

lim
x→+∞

x+ sinx

x+ cosx
= lim

x→+∞

1 + sinx
x

1 + cosx
x

= 1 .

I když p̊uvodńı limita je typu +∞
+∞ , nelze na jej́ı výpočet použ́ıt l’Hospitalovo pravidlo:

pod́ıl derivaćı
1 + cos x

1− sinx

nesplňuje předpoklad 2) l’Hospitalova pravidla, ani neexistuje

lim
x→+∞

1 + cos x

1− sinx
.
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