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Predmluva
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naskam z matematické analyzy. Pokryva latku predndSenou v zimnim semestru, ne-
obsahuje vsak partie, které se v tvodnich prednaskach jen pripominaji formou opa-
kovéni stfedoskolské latky (napft. elementy matematické logiky). Prestoze je vyklad do-
plnén ilustrujicimi priklady, nemuze nahradit cviceni k prednasce. Dulezitym doplnkem
tohoto skripta jsou sbirky piikladu: Cwiceni z matematické analyjzy (E. Pelantové, J.
Vondréckova) a Cvicent z matematické analyjzy, diferencidlni pocet (J. Mares, J. Vondrackova).
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Kapitola 1

Uvod

1.1 Mnoziny

Pojem mnozina hraje dulezitou roli v kazdé oblasti moderni matematiky. Ackoliv se zda
jednoduché a prirozené definovat mnozinu jako souhrn objektu, vede zcela svobodné a
bezuzdné pouzivani této definice k riznym podivnym situacim, tzv. paradoxtim. Z toho
divodu ponechame tento pojem nedefinovany (stejné tak je tomu v geometrii s pojmy
bod a piimka) a budeme mnoziny popisovat jednoduse jejich vlastnostmi. V prednédsce
z matematické analyzy budeme pouzivat hlavné ¢isla z konkrétnich ”malych” mnozin (jako
jsou redlna a komplexni ¢isla) a vyhneme se konstruovani ”velkych” mnozin, které mohou
vést ke zminénym problémum.

Mnoziny budeme oznacovat zpravidla pomoci pismen velké abecedy: A, B,C,...,Y, Z
a pod., a prvky, nazyvané téz elementy mnozin, budeme znacit vétsinou malymi pismeny
latinské i fecké abecedy: a,b,...,m,n,...,x,y,...c, 3,7, ..., & ... w.l

Skute¢nost, ze mnozina M obsahuje prvek z, se ozna¢i pomoci symbolu € (coz je
stylizované fecké pismeno ¢ - epsilon); x € M éteme "z (je) prvkem M?”.

Mnozina s prvky 1, 37 a 55 se zapiSe {1, 37,55}. Zapisy {37,55,1} a {1,37,1,55,55,1}

1Recks abeceda neboli alfabeta je souhrnny nézev 24 znaki fecké abecedy. V Recku se ji zacalo
uzivat v 9.-8. stol. pred n.l., asi 300 let po padu mykénské civilizace. Podle Hérodota zavedl v Recku
alfabetu Kadmos, ktery ji pry prevzal od Foinicaniu. Semitsky puvod alfabety se dnes pokldda za
nesporny. V semitskych pismech se vSak vyznacuji jen souhlasky; jen Aramejci pouzivali v nékterych
pifpadech souhldskovych znaki pro oznaceni samohlések. Rekové tuto praxi piejali a uzivali soustavné a
dusledné jako znaku pro samohlasky nékterych pismen semitskych, ktera byla pro fe¢tinu nadbyteéna. V
Recku piivodné neexistovala jednotnd alfabeta. Tyto rozdily ¢asem zanikaly a postupné byla pfejimana
alfabeta, jiz se puvodné uzivalo v Iénii. Tento vyvoj byl uzavien na konci 5. st. pf.n.l. Jednotlivé znaky
mély pak tento vyznam:
a = a[lfa], 8 = bleta], v = glama], § = dleltal], ¢ = e[psilon], { = z[éta], n = é[ta], ¥ = th[éta], « = i[6ta],
k = k[apa], A = l[ambda], p = m[y], v = n[y], & = ks[i], o = o[mikron|, 7 = pl[i], p = r[hd], o = s[igma],
7 — t[au], v = ¥lpsilon],  — £, x — chli], ¥ — psli, w — Smegal.
Kromé malych pismen fecké abecedy budeme pouzivat i nékterd velkd pismena: I' = gama, A = delta,
O = théta, A = lambda, = = ksi, Il = pi, ¥ = sigma, & = fi, ¥ = psi, ) = émega.



znamenaji vSechny totéz, tedy vicenasobny vyskyt téhoz prvku se ignoruje, tyz prvek se
nemuze v jedné mnoziné vyskytnout dvakrat. Tt tecky v zapisu mnoziny {2,4,6,8,...}
znamenaji ovSsem "a dale podobné, podle stejné zakonitosti”, t.j. v uvedeném piipadeé jde
o mnozinu vSech sudych pfirozenych ¢isel. Prislusna zakonitost by ovSem méla byt na
prvni pohled patrna.

pomoci néjakého pravidla. Mnozinu vSech druhych mocnin pfirozenych ¢isel bychom

mohli zapsat naptiklad
{n® | n € N} nebo také {neN|(BkeN)(k*=n)}.

Obecné budeme mnoziny vsech prvki x € M, pro které je pravdiva vyrokova forma A(x),
zapisovat ve tvaru {x € M | A(x)}. V piipadé, ze M znac¢i mnozinu vsech z, kterd lze do
vyrokové formy dosazovat, budeme pouzivat i znaceni {x | A(x)}.

Dvé mnoziny A a B jsou stejné, zapsano A = B, kdyz A a B maji stejné prvky.
Mnozina A se nazyva podmnozina mnoziny B, zapsano A C B, kdyz kazdy prvek mnoziny
A je obsazen v mnoziné B. Ziejmé A = B, kdyz soucasné plati A C B a B C A. Kdyz
A C B a A # B, nazyvame A vlastni podmnozinou mnoziny B. Dulezita je mnozina
neobsahujici zadny prvek. Takovd mnozina existuje pouze jedna a je zvykem ji znacit ()
a nazyvat prazdnd mnozina. Prazdnd mnozina je podmnozinou kazdé mnoziny.

Ted jesté pripomeneme bézné pouzivané operace s mnozinami a jejich vlastnosti:

Kdyz A a B jsou dvé mnoziny, definujeme

e sjednoceni AU B mnozin A a B

AUB={z |z € Anebo z € B};

e prunik AN B mnozin A a B
ANB={z|zxzeAaxe B}
o rozdil A\B mnozin A a B
AB={z|ze€Aax¢ B}
Mnoziny A a B nazyvame disjunktni, kdyz AN B = (). Zvétsené symboly [ a [ se

pouzivaji podobné jako symboly > a []. Jsou-li tedy Ay, ..., A, mnoziny, muzeme jejich

sjednoceni napsat



a podobné pro prunik. Uvédomme si, ze tento zapis je mozny jen diky tomu, Ze operace
sjednoceni a pruniku mnozin jsou asociativni. Jinymi slovy, ze pro kazdou trojici mnozin
A, B, C plati

AN(BNC)=(AnB)NC a AUu(BUC)=(AUB)UC.

V dusledku toho nezavisi na zpusobu ”uzavorkovani”sjednoceni tii, a obecné n, mnozin.

Operace U a N jsou ovSem i komutativni, neboli spliuji vztahy
ANB=BnNA a AUuUB=BUA.
Komutativita a asociativita operaci je jesté doplnénd jejich distributivitou:
AN(BUC)=(ANB)U(ANC) a AUBNC)=(AUB)N(AUC).

Dukazy zminénych vztahu jsou pouze jednoduchym pouzitim definic a distributivity lo-

gickych spojek 7a”, "nebo”. Ilustrujme to na posledni rovnosti.
r€AU(BNC)<=zr€Anebhor e BNC <= x€ Anebo (r € Bax € ()<=

<—rcAUBarec AUC <=z (AUB)N(AUC).

v s

1.2 Relace

Jestlize z a y jsou prvky (néjakych mnozin), zavedeme symbol (z,y) pro usporadanou

dvojici prvku x a y. Definujeme:

A zcela analogicky definujeme i usporadanou n-tici prvka zq, zo, ..., z,, jiz oznacujeme

(.Tl,l'z, ce ,.Tn).

Definice 1.2.1. Nechf A a B jsou mnoziny. Symbolem A x B oznacujeme mnozinu vSech
usporadanych dvojic tvaru (z,y), kde x € A a y € B. Formélné zapséno

AxB={(z,y)|z €A ye B}

A x B se nazyva kartézsky soucin mnozin A a B.



Nézev "kartézsky soucin”pochézi z geometrické interpretace (a puvodné tedy jména
Descartes?): Kdyz napi. A = B =R, potom A x B miZeme interpretovat jako vSechny
body roviny, a v tomto piipadé x a y jsou kartézské souradnice bodu (z,y). Kartézsky

soucin A x A nékdy zapisujeme jako mocninu, t.j. A%, a podobné A3 = A x A x A atd.

Definice 1.2.2. Relace mezi mnozinami A a B je libovolna podmnozina R kartézského
soucinu A x B. Je-li A = B, mluvime o relaci na A. Nélezi-li dvojice (x,y) relaci R, t.j.

(x,y) € R, fikdme také, ze x a y jsou v relaci R, a zapisujeme téz zRy.

Piiklad 1.2.3. Mnozinu véech podmnozin mnoziny A ozna¢ime P(A). Této mnoziné se
také tikd potenéni mnozina, proto pismeno P v oznaceni. Na P(A) zavedeme relaci Ry
takto

XR1YY <= X CY.

Piiklad 1.2.4. Rekneme, 7e pifmky p a ¢ v roviné jsou v relaci Ro, kdyz p a ¢ jsou

rovnobézné.

Piiklad 1.2.5. Rekneme, ze pifmky p a ¢ v roviné jsou v relaci R, kdyz p a ¢ jsou na

sebe kolmé.

Priklad 1.2.6. Na mnoziné studentu FJFI zavedeme relaci podle data jejich narozeni.

Rekneme, 7e dva studenti jsou v relaci Ry, jestlize maji narozeniny ve stejny den.
Priiklad 1.2.7. Na mnoziné N definujeme relaci mRsn, kdyz m déli n.

Jak vidime, relace v sobé muze zahrnovat vztahy mezi riznymi objekty. Mezi nejdu-

vvvvvv

Definice 1.2.8. Rekneme, ze relace R na mnoziné M je ekvivalence, kdyz mé nésledujici

ti vlastnosti
e pro kazdé x € M plati 2Rz (reflexivita)
e kdykoliv 2Ry, pak i yRa (symetrie)

e ze vztaht 2Ry a yRz plyne 2Rz (tranzitivita)

Podivejme se, které relace z piikladu 1.2.3 - 1.2.7 jsou ekvivalence. Snadno nahlédneme,
ze
— relace Ry neni ekvivalenci, protoze neni symetricka, je ale tranzitivni a reflexivni;

— relace R je ekvivalenci;

2René Descartes nebo Cartesius (1596-1650), vyznamny francouzsky filozof a matematik, zakladatel
analytické geometrie



— relace R3 neni ekvivalenci, protoze neni ani reflexivni ani tranzitivni, je ale symetricks;
— relace R, je ekvivalenci;

— relace Rs neni ekvivalenci, protoze neni symetricka, je ale tranzitvni a reflexivni.

Pojem ekvivalence je zastfesujici pojem pro vSechny pojmy vyjadiujici stejnost, po-
dobnost, izomorfii. Relace ekvivalence se zpravidla zna¢i znaky =, ~, ~, = a podobné.

Necht R je ekvivalence na mnoziné M a x libovolny prvek M. Ozna¢me R[z] mnozinu
vSech prvku y, které jsou ekvivalentni s x. R[x] se nazyva tida ekvivalence uréend prvkem

x. Plati nasledujici tvrzent:
Pro kazdé dva prvky z,y mnoziny M bud R[z] = Ry, nebo R[z] N R[y] = 0.

To umoznuje napsat mnozinu M jako sjednoceni disjunktnich tiid ekvivalence. Napi.
mnozinu vSech studentu FJFI lze rozdélit podle ekvivalence R4 do disjunktnich mnozin
takto: ti, co slavi narozeniny 1.ledna by byli v jedné tiidé, ti, co slavi 2. ledna v dalsi,
atd.

Jinym dulezitym typem relace je usporadani, obvykle zna¢ené symbolem < nebo <.

Definice 1.2.9. Relace < na mnoziné M se nazyva usporadani, kdyz ma nasledujici tii

vlastnosti:
e pro kazdé x € M plati z < x (reflexivita)
e jestlize x <y ay <z pak z =y (antisymetrie)
o jestlize x <yay <z pakxz <z (tranzitivita)

Mezi relacemi z prikladu 1.2.3-1.2.7 pouze R; a Rs jsou usporadani. Pii usporadnédni na
N podle délitelnosti snadno najdeme dvojici prvku, napt. 3 a 5, ze ani 3 neni v relaci s 5,
ani 5 neni v relaci s 3. Podobna situace nastane i pti R;. Podivejme se na jiné usporadani
na mnoziné N, a to usporadani ptirozenych ¢isel podle velikosti. Pfi tomto uspotradani

pro kazdy par m,n € N plati m < n nebo n < m. Takové usporddani nazyvame uplnym.

1.3 Zobrazeni

Definice 1.3.1. Zobrazeni mnoziny A do mnoziny B je relace f C A x B, splnujici
dodatecnou podminku, ze pro kazdy prvek xz € A existuje jediny prvek y € B tak, ze

xfy. To, ze f je zobrazeni mnoziny A do mnoziny B, zapisujeme

f:A—B.



Pro zobrazeni se ovsem nepouziva znaceni zavedeného pro relace. Je-li f C A x B
relact, kterd je zobrazenim, f(x) oznacuje to jediné y € B, pro néz z fy. Rikdme, ze prvku
x je pritazen prvek y = f(x); y nazyvame téz hodnota zobrazeni f v bodé x nebo obraz
prvku x pii zobrazeni f. Prvku z fikdme vzor prvku y pfi zobrazeni f.*> MnoZina A se
nazyva definiéni obor zobrazeni f a také znaci D;. Mnozina obrazu pii zobrazeni f se

nazyva obor hodnot zobrazeni f a znac¢i Hy. Obor hodnot lze také formalné zapsat
Hi={yeB|3z €A y=f(x)}.

Rikdme, ze dvé zobrazeni f : A~ B ag: A — B se rovnaji, zapséno f = g, kdyz
f(z) = g(z) pro kazdé = € A. Rovnat se tedy mohou jenom zobrazeni se stejnym de-

finiénim oborem A.

V matematické analyze budeme pracovat se zobrazenimi, kde obrazy i vzory bu-
dou realnd cisla. Takovym zobrazenim se tika funkce. Funkce budou nejcastéji zadavané

predpisem, jak k ¢islu x uréit jeho obraz, ¢islo y. Napf.

r—1

y= x—2

Nevymezime-li hodnoty x, kterym predpis ma priradit obraz, budeme automaticky za
prirozeny defini¢ni obor povazovat vSechna x, pro ktera ma pouziti predpisu smysl. V na-

Sem pifpadé je Dy = (1,2) U (2, +00). Nékdy se lze setkat i se zdpisem zobrazeni
f:(A)— B.

Uzavorkovani mnoziny A znamend, ze predpis pro vypocet f(x) nemusi mit smysl pro

vsechny prvky z A. V tomto piipadé je nutné najit pfirozeny definiéni obor Dy C A.

Predpis pro zaddni zobrazeni muze mit i tvar

2

"¢ pritad y tak, aby platilo y° 4+ y = 22

nebo

"¢islu x pritad ¢islo 1, kdyz v desitkovém zapisu ¢isla x se za desetinnou teckou od
néjakého mista vyskytuje 100 po sobé jdoucich nul, v opa¢ném pripadé prirad ¢islu x
¢islo 07.

Tézko tict, zda nékdo ze smrtelniku vi, co toto pravidlo prifadi ¢islu 7. Nicméné i

30znaceni = pro vzor, resp. pro nezndmou v rovnici pochdzi ze §panélského pismene x, které se éetlo
jako §, a byla to zkratka arabského slova §aj (véc). Pravé aritmetika se do stfedovéké Evropy dostala
prostiednictvim arabskych ucencu.



tento piedpis definuje zobrazeni *.

Predtim nez zavedeme dalsi uzitecné pojmy, definujeme dvé zobrazeni, na kterych budou

tyto pojmy ilustrovany:

Priklad 1.3.2.
filz) =, fo(z) = V/]zl.

Prirozenym definiénim oborem Dy, je interval (0,4o00), kdezto Dy, = R.

e Zobrazeni h : M N A — B je zizenim zobrazeni f : A — B na mnozinu M,
kdyz f(z) = g(z) pro kazdé x € M N A. Symbolicky zapisujeme h = f/y;.

Pro funkce z pifkladu 1.3.2 plati fi = f2/(0,+00)-

e Obraz mnoziny M pti zobrazeni f : A — B je mnozina

f(M)={yeB|(EzeM)(y=[f(z))}
coz lze taky zapsat  f(M) = { f(z)|x € M}.
Obor hodnot tedy neni nic jiného, nez obraz defini¢cniho oboru pfti zobrazeni f, tj.

Hy = f(Dy).
Je-li mnozina M = (-2, —1), pak fi(M) =0 a fo( M) = (1,/2).

e Vzor mnoziny M pii zobrazeni f: A+ B je

JH M) ={z € AlBy e M) (y = [f(x))},

coz lze taky zapsat f~' (M) ={z € A|f(x) e M }.

Pro M = (2,3) je f;y '(M) = (4,9) a f; ' (M) = (=9, —4) U (4,9).

Definice 1.3.3. Jsou-li f : A+~ B, g : B + C zobrazeni, potom muzeme definovat
nové zobrazeni h : A — C predpisem h(z) = g(f(x)). Toto zobrazeni se nazyvé slozeni

zobrazeni g a f a znaci se g o f. Plati tedy

(g0 f)(@)=g(f(x)).

4Pojem funkce je zdkladnim pojmem matematické analyzy. Trvalo dlouho, nez se dospélo k dnesnimu
chdpani funkce (jakozto specialniho typu relace); napiiklad v dobé, kdy byl objeven diferencialni pocet,
musela byt "poctivd”funkce vyjddiena néjakou formuli jako napi. f(z) = /sin(x/7). To, Ze redlnd
funkce muze pfitazovat kazdému éislu néjaké zcela libovolné ¢islo, je celkem moderni vynélez.




Uvazujme zobrazeni f, g : R — R dana predpisy
f(z) =sinz a  g(r)=2z"

Slozen{ (f o g)(z) = sin(x?) a (g o f)(x) = (sinz)? jsou dvé riznd zobrazeni, naptiklad
proto, ze obor hodnot fog je interval (—1, 1), zatimco obor hodnot go f je pouze interval

(0,1). Tento piiklad ukazuje, ze obecné

gof#fog.

Skladani zobrazeni tedy neni komutativni. Snadno se vSak presvédéime, ze je asociativni,
t.j.
folgoh)=(fog)oh

pro kazda tii zobrazeni s defini¢nimi obory umoznujicimi toto skladani.

Definice 1.3.4. (Dilezité druhy zobrazeni) Zobrazeni f : A — B nazyvame

e injektivni (neboli prosté) zobrazeni, jestlize pro kazdou dvojici ruznych proménnych

z,y € Aje f(x) # f(y),

e surjektivni zobrazeni (neboli zobrazeni na B), jestlize pro kazdé y € B existuje

x € A spliujict f(x) =y,

e bijektivni (neboli vzajemné jednoznacné) zobrazeni, jestlize f je injektivni a surjek-

tivni.

Tyto pojmy lze preformulovat i jinym zpusobem. Napf. zobrazeni f je prosté, jestlize
vzor kazdé jednoprvkové mnoziny {b} C B je nanejvys jednoprvkovd mnozina.
Zobrazeni f je zobrazeni na B, pokud vzor kazdé jednoprvkové mnoziny {b} C B je
alespon jednoprvkovd mnozina, nebo jesté jinak, pokud Hy = B.

Zobrazeni mnoziny A do stejné mnoziny A, které prvku z pritazuje sama sebe, nazyva-
me identické zobrazeni na mnoziné A, nebo identita na A a znac¢ime Id,4. Identita je

ziejmé zobrazeni, které je bijektivni.

Ids: A A, Ids(x) = x.

Definice 1.3.5. Je-li f : A — B prosté zobrazeni, pak kazdému prvku x z oboru hodnot
Hy lze pritadit prave jedno y z mnoziny A tak, ze x = f(y). Takto ziskané zobrazeni

nazyvame inverzni zobrazeni k zobrazeni f.



Jak uz bylo fe¢eno, pii prostém zobrazeni f je vzorem jednoprvkové mnoziny {z} C
H; opét jednoprvkovd mnozina f~'({z}). A pravé inverzn{ zobrazen{ prifazuje prvku
x € Hy jediny prvek y € f~!({z}). Proto je zvykem znacit obraz pii inverznim zobrazen{

jako y = f~(x), aniz by dochézelo k omylum.
Vlastnosti inverzniho zobrazeni:
Dy = Hy | Hp1r = Dy.

fﬁlof:Ide, fof’lzjdHf.

1.4 Ekvivalence mnozin

Definice 1.4.1. Rekneme, ze mnozina A je ekvivalentni s mnozinou B, kdyZz existuje

prosté zobrazeni mnoziny A na mnozinu B. Symbolicky zapisujeme A ~ B.

Poznamenejme, ze relace ~ mezi mnozinami ma skutecné vlastnosti ekvivalence 1.2.8.
1. A~ A, protoze za bijektivni zobrazeni f : A — A staci vzit f = Idy.

2. Kdyz A ~ B, pak B ~ A, nebot je-li f: A~ B bijektivni, je také f~!: B+ A
bijekce.

3. A~ B a B ~ C implikuje A ~ C| jelikoz slozenim dvou bijekci f : A — B a
g : B — C dostaneme bijekci go f: A+ C.

O ekvivalentnich mnoZindch fikdme, Ze maji stejnou mohutnost®.

Definice 1.4.2. Rekneme, 7e mnozina A je
e konecna, kdyz A = () nebo existuje n € N takové, ze A ~ n,
e spocetna, kdyz A je ekvivalentni s N,

e nespocetna, kdyz neni konecnd ani spocetné.

Poznamka. K neprazdné konetné mnoziné A je ¢islo n prirazené jednozna¢né, nazyvame

je pocet prvkli mnoziny A.

50tazku existence vzdjemné jednoznaéného zobrazeni mezi mnozinami zacal jako prvni zkoumat
némecky matematik Georg Cantor (1845-1918), ktery je zakladatelem moderni teorie mnozin.



Poznamka. Bijekce f priradi prvkum spocetné mnoziny A postupné vsechna pfirozena
¢isla. Rikame proto, ze prvky spocetné mnoziny lze ocislovat vSemi prirozenymi cisly.

Spocetnou mnozinu A Casto zapisujeme ve tvaru A = {ay, as, as, .. .}.

Poznamka. Nejvyse spocetnd se nazyva mnozina, ktera je konecna nebo spocetna. Mno-

zina, ktera neni konec¢nd, se nazyva nekonecna.

Priklad 1.4.3. Ukédzeme, ze N ~ Z. Staci ovérit, ze nasledujici zobrazeni je bijekce mezi

N a Z.
pro n sudé

n) = 2’
fm { —”T_l, pro n liché

Veéta 1.4.4. Kazda nekonecnd podmnozina mnoZiny prirozenych ¢isel je spocetnd.

Diikaz. Necht B C N, B nekone¢na. Definujme:

() =minB, f(2)=min(B—{f(1)}), F(3)=min(B-{f(1),£(2)}). atd.
Protoze B je nekonecnd, 1ze f(n) definovat pro kazdé n. Pfipomenme, ze vyuzivdme pod-
statné tzv. principu dobrého usporadani mnoziny N, ktery 7ikd, ze kazda neprazdna

podmozina mnoziny N ma minimum. Snadno ovéiime, ze f je bijekce f: N +— B. [

Disledek 1.4.5. KazZdad nekoneénd podmnozina spocetné mnoZiny je spocetnd.

Diikaz.  Nechf A je spocetna mnozina a C' jeji nekoneéna podmnozina. Uvazujme bijekci
f : A — N. Obraz nekone¢né mnoziny C' pii prostém zobrazeni f je zase nekonecnd
mnozina f(C') C N. Podle ptedchozi véty je f(C') ~ N. Protoze ztzeni f/c je bijekce
mezi mnozinou C' a f(C) je C' ~ f(C) ~ N. O

Priklad 1.4.6. Mnozina pfirozenych ¢éisel délitelnych cislem 2 a 3 a uz zddnym jinym
prvocislem méd tvar M = {2¥37 | k,j € N}. Tato mnozina je nekoneénou podmnozinou

mnoziny prirozenych ¢&isel, a proto
M ={2"37 | k,j € N} ~N.

Véta 1.4.7. 1. NxN~N, 2 Q~N.
Diikaz. 1. Stacf ovéfit, ze zobrazeni f : N x N +— {23/ | k,j € N} dané piedpisem

f(k,7) = 2*37 je bijektivni, a vyuzit piedchozi pifklad 1.4.6.

2. Kazdy prvek z Q ma jednoznac¢né vyjadieni ve tvaru %, kde p € Z, g € N a ¢isla p, q

jsou nesoudélna. Pritazeni

f<z_9) :{ (2p+1,9) prop=0

q (2lpl,q) prop<0
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zobrazuje prosté mnozinu Q na nekoneé¢nou podmnozinu f(Q) spocetné mnoziny N x N.
Podle dusledku 1.4.5 je f(Q) spocetnd. Protoze je zobrazeni f prosté, je f(Q) ~ Q. O

Véta 1.4.8. Sjednoceni spocetné a nejvyse spocetné mnoziny je mnozina spocetnd.

Diikaz. Necht A = {ay,a9,as,...} a B = {by,bs,bs,...} jsou obé spocetné mnoziny.
1. Nejdiive ukazeme, ze sjednoceni dvou spocetnych disjunktnich mnozin je spocetné.
Kdyz A a B jsou disjunktni, tj. AN B = (), pak zobrazeni

an  pro n sudé

b% pro n liché

je bijekcei mezi AU B a N.

2. Kdyz AN B # 0, vyuzijeme toho, ze A U B lze zapsat jako sjednoceni disjunktnich
mnozin AU (B — A). V piipadé, ze B — A je nekonecnd, je spocetnd, a tedy podle bodu
1. je sjednoceni spocetné.

V piipadé, ze B— A je kone¢nd neprazdnd, tj. B—A = {c1, ¢a, . . ., ¢, } pro néjaké prirozené
k, definujeme bijekci mezi N a AU B takto:

f(n):{ cn pron <k
a

n—k Ppron > k.

Pifpad A — B =10, tj. AU B = B, je trividlni.
Dikaz véty v pripadé, kdy je A spocetna a B konec¢nd je analogii predchoziho. m

Nasledujici véta ukazuje, ze ani sjednocenim spoc¢etné mnoha spocetnych mnozin ne-

dostaneme jinou mnozinu, nez spocetnou.

Véta 1.4.9. Necht pro kaZdé i € N je A; spocetnd mnozina. Pak sjednocent | ;o Ai je

spocetnd mnozina.

Dikaz. Protoze mnoziny A; jsou spocetné pro kazdé i € N, Ize libovolnou mnozinu A;
zapsat jako
Ai = {agi)v ag)v ai(;)v . }

Piislusnost prvku x ke sjednoceni (J,.y A; znamend, ze k x existuje par indexi i,j € N
(i)
J
mnoho), protoze mnoziny, které uvazujeme pro sjednoceni, nemusi byt disjunktni. Defi-

tak, ze x = a;’. Takovych paru i, j muze existovat k jednomu z i vice (dokonce i nekoneéné

nujme zobrazeni
z— f(z) =min{2'3 | x = ag.i)}.
Pro definici f(x) jsme opét vyuzili princip dobrého usporddéni. Snadno se presvédéime,

ze definované f je bijekce mezi sjednocenim a spocetnou mnozinou {2°3’ | 7,5 € N}. [

11



Nyni ukazeme, ze ne vSechny nekoneéné mnoziny jsou spocetné.

Véta 1.4.10. Mnozina vSech zobrazeni mnoziny N do dvouprvkové mnoziny {0,1} je

nespocetnd.

Diikaz. (sporem) Predpoklddejme, Ze mnozina F' zminénych zobrazeni je spocetnd, je

tedy tvaru F' = {f1, fa, f3, ... }. Zkoumejme zobrazeni g definované predpisem
gn)=1- fu.(n) pro kazdé n € N.

Protoze g : N+— {0, 1}, je g € F, soucasné ale g se nerovnd zadnému prvku f,, z mnoziny

F (protoze g a f,, maji ruzné funkéni hodnoty v bodé n), coz je ve sporu. ]

Poznamka. Zcela obdobnym trikem (nazyvanym Cantorovo diagondlni schéma) 1ze uka-
zat, ze interval (0, 1) je nespocetny. Predstavme si kazdé ¢islo x € (0,1) zapsané v de-
sitkovém rozvoji, jako x = 0.z12923 . .., kde x; jsou ¢&islice od 0 do 9. Je-li & racionalni,
mohou byt vSechny ¢islice z; od jistého indexu i nulové. Kdyby prvky intervalu (0, 1)

bylo mozné ocislovat prirozenymi ¢isly, pak
(0,1) ={z9 |ieN, 2= 0.x§i)x§i)x§i) .

Cislo y = 0.y192ys . . . definované predpisem

se nemize rovnat zadnému z &isel () a piitom patif do intervalu (0, 1), opét spor.
Nésledujici véta ukazuje, ze ubranim ani pridanim spocetné mnoziny neovlivnime

mohutnost nespocetné mnoziny.

Veéta 1.4.11. Necht A je nespocetnd a B spocetnd mnoZina. Pak
(AUB) ~ A a (A—B)~ A
Nejdiive si dokdzeme pomocné tvrzeni:
Lemma 1.4.12. KaZdd nekonecnd mnozina obsahuje spocetnou podmnoZinu.

Diikaz lemmatu. Necht C' je nekoneénd mnozina. Spocetnou mnoziny D = {dy, ds,ds ...}
konstruujeme takto: prvek d; vybereme libovolné z C, dy vybereme libovolné z mnoziny
C — {d;}, obecné prvek d,, vybereme libovolné z mnoziny C' — {d;,ds, ...,d,_1}. Neko-

necnost mnoziny C' zarucuje, ze vybeér d,, lze provést pro kazdé prirozené n.

12



Dukaz véty. Necht C' je spotetnd podmnozina A. Protoze AU B = AU (B — A)
budeme uvazovat bez ijjmy na obecnosti sjednoceni dvou disjunktnich mnozin AU(B—A).
Mnozina (B — A) je nejvyse spocetnd. Sjednoceni spocetné a nejvyse spocetné mnoziny C
a (B—A) je opét spocetné (podle véty 1.4.8), a proto existuje bijekce g : C +— CU(B—A).
Nyni staci definovat zobrazeni f : A — (AU B) takto:

x, kdyzxe A-C
flx) = )
g(x), kdyzz e C.

Snadno ovérime, ze f je bijektivni zobrazeni.

Pro diukaz druhé casti véty si nejdiive uvédomime, ze A — B je nespocetna mnozina.
Kdyby totiz A — B byla spocetna nebo koneénd, pak sjednoceni (A — B)UB = AUB
by bylo spocetné - spor s uz dokdzanym tvrzenim. Ted uz staci aplikovat prvni ¢ast véty
na nespocetnou mnozinu A — B a spo¢etnou mnozinu B. Dostdvdme A ~ (AU B) =
(A—B)UB~ (A—B). O

Dalsi dvé poznamky této kapitoly uvadime jen pro zajimavost.

Poznamka. Komplexni ¢islo, které je korenem nenulového polynomu s racionalnimi koe-
ficienty, se nazyva algebraické ¢islo.

Pifkladem algebraického ¢isla je /2. Lze ukézat, ze mnozina algebraickych ¢isel A
je spocetna. Staci si uvédomit, ze polynomu stupné < n je spocetné mnoho, a kazdy
z nich ma maximaélné n korenu. Tedy mnozina A, algebraickych ¢isel, které jsou koreny

polynomu stupné < n, je spocetnd. Protoze A = J _n An, je mnozina algebraickych ¢isel

neN
spocetna.

To ale znamend, ze (R — A) ~ R. Tedy podatilo se ndm celkem bezpracné dokazat,
ze existuji realna ¢isla, ktera nejsou koteny zadného polynomu, a dokonce jsme dokazali,

ze podstatna ¢ast redlnych ¢isel neni algebraicka.

Poznamka. Zkusme odpovédét na otazku, jak ”velkd”muze byt mnozina. Potfebujeme
k tomu dalsi definici. Rekneme, ze A < B, kdyZ existuje prosté zobrazeni f : A — B;
jinymi slovy A < B, kdyz A je ekvivalentni s néjakou podmnozinou B. Muzeme tedy

fikat, ze ” B ma alepson tolik prvkiu co A”. Relace < splnuje tyto néasledujici vlastnosti:
1. A < A pro kazdou mnozinu A.
2. Kdlyz A< BaB=<(C,pak A=<C.
3. Kdyz A< BaB <A pak A~ B.

Dikaz (1) a (2) je jednoduchy. Tvrzeni (3) je znamé pod ndzvem Schréderova-Bernsteinova

véta.

Cantor ukézal, ze potenc¢ni mnozina P(A) mnoziny A ma vzdycky vice elementu nez A.
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Formalné:

Pro libovolnou mnozZinu A plati A <XP(A) a A= P(A).

Dukaz nenf slozity. Kdyz A = ), pak je tvrzeni ziejmé. Piedpoklddejme proto, ze A # ().
Definujme f : A — P(A) predpisem f(x) = {z} pro kazdé = € A. Vidime, ze f je prosté.
Proto A < P(A).

Predpoklddejme nyni, ze A ~ P(A). Existuje tedy bijekce g : A — P(A). Uvazujme
podmnozinu B mnoziny A definovanou B = {z € A | x ¢ g(z)}. Protoze g je "na”,
existuje a € A takové, ze g(a) = B. Takové a spliiuje podminku a € B < a ¢ B, coz je

spor.

Slavna hypotéza kontinua iikd, Ze neexistuje mnozina A takovd, aby N < A <R
a soucasneé N « A, R ~ A. Bylo dokéazano, ze tato hypotéza je "nezavisla’na obvyklych
axiomech teorie mnozin. Existuji modely mnozin, kde hypotéza kontinua plati a modely,

kde neplati.
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Kapitola 2
Ciselné mnoziny

2.1 Mnozina realnych cisel

e

nasim cilem podat podrobny popis axiomatické vystavby realnych ¢isel, je dulezité si
uvedomit, které axiomy charakterizuji realnd ¢isla. Jsou to axiomy télesa, axiomy uspora-
dani a axiom uplnosti. V terminologii algebry je mnozina R jedinym tplnym uspotadanym
télesem. Tento nazev pochéazi z axiomatickych zakladu redlnych cisel, jak si je ted uve-
deme.

Realna ¢isla jsou prvky neprazdné mnoziny R spolu se dvéma operacemi + a . mnoziny

R x R do R nazyvanymi s¢itani a nasobeni, které splnuji nasledujici axiomy:
Axiomy télesa

Pismena z, y a z oznacuji libovolnda realna c¢isla, pokud neni feceno jinak.

Axiom 1. z+y =y + x a 2y = yr (komutativni zdkon).

Axiom 2. 2+ (y+2) = (v +y) + 2z a (xy)z = z(yz) (asociativni zdkon).
Axiom 3. z(y + z) = xy + zz (distributivni zédkon).

Axiom 4. Existuje prvek 0 € R takovy, ze z + 0 = x pro kazdé = € R.

Axiom 5. Pro kazdé x € R existuje prvek v R (oznacovany jako —x) takovy, ze

z+ (—x)=0.
Axiom 6. Existuje prvek 1 € R ruzny od 0 takovy, ze 1.2 = x pro kazdé x € R.

Axiom 7. Pro kazdé x#0 existuje prvek v R (oznacovany jako x~1) takovy, ze zx~1=1.
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Z téchto axiomu lze ukazat, ze nulovy prvek z Axiomu 4 je urc¢en jednoznacné. Jedno-
znacneé je dany i opaény prvek —z z Axiomu 5. Stejné tak jednoznacné je urcen i inverzni
prvek x7!. Z axiomu télesa lze snadno odvodit zndmé vlastnosti redlnych éfsel, napi.

0.x =0, —(—z) ==z, (—x)(—y) = zy, (z71)~! =z atp., viz dodatek k této kaptiole.

Kromé pozadavku, aby R bylo téleso, chceme, aby R bylo usporadané téleso. To zna-
mend, ze na R je definovana relace usporadani < splinujici nasledujici axiomy:
Axiomy usporadani
Axiom 8. Pro kazdé z,y € R plati bud = < y nebo y < z.
Axiom 9. Kdyz z <y, pak z + 2z < y + 2 pro kazdé z € R.

Axiom 10. Kdyz x <y a 0 < z, pak xz < yz.

Zépisy x >y a y < x povazujeme za stejné. Cislo x spliujici < 0, = # 0, nazyvame
zapornym a znacime x < 0. Podobné ¢islo x > 0,z # 0, nazyvame kladnym a zapisujeme
x > 0. Lze ukdzat (viz dodatek), ze pii usporaddni na R, které vyhovuje axiomum 8-10,
uz napt. nutné plati 0 < 1.

Definujme obvyklym zpusobem absolutni hodnotu realného ¢isla.

al a pro a>0
a|l =
—a pro a <0.

Snadno se uzitim Axiomu 1-10 dokaze, ze absolutni hodnota ¢isla je nezdporna, a ze

jediné 0 ma absolutni hodnotu rovnou 0. Rovnéz budeme vyuzivat, ze
e |ab| = |a|.|b| pro vSechna a,b € R,
e |a+b| < a| + |b] pro vSechna a,b € R - tzv. trojihelnikova nerovnost.

Cislo |a — b| geometricky predstavuje vzdalenost mezi ¢isly a a b.

Nez se dostaneme k poslednimu axiomu realnych ¢isel, potfebujeme nékolik definic.

Definice 2.1.1. Rekneme, 7e mnozina A C R je omezena shora, kdyz
(3K e R)(Vz € A)(z < K).

Kazdé takové K nazyvame horni zavora mnoziny A, mnozinu vSech hornich zavor

mnoziny A znacCime A*.
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Kdyz mnozina A neni shora omezend, je A* = (). Kdyz ale A* obsahuje néjaké redlné
¢islo K, pak obsahuje i kazdé K’ > K, proto je pro shora omezenou mnozinu A mnozina

hornich zavor A* nekonecné.

Definice 2.1.2. Necht A C R. Rekneme, Ze ¢islo a € A je maximem mnoziny A (znacime
a = max A), kdyz
(V€ A)(z < a).

Definice 2.1.3. Rekneme, 7ze mnozina A C R je omezena zdola, kdyz
(3H e R)(Vz € A)(H < x).

Kazdé takové H nazyvame dolni zavora mnoziny A, mnozinu vSech dolnich zavor

mnoziny A znacime A,.

Je-li mnozina A omezena zdola, je mnozina dolnich zdvor A, nekonecnd, protoze
K € A, implikuje K’ € A, pro kazdé K' < K.

Definice 2.1.4. Rekneme, Zze mnozina A C R je omezend, kdyz je omezend zdola i

shora.

Definice 2.1.5. Necht A C R. Rekneme, Ze ¢islo a € A je minimem mnoziny A (znacime
a = min A), kdyz
(V€ A)(a < z).

Ekvivalentné lze max A, resp. min A definovat jako horni, resp. dolni zavoru mnoziny A,
ktera patii do A.

Poznamka. K mnoziné A C R definujeme opa¢nou mnozinu —A = {—x | x € A}
Kdyz K je horni zavorou A, tj. x < K pro vSechna x € A, je —x > —K, a proto —K je

dolni zavorou opacné mnoziny —A. Plati
—A* = (—A), a — A, =(—-A)".
Maé-li mnozina B minimum, resp. maximum, ma opac¢na mnozina —B maximum, resp.
minimum, pficemz plati min B = — max(—B), resp. max B = — min(—B).
Axiom 11. (axiom tplnosti) Pro kazdou neprazdnou shora omezenou mnozinu plati,

Ze mnozina jejich hornich zavor ma minimum.

Nebo jinymi slovy: mezi hornimi zadvorami shora omezené neprazdné mnoziny A exis-
tuje takové [ = min A*, ze zadné ¢islo mensi nez  nemuze uz byt horni zdvorou dané

mnoziny.
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Toto ¢islo § nazyvame supremem mnoziny A a znacime sup A.

Zapiseme ted symbolicky, jaké vlastnosti ma supremum [ pro shora omezenou ne-

prazdnou mnozinu.

Vlastnosti suprema f:
1. Yz e A)(z <P) tj. 8 je horni zdvorou

2. (VB'eR,p < fB)(Fxe A)(B <x) tj. nic mensiho uz neni horni zédvorou

Jak uz bylo feceno, prvek a € A je maximem mnoziny, kdyz je a horni zdvora mnoziny

A. Mensi horni zavora uz nemuze existovat. Proto plati
Veéta 2.1.6. Ma-li mnozina A mazimum, pak max A = sup A.

Samoziejmé ocekdvame podobné vlastnosti i pro mnoziny zdola omezené. Dalsi axiom

uz ale pridavat nemusime.

Veéta 2.1.7. Necht A je neprdazdnd zdola omezend mnozina. Pak mnoZina dolnich zdvor

A, md maximum.

Diikaz. Mnozina —A je omezend shora, podle Axiomu 11 existuje min(—A)*. Podle

poznamky za definici 2.1.5 existuje maximum opa¢né mnoziny —(—A)* a plati
—min(—A)* = max(—(—A4)*) = max(A.).

]

Véta tedy zarucuje existenci nejvétsi dolni zavory neprazdné zdola omezené mnoziny.
Toto ¢islo nazyvame infimum mnoziny A a znac¢ime inf A. NapiSme opét v matema-

tickych symbolech, co znamena, ze a = inf A.

Vlastnosti infima o:
1. (Ve e A)(a <x) tj. a je dolni zdvorou

2. (Vo/ €R, &/ > a)(Fz € A)(z < &) tj. nic vétsiho uz neni dolni zavorou

Nasledujici véty ukazuji, jaké zdvazné dusledky ma Axiom uplnosti. Jedna se o vlast-

nosti realych ¢isel, které bézné pouzivame, aniz bychom si uvédomovali odkud plynou.

Véta 2.1.8. MnoZina prirozenych c¢isel N neni omezend shora.
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Dikaz. (sporem) Predpoklddejme, ze mnozina hornich zdvor mnoziny N je neprazdnd.
Z axiomu uplnosti existuje s=sup N. Z druhé vlastnosti supréma plyne, ze existuje n € N
takové, ze s — 1 < n < s. Z axiomu 9 dostaneme, ze s < n+ 1, pficemz n + 1 € N - spor

s prvni vlastnosti supréma. O
Veéta 2.1.9. Mezi kazdymi dvéma ruznymi redlnymi cisly lezi néjaké raciondlni ¢islo.

Diikaz. Je snadné nahlédnout, ze tvrzeni staci dokazat pro kladné cisla. Necht a,b € R,
tedy splnuji 0 < a < b.

Uvazujme cislo K = max{ﬁ, %} Protoze N je neomezend shora, najdeme g € N
takové, ze ¢ > K. Ziejmé 0 < é <b—aal<bqg. Polozme A = {n € N |n < bq}. Protoze
1 € A, je mnozina A neprazdnd, navic je koneéna. Oznacme p = max A, to znamena
p€e Aap+1¢ A Abychom dokoncili dukaz, ukdzeme, ze plati a < § < b. Z konstrukce
hned plyne § < b. Na druhé strané, protoze b < ’%1, musi platit

P +1 1

a=b—(b—a)<———-=

P
¢ 9 q

Veéta 2.1.10. Necht a € R an € N,n > 2.
1. Proa >0 an sudé existuje jediné b > 0 takové, Ze b" = a.
2. Proa € R an liché existuje jediné b € R takové, Ze b" = a.

~N7 oz ’ . v/ . . o 1
Cislo b se nazyva n-t4 odmocnina z ¢isla a, je zvykem je znacit /a nebo an.

Diikaz.  Ukazeme obé tvrzeni pro a > 0, doplnit zbytek je pak uz jednoduché.
Nejdiive ukazeme jednoznacnost b. Kdyz a = 0, pak zfejmé musi byt b = 0. Proto

uvazujeme a > 0. Pfedpokladejme, ze b; > 0 a by > 0 spliuji b} = b = a. Pak

n—1

0=0 — by = (b — by) > _ by~ 7F,
k=0

a protoze S p_o B¥b3 1% > 0, je nutné by — by = 0, tedy by = by.

Pro dikaz existence b budeme nejdiive diskutovat piipad a > 1. Definujme mnozinu
S ={s > 0| s" < a}. Tato mnozina je neprazdna, napi. 1 € S. Kdyz y > a, pak
y" > a" > a. Cislo vétsl nez a proto nepatii do S, a tedy a je horni zdvorou mnoziny S.
Definujme b = sup S. Ze takto definované b spliiuje rovnost " = a, ukdzeme vylou¢enim

pripadu b" > a a b" < a.
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Predpokladejme, ze by nastal piipad 0" < a. Z binomické véty dostaneme pro libovolné

keN
" <
b+ -] = bt =" T < A — 2.1
(+2) ~Z (g (rgsre e
kde r = Y0, ( )b" ¢ > 0. Protoze podle véty 2.1.8 mnozina N neni omezend shora,

najdeme k € N tak, ze k > r/(a — b™). Pro takové k pak z nerovnosti 2.1 plyne vztah
(b+ %)n < 0"+ (a — b") = a, coz implikuje b+ % € S - spor s tim, ze b =sup S.

Kdyby b™ > a, byla by situace podobna. Jako v ptedchozim piipadé pouzijeme binomickou

(b-%)nzbn—é (2.2)

pro néjaké t > 0. Opét nalezneme dostatecné velké k € N tak, aby % < b"™ — a. Z nerov-

vétu a dostaneme

nosti 2.2 dostaneme (b — %)n > a. Podle druhé vlastnosti suprema existuje s € S tak, ze

b— % < s, coz dava s" > (b — %)n > a, opét spor. Proto nevyhnutelné 0" = a.

Kdyz 1 > a > 0, je % > 1 a podle uz dokazaného nalezneme ¢islo ¢ tak, aby ¢” =

1
Hledané b je pak rovno % O]

Rozsiteni mnoziny realnych cisel.

K mnoziné R ptidame dva nové objekty +00 a —o0o, tj. —00 # +00 a —00, +00 ¢ R.
Oznaéme R = R U {—o00, +o0}. Rozsfifme relaci usporadani na R takto:

1) —0o < 400

2) (Vz € R)(—00 < & < 400).
Snadno nahlédneme, Ze toto rozsfieni mé opét vlastnosti usporadani. Mnozinu R nazyvame
rozsifena mnozina realnych cisel.
Uvazujme A C R. Trividlné je splnéno

(Vx € A)(z < 4+00). (2.3)
Kdyz navic mnozina A neni omezend shora, plati
(VK € R)(Fz € A)(K < z),

coz lze ekvivalentné prepsat s malou modifikaci

(VK € R, K < 400)(Jz € A)(K < x). (2.4)
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Vlastnosti 2.3 a 2.4 se formélné shoduji s 1. a 2. vlastnosti suprema, kdyz za ( je dosazeno

+00. Proto je ptirozend nasledujici definice.

Definice 2.1.11. Klademe
1. sup A = +o00 pro neprazdnou mnozinu A C R, kterd neni omezend shora;
2. inf A = —o0 pro nepréazdnou mnozinu A C R, ktera neni omezena zdola;

3. inf() = +oo a sup) = —co.

Snadno ovéiime, ze takto zavedené hodnoty pro suprema a infima maji vlastnosti 1.

a 2. Dokazeme napf., ze pro prazdnou mnozinu ma o = 400 1. a 2. vlastnost infima:

1. (Vz € 0)(400 < ) — je trividlné splnéno, protoze kazdé tvrzeni o neexistujicim

prvku je pravdivé.!

2. (Va > +00)(3x € 0)(z < ) — z&4dné o > 400 neexistuje, a proto zase tvrzeni

o ném je pravdivé.

Rozsiteni mnoziny realnych ¢isel ndm tak umoznilo definovat supremum a infimum
pro libovolnou podmnozinu mnoziny realnych cisel. Muzeme to shrnout do zavéreéné

véty:
Véta 2.1.12. Necht A C R. Pak
i) existuje prdvé jedno B € R takové, Ze spliiuje 1. a 2. vlastnost suprema;

ii) ezistuje prdvé jedno a € R takové, ze sphiuje 1. a 2. vlastnost infima.

Poznamka. Jednoznacnost prvku 3, resp. « lze dokazat pomoci 1. a 2. vlastnosti suprema,

resp. infima. Detaily pfenechavame ctenari.

2.2 Mnozina komplexnich c¢isel

Mnozina komplexnich é&fsel C je ”v podstaté” vektorovy prostor R?, v némz je navic defi-

novano nasobeni a do néhoz je vnorena mnozina realnych ¢isel R. Popisme C presnéji.

Komplexni éfsla jsou uspoiddané dvojice redlnych éfsel, tedy prvky roviny R2. Je-li
z = (z,y) € C, pak ¢islo x nazyvame redlna ¢ast ¢isla z a ¢islo y nazyvdme imaginarni
cast cisla z. Zapisujeme

xr = Re z a y=1Im z.

'Kazdé tvrzeni o prveich prézdné mnoziny je pravdivé, nebot nepravdiva premisa a € () zarucuje
pravdivost jakékoli implikace.
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Pro komplexni ¢islo (0, 1) pouzivame zkratku i. Komplexni ¢isla geometricky zndzornujeme
pomoci bodu v roviné: ¢islu (x,y) odpovidd bod roviny o souradnicich x,y. Proto pro C
se uziva téz nazvu komplexni rovina nebo Gauflova rovina. Pro komplexni ¢isla je
s¢itani a nasobeni definovano takto: Jsou-li z; = (x1,y1) a 22 = (22, y2) komplexni ¢isla,

klademe

2+ 20 = (1 + X2, y1 + Y2), 212 = (122 — Y1Y2, T1Y2 + Tay1).

Pro dvojice s nulovou imaginarni ¢asti koresponduji tyto operace s témi operacemi, které

jiz zndme z R:
(1‘1,0) + (ZEQ,O) = (1‘1 +ZL‘2,0), (IL‘l,O).(ZEQ,O) = (.Tle,O) .

To umoznuje ztotoznit dvojici (z,0) s redlnym ¢islem = € R; po tomto ztotoznéni je
R C C. Snadno lze overit, ze komplexni ¢isla s definovanymi operacemi souctu a soucinu

spliiuji vSechny axiomy télesa, jak byly uvedeny v kapitole Redlna éisla.
Aplikujme definici ndsobeni na i.i = i?:
i =(0,1).(0,1) = (—1,0) = —1.
Jsou-li x,y redlna c¢isla, pak
z +iy = (z,0) 4+ (0,1).(y,0) = (z,0) + (0,9) = (z,y),
takze komplexni ¢isla lze zapisovat i ve tvaru x+1y. Z rovnosti z = x+iy obecné neplyne,
ze x,y € R, tj. ze = Re z a y = Im 2. Pfijmeme vSak imluvu, ze kdykoliv zapiSeme

komplexni ¢islo ve tvaru x + 1y, predpokladéame, ze jiz plati x,y € R.

Je-li z = x + iy, nazyvame cislo z = x — iy ¢islem komplexné sdruzenym k éislu

z. Snadno lze ovérit, ze pro vSechna z,w € C plati rovnosti:

Ztw=z+w, T = Z.0, Z=2z.

Poznamenejme, Ze ¢islo 2z = z? + y? je vizdy nezdporné. Jeho pomoci definujeme

absolutni hodnotu |z| vztahem

|z| = V2zZ = /22 +y2

Jestlize komplexni ¢isla interpretujeme jako body roviny, pak je |z| vzdalenost bodu

z = (z,y) od pocatku. Velmi dulezity je fakt, ze pro absolutni hodnotu plati i v C
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trojuhelnikova nerovnost
|2+ w| < |z] + [w].

Absolutni hodnota ndm umoznuje definovat dulezité podmnoziny mnoziny C:

Necht z € Car € R,r > 0. Mnozinu
K(z,r) ={weC||w—z <r}

nazyvame otevienym kruhem se stfedem z a polomérem r
a mnozinu

Kzr)={weC||w-z <r}

uzavienym kruhem se stfedem z a polomérem r.

V C nezavadime relaci usporadani jako v R. Komplexni ¢isla lze usporadat napf.

lexikograficky

(x1,11) = (22, y2) — (ml <z nebo (z1 =z ay < y2)>

Toto usporadani spliuje Axiomy 8 a 9. Ale lexikografické usporadani ani zadné jiné na
C nema4 vlastnosti vSech Axiomu uspotradani 8-10, které platily pro redlna ¢isla. Staci
uvazit, ze i # 0 a Ze z kazdé z obou nerovnosti i > 0 a i < 0 by plynulo i2 = —1 > 0, coz

vede ke sporu (viz dodatek ke kapitole).

Ukéazeme nyni, jak komplexni rovinu lze bijektivné zobrazit na povrch koule, ze které
vyjmeme jeden bod. Necht v prostoru R? je ddna koule o stiedu s = (0,0, 1/2) a poloméru
r = 1/2. Tedy tato koule se dotyka v bodé (0,0,0) roviny, jejiz body maji tvar (x,y,0).
Komplexnimu ¢islu x 4 iy pritadime bod f(z +iy) = (o, 8,7) # (0,0, 1) z povrchu koule
tak, aby body (z,y,0), (a,5,7) a "severni p6l”(0,0,1) lezely na jedné pfimce. Snadno

lze spocitat, ze toto zobrazeni méa explicitni tvar

x Y x2+y2
24y + 1224+ + 122 +y2+1)

x+iyl—>f(x+iy):(

Z geometrické konstrukce zobrazeni je ziejmé, ze f zobrazuje prosté celé C na povrch

koule vyjma ”severni pél”. Zobrazeni f se nékdy tika stereograficka projekce.
Omezené podmnoziny mnoziny C

Protoze jsme na C nezavedli usporadani, nema smyslu hovofit o omezenosti mnoziny

zdola ani shora. Lze vSak definovat omezenost mnoziny:
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Definice 2.2.1. Necht A C C. Rekneme, 7e mnozina A je omezend, kdyz
(FreR,r>0)(Vze A)(z] <7r). (2.5)

Poznamka. Jinymi slovy lze definovat omezenost takto: Mnozina A je omezena, jestlize
existuje kladné ¢islo r tak, ze celd mnozina A lezi v uzavieném kruhu o poloméru r se

sttedem v pocatku.

Porovnejme definice omezenosti mnoziny v komplexnim ptipadé a v redlném pripadé.
Uvazujme mnozinu A C R, kterd splnuje podminku 2.5. Nerovnost |z| < r znamend
pro realné ¢islo xz, ze —r < x < r. Proto je —r dolni a r horni zavorou mnoziny A.
Tedy podmnozina realnych ¢isel splnujici 2.5 je omezend dle definice omezenosti 2.1.4
pro realna cisla.

Z druhé strany, nechf redlnd mnozina A je omezend dle definice omezenosti v kapitole

Reéalna c¢isla. To znamena, ze
(3K e R)(Vz € A)(x < K) a (3H e R)(Vz € A)(H < z).
Polozime-li » = max{|K|,|H|}, pak pro kazdé x € A plati
—r = —max{|K|, [H|} < —|H| < H <2 < K < |K| < max{|K|, [H]} =7,

coz implikuje, ze pro omezenou mnozinu A C R existuje kladné r tak, ze |z| < r pro
vsechna x € A. Tedy omezenost mnoziny lze v realném i komplexnim piipadé definovat

formalné stejnym zpusobem 2.5.

Rozsiteni mnoziny komplexnich éisel.

K mnoziné C piiddme jeden novy objekt oo, tj. co ¢ C. Mnozinu C = C U {co}

nazyvame rozsirenou mnozinou komplexnich ¢cisel.
Poznamenejme, ze R ¢ C, protoze objekty 400 a —oo nepatii do C. Dodefinujeme-li

stereografickou projekci v bodé oo jako f(oo) = (0,0,1), je f bijektivnim zobrazenim C

na cely povrch koule.

2.3 Okoli bodt mnozin R a C

Nez prejdeme k zavedeni dulezitého pojmu limity posloupnosti a posléze funkce, definu-

jeme ”okoli bodu”.
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Definice 2.3.1. Necht a € R, e € R, e > 0. Otevieny interval (a — €,a + ) nazyvame

e-okolim bodu a v R a znacéime H,(e).

Poznamka. Snadno nahlédneme, ze piislusnost bodu x k okoli bodu a € R lze vyjadrit
ekvivalentné

x € H,(e) = lr —a| <e.

Definice 2.3.2. Necht a € R,e € R, e > 0. Otevieny interval (a,a + ¢), resp. (a — €, a)

nazyvame pravym, resp. levym e-okolim bodu a v R a zna¢ime H,(¢), resp. H, ().

Poznamka. Mnozindm H, (¢) a H,_(¢) se iikd jednostranné okoli; mnoziné H,(c) se
pak tika oboustranné okoli.
Vsimnéme si, ze a ¢ H,(€), a ¢ H,_(¢), ale a € H,(e).

Definice 2.3.3. Necht a € R, > 0.
Otevieny interval (o, 4+00) nazyvdme a-okolim bodu +o0o v R a znacime H, . («).

Otevfeny interval (—oo, —ar) nazyvame a-okolim bodu —oco v R a znacime H_,(«).

Poznamka. Neni-li potfeba specifikovat velikost €, resp. «, fikdme strucné jenom okoli

bodu a a znac¢ime H,.

Poznamka. Okoli bodu jsme definovali pro libovolny bod a € R. Samotné okoli ale
vzdycky patii do R, tj. H, C R.

Definice 2.3.4. Necht a € C,e € R,e > 0. Otevieny kruh {z € C | |z — a] < &}

nazyvame e-okolim bodu a v C a znacime H,(e).

Definice 2.3.5. Necht oo € R, > 0. Mnozinu {z € C | |z] > a} nazyvdme a-okolim

bodu oo v C a znacime H,,(a). a-okolim bodu oo je tedy mnozina C — K (0, a).

Upozornéni: Zapis H,(¢), a € R musime vzdy doplnit o udaj, zda uvazujeme okoli bodu

a v mnoziné R nebo C.

7 definice lze odvodit jednoduché vlastnosti okoli bodu. I kdyz jsou na prvni pohled
ziejmé, je dulezité zduraznit jejich platnost. Proto je shrneme do véty (dukaz preneché-
vame Ctendii).

Véta 2.3.6. 1. Nechta € R a necht H" o H? jsou okoli bodu a v R. Pak

(3H,)(H, c HV a H, c H?Y).

2. Necht a € R, necht H, je okoli bodu a v R, a necht b € H,. Pak
(3Hy)(H, C H,).
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3. Necht a,b € R a necht a # b. Pak
(3H,)(3H,)(H, N Hy, = 0).

Stejna tvrzeni plati i v pifpadé, budeme-li brat body z mnoziny C a jejich okoli budeme

uvazovat v mnoziné C.

2.4 Dodatek

Priklady odvozeni nékterych vlastnosti realnych ¢isel z Axiomu 1-11.

B1. Existuje jediny nulovy prvek:

Necht 0; a 0y jsou nulové prvky, kterych existenci zaruc¢uje Axiom 4. Pak
0, 20, +0, 20, +0, 20,

Nad rovnitko piseme ¢islo axiomu, ktery jsme pro rovnost pouzili.

B2. Ke kazdému z € R existuje jediny opaény prvek:
Necht (—x); a (—x)2 jsou opacné prvky k ¢islu = € R. Pak

(—ah = (o) + 02 ()i + (x4 (—2)s) Z ((—2) +2) + (—a)2 2

£ (4 (—2)h) + (—2)2 L0+ (—2)y 2 (—2)y + 02 (—2),.

B3. Opaény prvek k (—z) je = pro kazdé x € R.

Protoze 0 2 z + (—x) 4 (—x) 4+ z, je x opacny prvek k (—z). Podle B2 existuje jediny
opac¢ny prvek, proto (—(—x)) = x.

B4. Pro kazdé x € R plati z.0 = 0.

02 2+ (—2) L Lot (—2) £ (140)a+(—2) £ 2.(140)+(—2) £ (z.1+2.0)+(—x) AL

U (o +00) 4 () B0+ o+ () L o040 % 00

B5. (—z).y = —(x.y) pro kazdé x,y € R.

(—x)y+zy e (—z)+z)y 2 0.y =0,

kde posledni rovnost plyne z B4. Tedy (—x).y je opaény prvek k z.y.
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B6. Pro nulovy a jednotkovy prvek plati 0<1.

Predpokladejme opak, tj. 1 < 0. Pri¢tenim ¢isla (—1) k této nerovnosti dostaneme podle
A9 vztah 1+ (—1) < 0+ (—1), z ¢ehoz podle A5 a A4 mame 0 < (—1). Ted vyuzijeme
A10 pro hodnoty x =0,y = —1,2 = —1. Plati

0.(-1) < (=1).(=1) =2 0<-(1(-1)L-(-1) & o<1

Tedy z predpokladu 1 < 0 jsme odvodili 0 < 1, z vlastnosti antisymetrie relace

usporadani plyne 0 = 1, coz je spor s pozadavkem A6, ze 0 # 1.
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Kapitola 3

Ciselné posloupnosti

3.1 Zakladni pojmy

Definice 3.1.1. Zobrazeni mnoziny N do néjaké neprazdné mnoziny A nazyvame po-
sloupnost.

Specidlneé:

— kdyz A = R nebo C, mluvime o ¢iselné posloupnosti,

— kdyz A = R, mluvime o realné posloupnosti,

— kdyz A = C, mluvime o komplexni posloupnosti.

Misto obecného znaceni a : N +— A pro zobrazeni resp. znaceni a(n) pro obraz bodu

n se vzilo pro posloupnost znaceni:

(an)nen nebo (@) nebo (an) -

Obraz bodu n se znadi a,, a fikdme mu také n-ty ¢len posloupnosti.

Poznamka. Obor hodnot posloupnosti (a,)nen znacime {a, }nen, tj-
{antnen ={z | Ine N,z =qa, }.

Vlastnosti zobrazeni v zapisu pro posloupnosti:

e Posloupnost (a,)nen je konstantni = (V n,m € N)(a,, = ap).

e Posloupnost (a,)nen je prosta = Vn,meN)(n#m = a, # a,).
Definujme dalsi vlastnosti posloupnosti.
Definice 3.1.2. (vlastnosti posloupnosti)

e Redlnou posloupnost (a,),eny nazyvame omezenou shora, kdyz jeji obor hodnot
{an }nen je mnozina omezend shora, tj. (3K € R)(Vn € N)(a, < K).

28



e Redlnou posloupnost (a,),eny nazyvame omezenou zdola, kdyz jeji obor hodnot

{an}nen je mnozina omezend zdola, tj. (3H € R)(Vn € N)(H < a,).

e Redlnou nebo komplexni posloupnost (a,),en nazyvame omezenou, kdyz jeji obor

hodnot {a, }nen je mnozina omezend, tj. (Ir € R,r > 0)(Vn € N)(|a,| < r).
e Redlnou posloupnost nazyvame rostouci, kdyz plati (Vn € N)(a,, < a,41).
e Redlnou posloupnost nazyvame klesajici, kdyz plati (Vn € N)(a, > ap41)-
e Redlnou posloupnost nazyvame monotonni, kdyz je rostouci nebo klesajici.
e Redlnou posloupnost nazyvame ostie rostouci, kdyz plati (Vn € N)(a, < ap11).
e Redlnou posloupnost nazyvame ostie klesajici, kdyz plati (Vn € N)(a, > a,41).

e Redlnou posloupnost nazyvame ryze monotonni, kdyz je ostie rostouci nebo ostie
klesajici.
Z téchto definic zékladnich pojmt lze odvodit nésledujici jednoduchéa pozorovani pro

realnou posloupnost:

1) ryze monotonni = monotonni
ostfe rostouci == rostouci

ostie klesajici = klesajici

2) ostfe rostouci <= rostouci a prostéa

ostie klesajici <= klesajici a prosta
3) konstantni <= rostouci a klesajici

4) rostouci == zdola omezend

klesajici == shora omezend

Definice 3.1.3. Necht (a,)nen je libovolnd posloupnost a (k,)n,en necht je ostie ros-
touci posloupnost prirozenych ¢isel. Pak posloupnost (ay, )neny nazyvdme posloupnost

vybrana z posloupnosti (a,)nen-

Poznamka. Vybrand posloupnost (ax, )nen je vlastné slozenim dvou posloupnosti, ve smy-

slu skladani zobrazeni:

E:N—N a a:N— A = (aok)(n)=a(k(n)) = a,

Pozor! Od zobrazeni k pozadujeme, aby to byla ostie rostouci posloupnost.
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Piiklad 3.1.4. Posloupnost (1),en je vybrand z posloupnosti ((—1)") kde za po-

neN’
sloupnost (k, )nen 1ze vzit napt. k, = 2n, ale také posloupnost k, = 4n + 2.

Posloupnost ((n + 1)!)n <y je vybrand z posloupnosti (2n),en. Zkuste urcit k.

3.2 Limita ¢iselné posloupnosti

Definice 3.2.1. Rekneme, ze redlné posloupnost (an)ney ma limitu a € R, kdyz
(VH, CR)(TInoeR)(VneNn>ng)a, € Hy).
Rekneme, Ze komplexni posloupnost (a,)neny mé limitu a € C, kdyz
(VH, CC)(InoeR)(VneNn>ng)a, € Hy).
Zapisujeme

lim a, =a nebo zkracené lim a, = a nebo an — a.
n——+00

Je-1i jasné z kontextu, Ze a,, jsou ¢leny posloupnosti (tj. ze n probihaji prirozenad ¢isla)

a je-li zrejmé téleso (tj. R nebo C), pouzivdme pro definici limity struéného zapisu:
(V Hy)(F no)(V n > ng)(a, € Hy).

Poznamky k definici.

1. Fakt, ze posloupnost ma limitu a podle definice znamena, ze v kazdém okoli H,
bodu a lezi vSechny cleny posloupnosti s dostatecné velkym indexem, tj. vSechny

az na konecny pocet vyjimek.

2. Ekvivalentni definici dostaneme, kdyz misto existence ng € R pozadujeme existenci
ng € N.

3. Rozepisme definici limity realné posloupnosti pro piipad a € R. Protoze okoli H,
mé tvar H, = (a — €,a + ¢) pro néjaké kladné e, prepisujeme spojeni ”pro kazdé
okoli”spojenim " pro kazdé kladné &”. Ptislusnost prvku a,, k okoli H, = (a—¢, a+¢)

znamend a — € < a, < a + € nebo ekvivalentné |a, — a| < €. Tedy

lima, =a€R <<= (VeeR,e>0)(InyeR)(VneNn>ng)(la,—al<e).

4. Rovnéz lze prepsat definici limity realné posloupnosti pro piipad a = +oo. Staci si

uveédomit, ze kazdé okoli H, ,, koresponduje s néjakym kladnym « a ze ptislusnost
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an € Hy oo = (a, +00) lze vyjadrit nerovnosti a,, > «. Proto

lima, = +o0 = VaeR a>0)(Fn €R)(VneNn>ng)la, > a).
Obdobné
lima, = —oc0 = VaeR, a>0)(Fny e R)(Vn € N,n > ng)(a, < —a).

5. V pripadeé, ze vSechny ¢leny posloupnosti jsou redlné, je treba ujasnit, zda uvazujeme
(a,) jako redlnou nebo komplexni posloupnost. Posloupnost ((—1)”n) uvazovana
jako realna posloupnost limitu nema, zatimco kdyz se na ni divame jako na kom-

plexni posloupnost, mé limitu oo € C, viz nasledujici pifklad.

Priklad 3.2.2. Pro komplexni posloupnost ((—1)”n)n oy Plati

lim (—1)"n =00 .
n——+00
Protoze kazdé okoli oo v C je tvoreno vnéjskem néjakého kruhu se stfedem v pocatku,
je kazdému okoli nekonec¢na pritazen kladny polomér a; komplexni ¢islo x pak prislusi

tomuto okoli, kdyz je vzdaleno od poc¢atku vice, nez je dany polomér. Mame tedy dokéazat:
VaeR a>0)(IneR)(VneNn>ny)(|(—1)"n| > a).

Jelikoz |(—1)"n| = n, staci pro kazdé « polozit ng = . Pak zFejmeé pro libovolné ptirozené

n > ng plyne |(—=1)"n| =n > a.
Véta 3.2.3. Kazda ciselnd posloupnost md nejvyse jednu limitu.

Diikaz. (sporem) Necht a,b jsou dvé ruzné limity posloupnosti (a,)nen. Z vlastnosti
okoli 2.3.6 plyne, ze pro dva ruzné body existuji navzdjem disjunktni okoli HY a H ISO). Z
definice limity zase pro o najdeme n; tak, ze a, € J2r%2 pro kazdé n > ny. A obdobné

(0)
b

najdeme ny tak, ze a,, € Hy ’ pro kazdy index n > ny. Vezmeme-li n > max{n,ns}, ma

a, pattit do obou okoli soucasné, ale ta jsou ptritom disjunktni - spor. O

Na prikladé 3.2.2 jsme vidéli, ze dokazat piimo z definice tvrzeni ”limita je rovna
a”znamend dét predpis, jak ke kladnému parametru (oznacenému a nebo €) najit ng tak,
aby bylo splnéno a,, € H, pro kazdé prirozené n > ng. Pro zdivodnéni nasledujicich limit

déame jenom tento predpis, zbytek je zfejmy.

Priklad 3.2.4. 1. Pro ovéteni tvrzeni lim,, % = 0 staci vzit ng = 1/e:
1
lirf —=0 = (VeeR,e>0)(Ing e R)(VneNn>ng)(|l/n| <e).
n——+oo M,
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2. Pfii urceni limity konstantni posloupnosti lze dokonce volit ng libovolné, nezavislé

na &:

lim c=c¢ = VeeR,e>0)(In e R)(VneNn>ng)(lc—c|l <e).

n——400

Definice 3.2.5. Posloupnost, kterda mé limitu a € R resp. a € C, se nazyva konver-
gentni.

Posloupnost, ktera neni konvergentni, se nazyva divergentni.

Posloupnost, kterd ma limitu +oo nebo —oo nebo 0o, se nazyva podstatné divergentni.

Posloupnost, ktera nema limitu, se nazyva oscilujici.

Véta 3.2.6. (o limité vybrané posloupnosti) Necht posloupnost (a,)nen md limitu

a. Pak kazdd posloupnost vybrand z (an)neny md limitu a.

Diikaz. Uvazujme vybranou posloupnost (a, )nen, kde (k) je ostie rostouci posloupnost
piirozenych cisel, tj. kj 11 — k; > 1 pro kazdé prirozené j. Proto
kn = (kn—Fkn_1)+ (kn-1 — kno)+ ...+ (ks — k1) + k1 > n.
Predpoklad lim a,, = a znaci (V H,)(3 no)(V n € N,n > ng)(a, € H,).
Protoze nerovnost n > ngy implikuje k, > ng, plyne z platnosti predchoziho vyroku
také platnost (V H,)(3 no)(V n € Nyn > ng)(ag, € H,), tedy i limita vybrané posloup-

nosti je a. O

Dusledek 3.2.7. Lze-li z posloupnosti (an)nen vybrat dvé posloupnosti s ruzngmi limi-

tami, pak limita posloupnosti (an,)nen neexistuge.

Piiklad 3.2.8. Z komplexni posloupnosti (i"),eny vyberme dvé posloupnosti (i4"),cn a
(¢*"1),.en. Jsou to konstantni posloupnosti (1),en a (¢)nen. Maji tedy razné limity. Proto

lim,,, 1 o 2" neexistuje.

Priklad 3.2.9.

lim —— = lim =~ =0,
n—+oo dnl —n2 st n

protoze k,, = 4n! —n? je ostfe rostouci posloupnost piirozenych &isel, a tedy posloupnost

(m) je vybrand z posloupnosti (%)

V dukazu posledni véty nebylo ani tak dulezité, ze samotnd posloupnost (k) je ostie
rostouci, jako spiSe to, ze jeji ¢leny od jistého pocinaje prekroci libovolné zvolenou mez.
Proto 1ze vyslovit zobecnéni této véty, jejiz dukaz je malou modifikaci predchoziho a

prenechame jej ¢tenari.

Véta 3.2.10. (o limité skorovybrané posloupnosti) Necht (a,) je ¢iselnd posloup-

nost s limitou ¢ a (ky) je posloupnost prirozenych éisel s limitou +o00. Pak

lim ay, =c.
n—+00
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Jak uz naznacil nédzev predchozi véty, posloupnosti (akn) budeme tikat skorovybrana
z posloupnosti (a,,), kdyz (k,) je posloupnost piirozenych éisel s limitou +oo. Napf. po-
sloupnosti <2[\/ﬂ> a (2”“‘””) jsou skorovybrané z posloupnosti (2"), nejsou vsak z ni

vybrané.

Véta 3.2.11. KazZdd konvergentni posloupnost je omezend.
Pro redlné posloupnosti dale plati:
lim a, =+00 = (a,) je omezend zdola, neni omezend shora.

lim a, =—0c0c = (a,) je omezend shora, neni omezend zdola.

Diikaz. Necht a = lim a,. Pak napt. pro ¢ = 1 existuje index ny € N tak, ze pro kazdé

n € N;n > ng, je |a, — a| < 1. Pouzitim trojihelnikové nerovnosti
|an| = |an —a+a|] < la, —al + |a] <1+ a|

dostaneme

(Fno)(Vn > no) (lan| < 1+ |al).

Polozime-li K = max{l + |a|, |a1], |as], ..., |an,|}, Pak |a,| < K pro kazdé n € N, tj.

posloupnost (a,) je omezena.

Uvazujme redlnou posloupnost (a,) s limitou 400, tedy podle definice limity plati
(Va € R,a > 0)(3Ing € N)(¥n € N)(a, > «). Abychom ukézali neomezenost mnoziny
{a,} shora, musime ke kazdému K € R najit néjaké n tak, aby a, > K. Kdyz do
definice limity dosadime za « kladné ¢islo | K|, tak z definice dostaneme existenci dokonce
nekonecéné mnoha takovych n, konkrétné vsech n € N vétsich nez ny.

Pro omezenost zdola pouzijeme opét definici limity, ted za « zvolime ¢islo 1, ke kterému
dostaneme néjaké ng € N tak, ze a,, > 1 pro vSechna n > ng. Snadno se lze presveédcit,
ze ¢islo H = min{1, ay, ag, ..., an,} je dolni zdvorou mnoziny {a,}.

Zbylé tvrzeni pro ptripad lim a,, = —oo se dokazuje analogicky. O]

Néasledujici vétu lze shrnout do hesla ”Vynechanim konetné mnoha clenu se u po-

sloupnosti nezméni vlastnosti: omezenost, konvergence, divergence, hodnota limity.”

Véta 3.2.12. Necht (a,,) je ¢iselnd posloupnost a p € N je libovolné pevné zvolené éislo.
Pak plati

1) lim a,, = a — lim a,+, = a,

2) (an) je omezend = (An+p) je omezend.
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Je-li (ay,) redlnd posloupnost, pak
3) (a,) je omezend zdola — (antp) je omezend zdola.
4) (a) je omezend shora = (@n+p) je omezend shora.

Diikaz. 1) Protoze posloupnost (a,4,) je vybrana z posloupnosti (a,), plyne implikace
(=) piimo z véty 3.2.6 o limité vybrané posloupnosti. Pro dukaz obracené implikace

napisme, co znamena, ze lim a,4, = a:
(V H,)(3ng e R)(YneN,n>ng)(any € Hy).

Kdyz polozime ny = ng + p, pak pro n > n; mame n — p > ng, a proto z predchoziho

fddku a(n—p)+p = an € Hg, coz znamend, Ze lim a,, = a.

2) Opeét implikace (=) je ziejma, nebot {a,} D {a,,}. Pro dukaz opac¢né implikace
predpokladejme, ze (an+p) je omezend, tj. existuje kladné K tak, ze |a,4,| < K pro
libovolné n € N. Kdyz polozime K = max{K, |a1], |as], . .., lay|}, pak pro kazdé n € N
platf |a,| < K. Tedy posloupnost (a,) je omezena.

Dikaz zbylych tvrzeni je pouze mirnou modifikaci ptedchoziho dikazu. m

Veéta 3.2.13. Kazdd redlnd monotonni posloupnost ma limitu. Tato limita je konecénd,

pravé kdyz je dand posloupnost omezend.

Dikaz. Tvrzeni dokazeme pro rostouci posloupnost; dukaz pro klesajici posloupnost je
obdobny. Pro rostouci posloupnost (a,) ukizeme, ze § = sup{a,} je jeji limitou. Roz-
lisime dva piipady: a) 5 € R ab) § = +oc.

a) Necht f € R. Vezméme libovolné ¢ > 0. Z druhé vlastnosti suprema najdeme
ng € N tak, ze f—¢ < a,,. Z monotonie posloupnosti a z 1. vlastnosti suprema dostaneme

pro kazdé n > ng,n € N
f—e<ap, <a,<pB<PB+e¢ — la, — 5] < e.

Celkové mame

(Ve > 0)(Ing)(Vn > no)(la, — B| <€),
coz je symbolicky zapis toho, ze lim a,, = (.
b) Necht 8 = +oo. To je ekvivalentni tvrzeni, ze mnozina {a,} neni omezend shora,
zapsano symbolicky (Vo € R)(Ing € N)(a,, > «). To dohromady s tim, ze (a,) je

rostouci, dava
(Va € R)(Ing € N)(Vn > ng)(a, > ).
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To vSak znamena, ze lim a, = +oc. O

Poznamka. 7Z dukazu véty plyne, ze limitou rostouci posloupnosti je supremum jejiho
oboru hodnot; pro klesajici posloupnost je limitou infimum oboru hodnot. Proto plati:
Kdyz (an)nen je rostouci, pak (Vn € N)(a, < lim a,).
Kdyz (a,)nen je klesajici, pak (Vn € N)(a,, > lim a,,).
Je-li (a,) ryze monotonni posloupnost, plati v predchozich vztazich dokonce ostra nerov-
nost (rozmyslete proc):
Kdyz (an)nen je ostie rostouci, pak (Vn € N)(a,, < lim a,).
Kdyz (an)nen je ostie klesajici, pak (Vn € N)(a, > lim a,).

Priiklad 3.2.14. Posloupnost (Zzzl %)neN je ziejmeé ostte rostouci. Tedy existuje limita
této posloupnosti, kterda muze byt konec¢na nebo +oo. Z véty o vybranych posloupnos-
tech vime, Ze existuje i limita kazdé posloupnosti z ni vybrané a tyto limity jsou stejné.

Studujme vybranou posloupnost (b, )nen, kde b, = Ziil % Pro tuto posloupnost plati

b1 —b; = IS S - > 20 L1
2041 29142 27 + 27 27+ 2
Secteme-li predchozi nerovnosti pro 7 =1,2,3,...,n — 1, dostaneme
— n—1 n
bn=b1+;(bj+1—bj)zb1+ 5 =1+§.

Vidime, ze posloupnost (b,,) neni omezena shora, a tedy jeji limita je +o0.

Odvodili jsme tvrzeni

Tato posloupnost se nazyva posloupnost harmonickych éisel.

Tuto kapitolu zakonc¢ime vétou, ktera ukazuje, jak vypocet limit komplexnich po-
sloupnosti prevést na vypocet limit realnych posloupnosti. Proto v dalsich kapitoldch

vénovanych vypoctu limit se budeme zabyvat pouze redlnymi posloupnostmi.

Veéta 3.2.15. Necht (a,)nen je komplexni posloupnost. Oznacme o, redlnou a B, ima-
gindrni c¢ast a,, tj. o, = Rea, a B8, =Ima,.
1) (ap)nen je konvergentni, pravé kdyz obé posloupnosti (c,)nen @ (Bn)nen jsou konver-
gentni. 'V kladném pripadé plati lim a, = lim o, + ¢ lim f,.
2) lim a,, = oo, prdvé kdyz lim |a,| = +o0.
Diikaz. 1) Piedpokladejme, ze existuje lim a, = a € C, tj.

(Ve > 0)(Ing)(Yn > no)(|la, — a| < €).
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Oznatme o = Rea a = Ima. Vyuzijeme toho, ze pro kazdé komplexni ¢islo A + iB
plati |A +iB| > max{|A|, |B|}. Dostaneme nerovnosti ¢ > |a,, —a| > |, — a| a soucasné
e > la, —a|l > |Bn — B|. Tedy mame (Ve > 0)(Ing)(Yn > no)(|a, — a] < €), coz znadi
lim «,, = a. Ze stejného duvodu pak lim 5, = S.

Pro opac¢nou implikaci predpokladejme, ze lim o, = o € R a lim 8, = g € R. To
symbolicky lze zapsat:

(Vo > 0)(Iny)(Vn > ny)(lay, —al < 9), resp. (Vd > 0)(Ing)(Vn > no)(|B, — B] < 9).

Ted vyuzijeme toho, Ze pro komplexni ¢islo A 4 iB plati |A +iB| < |A| + | B|.
Zvolme libovolné kladné e. Polozme § = £/2. K tomuto 4 nalezneme piislusna ny, resp.

ng. Pro kazdé n > ny = max{n,,ny} dostavame
lan — (a+iB)| = [(an — ) +i(Bn — B)| < |an —a| + |Bn = ]| < I+ =¢.

Shrnuto: (Ve > 0)(3ng)(¥Yn > no)(|a, — (a+iP)| < €), a tedy

lim a, = o+ 16 =lim «a,, + ¢1lim 5,,.

Zapis lim a,, = oo znamend (Vy > 0)(3Ing)(Vn > ng)(|a,| > ). Zapis lim |a,| = +oo je
uplneé stejny. To dokazuje tvrzeni bodu 2) véty. O

3.3 Vypocet limit

Abychom nemuseli vyslovovat véty o limité souctu, soucinu atd. dvou posloupnosti ve vice
variantéch podle toho, zda tyto posloupnosti maji limitu v R nebo v R — R, rozsfiime

nejdiive definici operaci na R.

Definice 3.3.1. Pro a € R definujeme:

a+ (400) = (+00) + a = +o0, je-li @ > —o0
a+ (—o0) = (—00) +a = —o0, je-li a < 400
a.(+o00) = (+00).a = +00, je-lia>0
a.(+o00) = (+0).a = —0, je-lia <0
a.(—o0) = (—o00).a = —o0, je-lia >0
a.(—o0) = (—00).a = +00, je-lia <0
1 _ 1 _ 0
+o0 —00

a

Rozdil definujeme vztahem: a —b = a+(—b), podil vztahem § = a.%, pokud je soucet,
resp. soucin na pravé strané rovnosti defininovan. Klademe pfitom —(+oc) = —o0 a
—(—00) = 400. Déle klademe

| —oo| = |4+ 00| = +o0 a /400 = +oo  pro kazdé k € N.
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Poznamka. Nedefinovany tedy zustaly vyrazy

=+ —
+oo — (£00), 400+ (Foo), 0.(F£o0), i;.o, % pro a € R.
00

Véta 3.3.2. Necht (a,) je redlnd posloupnost. Pak plati:

lim a, =a = lim |a,| = |al,
n——+00 n——+oo

lim a, =0 S lim |a,| =0.
N —+00 n—-+00

Diikaz. Necht lima,, = a € R. Z definice limity dostaneme
(Ve > 0)(Ing)(Vn > ng)(|la, — al < ). (3.1)

Ukazme nejdiive, ze ||z|—|y|| < |x—y]| pro kazdd dvé komplexni éisla z, y. Z trojihelnikové

nerovnosti dostaneme

| =z —y+yl<l|lz—yl+y| = |z[-|yl < |z -y
a podobné

yl=ly—z+2|<|ly—z[+]z] <= lyl — 2| < ly —=|.

Z nerovnosti ¢ < d a —c¢ < d plyne |¢| < d pro libovolnd ¢isla ¢,d € R. Coz pii volbé

c=|x| —l|y| ad=|r—y| uz dava nerovnost ||z| — |y|| < |x — y|.

Vratme se k dukazu véty. Muzeme psat

llan| = lall <an —al
3.1 tedy implikuje tvrzeni
(Ve > 0)(3no) (Yn > no)(||an| — |al| <€), (3.2)
coz je formdlni zépis toho, ze lim|a,| = |a|.

Vsimnéme si, ze v piipadé a = 0 jsou vyroky 3.1 a 3.2 totozné, coz dokazuje druhou

¢ast tvrzeni.

Vratme se ale k dukazu prvniho tvrzeni. Predpokladejme nyni, ze lima,, = —oo0, tj.

(Vo > 0)(Ing)(Yn > ng)(a, < —a) (3.3)
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Vynasobenim nerovnosti a,, < —« ¢islem -1 dostaneme 0 < o < —a,, = |a,|. Proto 3.3

implikuje
(Va > 0)(Ing) (Yn > no)(|an| > ) = lim |a,| = +o0.

Dukaz pro ptipad lima, = +00 je analogicky a nebudeme jej uz diskutovat. O]

Poznamka. Jak jsme uz uvedli, posloupnost ((—1)”) nemd limitu, zatimco posloupnost
absolutnich hodnot této posloupnosti (|(—1)"|) = (1) m4 limitu 1. Tento piiklad ukazuje,

proc v prvni ¢asti predchozi véty nelze obratit implikaci.

Véta 3.3.3. Necht (a,) a (b,) jsou redlné posloupnosti, které maji limitu v R. Oznacme
a=lima, ab=1limb,. Plati

1) lim(an, +b,) = a+0,

2) lim(a, —b,) =a —b,

3) lim(a,.b,) = a.b,

4) lm =g
pokud vijraz na pravé strané md smysl. U tvrzeni 4) navic predpokladame, Ze b, # 0 pro

kazdy index n.

Diikaz. Protoze a, — b, = a, + (—1).b, a = = an.bi ,  staci ukdzat pouze tvrzeni
n mn

1) a 3) a specidln{ tvar tvrzenf 4) lim - = ;.

Tato tvrzeni dokézeme nejdrive pro piipad a,b € R.
Zapsano formalné

(V6 > 0)(3ny)(Yn > ny)(|la, — a|] <9), (3.4)
(V6 > 0)(Inz)(Vn > ng)(|b, — b < 9). (3.5)

V piipadé limity souc¢tu budeme chtit ukazat, ze vzdalenost (a, + b,) od (a + b) je od
jistého indexu ngy poc¢inaje mensi nez dané kladné . Z trojuhelnikové nerovnosti, 3.4 a

3.5 plyne
|(a, +b,) — (a+b)| = |(an, —a) + (b, — b)| < |a, —a|+ |b, —b] <5+ =20

pro kazdé prirozené n spliujici n > n; a soucasné n > no.

Tedy pro libovolné € > 0 nejdiive vezmeme § = /2. Pak z 3.4 a 3.5 nalezneme n,
a ny. Definujeme-li ng = max{ny, ny}, je pro kazdé n > ng splnéno |(a,+b,)—(a+b)| < e.

To ovSem znamend, ze lim(a, + b,) = a + b.

Pro limitu soucinu posloupnosti jesté pripomeneme, ze konecnd limita implikuje omeze-
nost posloupnosti. Proto (3K)(Vn € N)(|b,| < K). Odhadujeme ted vzdalenost a,.b, od
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a.b.
|an.by, — a.b] = |(an, — a)b, +a(b, —b)| < |(an —a)by| + |a(b, —b)| =

= |an—al.|b,|+|al.|bn, —b| < |an—a|. K +]al.|b,—b] < Kd+|alé = (K +]al)d.

Ptedchozi odhad plati opét pro vSechna n > nq, no.

Pro libovolné € > 0 polozime nejdiive 0 = ¢/(K + |a|). Z ¢isel ny a ny ziskanych z 3.4
a 3.5 definujeme ny = max{n, ny}. Pak pro kazdé n > ng je splnéno |(a,.b,) — (a.b)| < ¢,
tj. lim(a,b,) = a.b.

Aby podil ; byl definovén, musi byt b # 0. Proto lim[b,| = [b| > 0. Zvolime-li
interval (|b]/2,3|b|/2) za okoliH ;| bodu |b|, dostaneme z definice limity, ze existuje index

ns takovy, ze pro vSechna n > ng je |b|/2 < |b,|. Odhadnéme vzdalenost 1/b,, od 1/b:

_ba=bl_ 26
][, (B2

1 1] [b—0,
ba bl | bub

Tento odhad plati pro n > ng a soucasné n > no. Nyni pro libovolné kladné e nejdiive
polozime ¢ = |b]?c/2. K tomuto ¢ podle 3.5 najdeme ny a definujeme ny = max{ns, n3}.

1 1 1

Pak pro kazdé n > ng mdme |;- — ;| < &, coz znamend lim bi = z.
n n

b

Ze zbylych moznosti, kdy alespon jedna z limit a, b je 00, se budeme zabyvat pouze
pripadem a € R, b = —oo. (Zbytek dukazu je prenechan ctenéri.) Napisme, co znamena,

ze posloupnost (b,) ma limitu —oo:
(V8 > 0)(3na) (v > n4)(bn < —f). (3.6)

Chceme ted ukdzat, ze lim(a, + b,) = —oo. Pro libovolné kladné a polozme 6 = 1 a

B =a+1+4 |a| a vyuzijme 3.4 a 3.6. Pak pro n > max{n,ns} dostaneme
an+b,<a+d—0F=a+1—a—-1-|a] < —a,

coz znamend, ze posloupnost (a, + b,) mé limitu —oo.
Soucin a.(—oo) je definovan pouze pro piipad a # 0. K libovolnému kladnému «
polozime ¢ = |a|/2 a § = 2a//|a|. Pak pro n > n; mame
a, >a/2proa>0aa, <a/2proa<0.
Vezmeme-li n > max{n,nys} dostaneme
by < an.(—B) < §.(=B) = —la|f/2 = —a pro a >0, resp.
by > an.(—B) > 5.(=B) = |a|3/2 =a proa <O0.
To znamena v pripadé a > 0, ze lima,b, = —oc a v pripadé a < 0, ze lim a,,b, = +o0.
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Na zavér dokdzeme, ze z predpokladu limb, = —oo plyne limi = 0. K libovolnému
e > 0 vezméme [ = 1/e. Podle 3.6 existuje n4 tak, ze pro kazdé n > ny plati

1 1
b, < - — b,<0a ——<- —

by

1
< ==€.

by

To uz dokazuje, ze lim i = 0. O]

Poznamka. Vyraz % neni definovan. Ptesto lze zkoumanim znamének v posloupnosti

(b,) rozhodnout o lim é, i kdyz limb, = 0. Zde samoziejmé uvazujeme b, # 0 pro
vSechna n € N.

Kdyz vsechny ¢leny posloupnosti b, jsou kladné, pak z nerovnosti |b,| < € plyne, ze
1 1

L ‘b—’ > 1 Tedy viraz  je od jistého indexu vétsi nez libovolné kladné cislo, coz

znamena, ze lim i = +400.

V piipadé, ze vSechny cleny b, jsou zaporné, vyuzijeme piedchoziho tvrzeni pro klad-
nou posloupnost (—b,) a dostaneme lim ;- = lim (=1)=- = (=1).(+00) = —o0.

Protoze vynechéani koneéné mnoha ¢lent posloupnosti nezmeéni jeji limitu, staci v
predchozich ivahach predpokladat, ze posloupnost (b,,) je kladn4, resp. zdporna od jistého
ng pocinaje.

Zustava tedy rozebrat pripad, kdy nekoneéné mnoho ¢lent posloupnosti (b,,) je klad-
nych a nekoneéné mnoho ¢clenu zapornych. To umoznuje vybrat z (b,) posloupnost (by, )
kladnych ¢lenu a posloupnost (by,, ) zdpornych ¢clenu. Protoze se jedna o vybrané posloup-

nosti, plati limb,, = 0 a lim b, = 0. Pouzitim predchozich Gvah dostaneme

.1 o1
lim— =400 a lim— = —00.

bkzn bhn
To ale znamend, ze lim bi neexistuje.
n

Véta 3.3.4. Necht (a,,) je redlnd posloupnost s nezdpornymi ¢leny a necht k € N je pevné

dané cislo. Pak plati
lim a, =a € R — lim ¥a, = Va.

Dikaz. Jelikoz posloupnost ma nezaporné cleny, je jeji limita nezdporna (rozmyslete si

proc¢). Uvazujme nejdiive piipad a € R. Zapisme to symbolicky:
(V6 > 0)(3n1)(Yn > ny)(|a, — al < 9). (3.7)
Budeme chtit ukézat, ze i vzddlenost /a,, od /a lze udélat libovolné malou.

1) Necht a € (0, +00).
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Pro nasledujici dpravy jsme pouzili vzorec
A¥ — B = (A— B)(A* ' 4+ A" 2B 4 ... 4 AB*? 4 BF 1),

kde jako A jsme vzali {/a, a jako B jsme vzali /a. Odhadujme

la, — al la,, — al 4]
|\/]c ap — \k/a = E—1 k=2 1 - i S nkfl < T

(an)T—|—(an)TaE+...+(an)%a% +a® a k a k

. . ) .. k-1 . . , .
Pro libovolné kladné € polozime 6 = ca™* a z 3.7 dostaneme existenci takového nq, ze
pro kazdé n > ny plati | ¢/a, — a| < e, coz znamend, ze lim ¥/a,, = a.

2) Necht a = 0.
Protoze |a,| < ¢ implikuje |{¢/a,| < V0, staéi ke kladnému ¢ polozit § = € a aplikovat
3.7, abychom dostali lim #a,, = 0.

Zbyvéa dokézat, ze v pripadé nekoneéné limity posloupnosti (a,) mé i posloupnost
k-tych odmocnin limitu 4-00. Necht tedy a = +o00.
Zapsano symbolicky
(VB > 0)(3ng)(VYn > ny)(a, > 5) . (3.8)

7Z nerovnosti a, > S plyne a, > /B. Kdyz pro libovolné kladné a polozime 8 = o,
dostaneme z 3.8 existenci n; takového, ze ¥a, > « pro kazdé n > ny, coz znamena

lim #a, = +oo. O

Vztahy nerovnosti mezi ¢leny dvou posloupnosti se prenaseji i na vztah mezi limitami
a obracené. To nam umozni odvodit dalsi uzitecné véty pro vypocet limity, tzv. sendvicové

vety.

Véta 3.3.5. Necht redlné posloupnosti (a,) a (b,) magji limity v R. Plati
lim a, < lim b, = (Fno)(Yn > ng,n € N)(a,, <b,).

Diikaz. Oznaéme a = lima, a b = limb,,. Z vlastnosti okoli uz vime, ze ze vztahu a # b

plyne existence disjunktnich okoli HY a HISO). Protoze navic je a < b, dostaneme
) EH) (Ve € HP)(Vy € H))(@ < y). (3.9)
Z definice limity najdeme k okoli HYO &islo ny takové, ze pro kazdé n > n; je a, € qo

a podobné k okoli H” najdeme ny tak, ze pro kazdé n > ny je b, € H". Stacf nyni

zvolit ng = max{ni,ns} a dostaneme z 3.9 uz tvrzeni véty. O
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Poznamka. Uvazujme posloupnosti (%) a (%) I kdyz pro kazdé n € N je % < %, ostra
nerovnost neplati mezi limitami téchto posloupnosti. Proto predchozi vétu nelze vyslovit

jako ekvivalenci. Obracenou implikaci vSak 1ze vyslovit pro neostrou nerovnost.

Véta 3.3.6. Necht (a,) a (b,) jsou redlné posloupnosti magici limitu v R . Plati
(In1)(VYn > ny,n € N)(a, < by) = lima,, < limb,.

Dikaz. (sporem) Necht pro kazdé n > ny plati a, < b, a necht lima, > limb,. Pak
z predchozi véty od jistého indexu ng pocinaje je a, > b,. Tedy pro n > max{ni,ng} méa
platit a,, > b, a a, <b, — spor. O
Véta 3.3.7. (véta o limité seviené posloupnosti) Necht (a,), (b,) a (¢,) jsou redlné
posloupnosti, pro které plati:

1) (Ing)(Vn > ng,n € N)(a, < b, <c);

2)  posloupnosti (a,) a (¢,) maji stejnou limitu a € R.

Pak existuje limita posloupnosti (by,) a plati limb,, = a.

Dikaz. 7 definice limity dostaneme
(Ve > 0)(3n1)(Vn>n)(a—e <a, <a+e), (3.10)

(Ve > 0)(Tng)(Vn > ng)(a—e < ¢, < a+e). (3.11)

Vyuzijme nerovnost z predpokladu 1) a nerovnosti v 3.10 a 3.11. Pro n > ng,ny,ne
dostaneme

a—e<a,<b,<c,<a+e.

K libovolnému ¢ > 0 tedy lze najit n3 = max{ng, n1,ns} tak, ze pro kazdé n > ns je
a—e<b,<a-+e — b, —al < e .

To vsak znamenad, ze limb,, = a. O

Véta 3.3.8. Necht pro éleny redlngch posloupnosti (ay,) a (b,) plati a, < b, pro kazdé
n € N od jistého ng poc¢inaje. Pak
1) lima, = 400 - limb,, = +o0

2) limb, = —c0 == lima, = —oc0 .

Diikaz. Nechf lim a,, = 4+00; symbolicky (Va > 0)(3ny)(¥n > ny)(a, > «). Z predpokladu
véty dostaneme, Ze pro n > max{ng, n; } plati také b, > «, coz znamen4, ze lim b, = +oc.

Dukaz druhé ¢asti tvrzeni je analogicky. m

Ted v nékolika piikladech aplikujeme dokazané véty na vypocet dulezitych limit po-

sloupnosti.
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Priklad 3.3.9. Plati
lim /n = 1.

Abychom to dokazali, uvazujme posloupnost (h,,) definovanou vztahem
hy, = /n — 1.

Ziejmé h, > 0 pro kazdé n € N. Z binomické véty dostaneme pro n > 2

n n n n
=(1+4+h,)"=1 h,, h? 4+ ... h" 1 h?
n=(1+hy,) +<1) +<2> ‘4 +(n)"> +<2> .,

a tedy
n(n—1
o150 e
2
Po vydéleni nerovnosti ¢islem @ a odmocnénim (to lze provést, protoze h, > 0)

dostaneme

\/gzhnzo.
n

Jelikoz limity posloupnosti svirajicich posloupnost (h,,) zdola i shora jsou rovny stejnému

¢islu 0, je podle véty o limité seviené posloupnosti
limh, =0 = lim {/n = lim(1 + h,) = 1.
Priiklad 3.3.10. Pro kazdé a € R,a > 0, je
lim a=1.
Uvazujme nejdrive a > 1. Pak pro kazdé n > a plati
1< Va< n.

Opét posloupnosti (1) a ({/n) svirajici nasi posloupnost zdola, resp. shora maji stejnou
limitu 1, a proto z véty o limité seviené posloupnosti je i lim {/a = 1.

Kdyz 0 < a < 1, pak % > 1 a z ptredchoziho plyne, ze lim % =1, coz dava

1
lim /a = lim =1.
nfl
Priklad 3.3.11. Plati
lim vVn! = +o0.
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Nejdiive si uvédomime z tvaru paraboly f(z) =z(n+1—x), ze
kn+1—k)=f(k) > f(1)=n pro kazdé k=1,2... n.

To ndm umozni odhadnout

(n!)? = (ﬁkz) : <ﬁ(n+1—k‘)> :ﬁk(n—l—l—kz) >n".

k=1 k=1

2n-t4 odmocnina z této nerovnosti dava
Vnl > /n.

Protoze lim \/n = +o0, je podle véty 3.3.8 i limita posloupnosti /n! rovna 4.

Piiklad 3.3.12. Necht a € R. Pak pro limitu realné posloupnosti (a™) plati:

0 pro |a| <1
i n 1 pro a=1
lim a" =

400 pro a>1

neexistuje pro a < —1.

Kdyz a = 0 nebo a = 1, jedna se o konstantni posloupnost a o konstantnich posloup-
nostech jsme uz ukazali, ze jejich limita je rovna dané konstanté. Pro a = —1 dostaneme
posloupnost ((—1)"), o které jsme ukazali, ze nema limitu. Budeme proto diskutovat

jenom piipad a # 0, +1.

1) Necht 0 < |a| < 1.
Plat{ |a"™!| = |a"|.|a| < |a"|, tj. posloupnost (|a"|) je klesajici. Navic je to posloupnost
omezend, protoze pro jeji ¢leny plati 0 < |a"| < |a|. Z véty o limité monotonni posloup-
nosti dostaneme, ze existuje kone¢nd limita [ = lim|a"| € R. Posloupnost (|a”“|) je
vybrana z posloupnosti (|a”|), a proto ma stejnou limitu. Celkové
[ =lim |a"™!| = lim |a|.|a”| = |a|.lim |a"| = |a|.l .
Vyuzili jsme zde vétu o limité souc¢inu dvou posloupnosti, konkrétné konstantni posloup-
nosti (|a|) a posloupnosti (]a"|). Rovnost I = |a|.l < (1 — |a|).l = 0 implikuje [ = 0, t;.
lim |a™| = 0. Z véty o limité posloupnosti absolutnich hodnot plyne, ze i lima"™ = 0, coz

jsme meéli ukéazat.

2) Necht a > 1.

Ted (a™) je rostouci posloupnost, zdola omezend napf. ¢islem a > 1. Existuje tedy
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lima™ = [. 7Z véty o nerovnostech mezi limitami musi byt limita [ > a. Opét plati

[ = lima™"! = a.lima™ = a.l. Rovnost | = a.l je pro | > a > 1 splnéna pouze tak, 7e

[ =lima"™ = +o0.

3) Necht a < —1.
Vybranou posloupnost (a?") lze piepsat jako ((a?)"), kde ted a* > 1 a podle bodu 2)
dikazu je lim a®" = +o0.

Spocitejme limitu jiné vybrané posloupnosti (aQ"H).

2n+1

lima = alim a®" = a.(+00) = —o0.

Nasli jsme tedy dvé posloupnosti vybrané z posloupnosti (a™), a tyto posloupnosti maji

ruzné limity. To implikuje, ze lim a™ neexistuje.

Nez se pustime do dalsiho prikladu, odvodime pomocné tvrzeni o limité soucinu dvou

posloupnosti (a,,) a (by,).

Lemma 3.3.13. Necht (a,,) a (by,) jsou realné posloupnosti, lima, = 0 a necht posloup-

nost (by,) je omezend. Pak lim(a,b,) = 0.

Dikaz. Omezenost (b,) znamend, ze (3K > 0)(Vn € N)(|b,| < K). Proto pro kazdé
n € N plati
0 < |anb,| < |a,|K.

Vyuzijeme vétu, ze lima,, = 0, pravé kdyz lim |a,| = 0. Limita levé strany nerovnosti je
0. Spocitejme limitu pravé strany nerovnosti. Dostavame

lim |a,|K = K lim|a,| = K.0 = 0.
Z véty o limité seviené posloupnosti plyne lim |a,b,| = 0 a z véty o limité absolutni
hodnoty zase lim a,b, = 0. O

Poznamka. Vsimnéme si, ze kdyz lim a,, = 0, umoznuje nam predchozi lemma vypocitat
limitu sou¢inu (a,b,) i v pripadech, kdy lim b,, neexistuje. Od posloupnosti (b,) je poza-

dovana pouze omezenost.

Piiklad 3.3.14. Necht a € C. Pak pro limitu komplexni posloupnosti (a™) plati:

0 pro |a| <1
) n 1 pro a=1
lim a" =

00 pro |a] >1

neexistuje pro |a| =1,a # 1.
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Vyuzijeme toho, ze kazdé komplexni ¢islo a lze zapsat v tzv. goniometrickém tvaru jako

a = |a|(cos ¢ +isin ¢), kde tdhel ¢ € (0, 27), a rovnéz vyuzijeme platnosti Moivreovy véty
a" = |a|" (cos(ng) + isin(ng)).

1) Necht |a| < 1.

Protoze lim |a|” = 0 a posloupnosti (cos(ng)) a (sin(ng)) jsou omezené, plyne z lemmatu
lim Re (a") = lim |a|" cos(ng) =0 a lim Im (a") = lim |a|" sin(ng) = 0.

Pro komplexni posloupnost plati véta, ze lima,, = lim Re a,, + ¢lim Im a,,, pokud limity

napravo jsou konec¢né. Mame tedy piimo, ze lima™ = 0.

2) Necht |a| > 1.
Pripomenme, ze pro komplexni posloupnosti plati (viz véta 3.2.15): lima, = co <=
lim |a,| = +o0.

Jelikoz lim |a™| = lim |a|™ = 400, mdme dokazano, ze lim a™ = oco.

3) Necht |a| =1, tj. a = cos ¢ + i sin ¢.
Kdyby existovala [ = lim a", pak [l| = lim |a"| = lim 1 = 1. Navic by pro limitu [ muselo
platit

+1

[=limad""™" =a.lima"™ = a.l.

Protoze [ € C,l # 0, musi byt a = 1. Odvodili jsme, ze pro |a| = 1 existuje lim a™ pouze

v pripadé, kdy a = 1.

Piiklad 3.3.15. Necht ¢ € (0,7) U (7, 2m).

Posloupnost (cos(n@)) ani posloupnost (sin(n¢)) nema limitu.

Predpoklad ¢ € (0,7) U (7, 27) zarucuje, ze komplexni ¢islo a = cos ¢ + isin ¢ # +1.
Z predchoziho pitkladu uz vime, ze neexistuje limita posloupnosti a™ = cos(n¢)+i sin(ng).
To znamend, Ze neexistuje alespon jedna z limit lim cos(n¢) a lim sin(ng).

Predpokladejme, ze by lim cos(n¢) existovala a byla rovna [. Protoze posloupnost
(Cos(n¢)) je omezend, musela by byt limita [ € R. Z véty o limité vybrané posloupnosti
by také muselo platit, ze lim cos((n + 1)¢) = [. Ze souctového vzorce pro funkei kosinus
cos((n + 1)¢) = cos(ne) cos ¢ — sin(ng) sin ¢ vsak dostaneme

sin(ng) =

1¢ <cos(ngb) cos ¢ — cos((n + 1)¢)>

sin

Z existence lim cos(n¢) by tedy plynula i existence limsin(n¢) - a to je spor.

Ke sporu analogicky dovede i predpoklad existence limity posloupnosti (sin(n(b)).
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Dalsi priklad jsme zaradili mezi ”dulezité priklady”spise z duvodu dulezitosti pouzité
metody nez z duvodu samotného vysledku. Ukazujeme, jak si poc¢inat pii vypoctu limit

rekurentné zadanych posloupnosti.

Piiklad 3.3.16. Uvazujme posloupnost (a,) definovanou predpisem
ay=1 a auy1 =+Va,+2 prokazdén e N.

Ze zadani je jasné, ze (a,) je kladna posloupnost. Kdybychom védeéli, ze limita a posloup-
nosti existuje, vypocitali bychom ji ze vztahu a = /2 + a, ktery ma v R dveé fesent, a to
a =2 aa = +o0o. Zkoumani omezenosti, resp. neomezenosti by nam napovédélo, které
z TeSeni vybrat jako vysledek.

Jednim z ”vynucovacich” prostfedki pro existenci limity je monotonie posloupnosti.

Zkusme ovérit, ze posloupnost (a,) je rostouci, tj.
ap < lpp1 =Va, +2 = a2 <a,+2 <= 0<(2-a,)(a,+l) <= a, <2

Pro ptfedchozi ekvivalence jsme vyuzili toho, ze a, > 0.

Zkusme ukazat indukci, ze
a, <2 prokazdé n € N.

Pro n = 1 to plyne ze zadani. Z indukéniho predpokladu a,, < 2 a z rekurence mame
Ap1 = \/an+2 < \/2+2:2
Shrneme: Ukdzali jsme, ze posloupnost (a,) je omezend shora zavorou 2. To implikuje,

ze (ay) je rostouct, a tedy existenci limity, kterd nemuze byt +oo. Proto

lim a, = 2.

3.4 Eulerovo cislo e

Definujme dvé redlné posloupnosti (a,)nen a (bp)nen predpisy

1 n 1 n+1
an:(l—i——) a bn:(1+—) .
n n

O téchto posloupnostech dokazeme nékolik tvrzeni:

1. (an)nen je ostte rostouct:

n n n k—1 .
1 n\ 1 1 J
n=114+— — = —II 1—-=) <
“ (+n> (k)nk k! ( n)
k=0 k=0 =0



n+1 1k—1 ]
< —TT1(1- = Gy
k! ( n—l—l) (i1

k=0 = j=0

Nerovnost plyne z toho, Ze jsme zvétsili kazdy ¢len soucinu 1 — < na 1 — n+r1 a navic

v sumé mame o jeden kladny scitanec vic.

Posloupnost (a,) mé tedy limitu.

2. (bn)nen je ostie klesajici:

1 \"" 1\ n+1 (n+1)2\""
<1+ -— <~ < <~
n+1 n n n(n+ 2)

o1t o (1e— L V"1 "2 4k cleny binomické formul
— _— = _— alsl clen 1NoMmickKe rormuile.
n(n +2) n(n + 2) '

bpi1 < b, & (1+

n

Protoze vSechny ”dalsi ¢leny”jsou kladna c¢isla, nerovnost plati.

Existuje tedy limita posloupnosti (b,,).

3. Protoze a; < a,, < b, < by pro kazdé n pfirozené, jsou obé posloupnosti omezené a
jejich limity jsou konecné. Navic plati b, = a, (1 + %), coz implikuje, ze posloup-
nosti (a,) a (b,) maji stejnou limitu. Spole¢nou limitu oznacujeme e a nazyvame

Eulerovo ¢islo. Symbolicky

1 n 1 n+1
lim (1 + —) = lim (1 + —) =e.
n n

4. 7 typu monotonie posloupnosti (a,) a (b,) dostaneme
1 n 1 n+1
(1 + —) < e < (1 + —) pro kazdé n € N.
n n
To ndm umozni urcit pribliznou hodnotu e: pro n = 1 dostaneme 2 < e < 4, pro

n = 2 dostaneme 2.25 < e < 3.375, atd. Vzdalenost dolniho a horniho odhadu ¢isla e je

Z druhé strany

n e 2
b, —a,=11-— b, > > i
¢ ( n+1> n+1l n+1l

Tedy ani po vypoctu ajgeo a biggo nevime, jak vypada tfeti misto za desetinnou ¢arkou
v Eulerové cisle e. Pro efektivni urceni cisla e s dostatecnou presnosti 1épe poslouzi

posloupnost (¢,) definovand predpisem



Uvedme dulezité vlastnosti (c,) :

1. Posloupnost (c,) je ostie rostouci.

2. Pro kazdé n € N;n > 1, plati a,, < ¢,, protoze

3. Pro kazdé m € N je ¢,,, < e.
Pro diikaz tohoto tvrzeni zafixujme m € N a vezméme libovolné n € N;n > m.
Plati

Nalevo i napravo mame dvé posloupnosti s proménnym indexem n, obé tyto po-
sloupnosti maji limitu. Pficemz limita levé posloupnosti (a,) je e, limita napravo
je >, % = ¢,. Z véty o nerovnostech mezi limitami dostaneme e > ¢,,, a to pro
libovolné m € N, které jsme fixovali. Protoze posloupnost (c¢,) je ostie rostouci,
nemuze se stat, aby c¢,,, = e, protoze pak c,,+1 > e, a to by byl spor s prave

dokazanym tvrzenim.

Z vlastnosti 2) a 3) posloupnosti (¢,) vime, ze a, < ¢, < e pro kazdé n € N;n > 1.

Z véty o limité seviené posloupnosti pak plyne

Nyni ukdzeme, ze posloupnost (¢,) konverguje k ¢islu e mnohem rychleji, nez posloup-
nosti (a,) a (by).

Lemma 3.4.1. Pro kazdé m € N plati

Tl 1
G_ZH = m.m!’
k=0

Dukaz. Opét fixujeme m € N, vezmeme libovolné n > m,n € N a odhadujeme

t e Ak m \m el e+ (m+2) T (mA L) (m+2).n

m!

1( 1 1 1 )_1 1 1-(G)"" 1

m+1+(m—|—1)2+ +(m—}—l)”*m m!'m+1 1--1- m.m)!

m+1
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Kdyz pro fixované m spocitame limitu pravé a levé strany nerovnosti pro n — 400,

dostaneme tvrzeni lemmatu. O

Naptiklad pro n = 6 je rozdil e — cg mensi nez ﬁ < 0.00024. Tedy hodnoty

cg = 2, 71805 a ¢isla e zaokrouhleny na 3 desetinnd mista se shoduji.

Véta 3.4.2. Cislo e je iraciondind.

Diikaz. (sporem) Necht e = § € Q. Protoze 2 < e = § < 3, je jmenovatel ¢ > 2.

7 predchoziho lemmatu dostaneme

o< vyl oL
q¢ = k! q.q
Vynasobenim celé nerovnosti ¢islem ¢! dostaneme
q q' 1
O<p.(q—1)!—§ﬁ < 7

pricemz prostiedni vyraz je celé ¢islo, které ma byt kladné a soucasné mensi nebo rovno

% < %, to je spor. ]

Poznamka. Protoze ¢islo e je iraciondlni, tvrzeni lemmatu 3.4.1 lze zesilit na ostrou

1

nerovnost € — ¢, < ——.
m.m.

3.5 Limes superior a limes inferior realné posloup-

nosti

Definice 3.5.1. Bod a € R nazveme hromadnou hodnotou posloupnosti (a,), kdyz

existuje posloupnost (ag,) vybrand z (a,), pro niz a = lim ay, .

Poznamka. Kdyz posloupnost (a,) ma limitu, pak jeji jedinou hromadnou hodnotou je

hodnota limity.

Priklad 3.5.2. 1) Posloupnost ((—1)") méd dvé hromadné hodnoty, a to 1 a —1.
2) Posloupnost 1,1,2,1,2,3,1,2,3,4,1,2,3,4,5,... md nekonetné mnoho hromadnych
hodnot, a to NU {+o00}.

Priklad 3.5.3. Ukéazeme, ze mnozina hromadnych hodnot posloupnosti

a'n:\/__[\/ﬁ]
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je cely interval (0, 1), tedy nespocetnd mnozina. Pro o € (0,1) uvazujme ostie rostouci
posloupnost ptirozenych ¢isel
ky = n® + 2[an] .
Jelikoz
n? <n?42an] <n’+2n+1=(n+1)>2,

je [VEn] = n.

Dostaneme

Vo — V] = /2 2lan] - n = ——2o0

n?+ 2an] +n

Vyuzijeme toho, ze pro celou ¢ast [x] plati z — 1 < [z] < 2 a odhadneme

2(an —1) 2(an —1) < 2[an] < 2an
— =a.
2n +1 vni+2n+14+n = /n?2+2lanl+n  Vn?+n

2(an—1)
2n+1

stejnou limitou, a tedy podle véty 3.3.7 je limay, = a.

Jelikoz lim

= a, sevteli jsme posloupnost 'k, — [v/k,] mezi dvé posloupnosti se

Veéta 3.5.4. Kazda posloupnost ma hromadnou hodnotu. Pritom plati: mnoZina vsech
hromadnych hodnot dané posloupnosti md nejvétsi a nejmensi prvek. (Nejvétsim, resp.

nejmensim prokem mize byt i £00).

Diikaz. 1) Nejdiive predpokladejme, ze posloupnost (a,) neni omezend shora, tj.
(VM)(3In € N)(a, > M). (3.12)

Kdyz polozime M = 1, najdeme k; € N tak, aby platilo ay, > 1. Pak zvolime M =
max{2, ay, as, ..., a } a opét podle 3.12 nalezneme ks tak, ze ay, > M > 2. Z toho, jak
jsme volili M, ted plyne, ze ky > ky. Dalsi M polozime M = max{3,a,as,...,ax,} a
najdeme ks > ko atd. Celkové dostaneme ostie rostouci posloupnost prirozenych cisel
(kn) takovou, ze ag, > n. To ale podle véty 3.3.8 znamend, ze lim ag, = +oo. Tedy +oo

je hromadnd hodnota posloupnosti (a,,); ziejmé je to nejvétsi hromadnd hodnota.

IT) Necht posloupnost (a,) je omezena shora. Pak sup{a|k € N} < 400 a ma smysl

definovat redlnou posloupnost (f3,,) predpisem

Bn = sup{an, Gni1, Gnyo, - ..} = sup{ag|k > n}.

Jelikoz mnozina {a, 1, ani2, Gnis, ...} je podmnozinou mnoziny {a,, ani1, Gnia, ...}, je
Bnt1 < By pro kazdé n prirozené. Tedy posloupnost (/3,,) je klesajici a tudiz m4 limitu,

ozna¢me [ = lim (3,,. Limita klesajici posloupnosti muze nabyvat pouze realnych hodnot
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nebo —oo. Rozlisime dva piipady.

IT a) Necht f = —oo. Pak z definice limity plyne
(Vo > 0)(Ing)(Yn > no)(Bn < —a).

Z prvni vlastnosti suprema pro (3, dostaneme (Vk > n)(ar < f3,). To dohromady im-
plikuje
(Voo > 0)(Ing) (Vn > ng)(a, < —a) = lima, = —c0.

Z poznamky za definici hromadné hodnoty plyne, ze mnozina hromadnych hodnot ma
jediny prvek —oo, a ten je tedy i jejim nejvétsim prvkem.
IT b) Necht § € R. Z definice limity dostaneme

(Ve > 0)(Ing)(Yn > no)(f—e < Bn < B+e). (3.13)
Z druhé vlastnosti suprema pro kazdé (3, mame (Ik > n)(8 — e < a, < f3,,). Celkové
(Ve > 0)(3no)(Vn > ne)(Fk >n)(f—ec < ar < f+¢) (3.14)

Kdyz v 3.14 vezmeme ¢ = 1, najdeme ny a k nému muzeme vzit libovolné n > ny.
Pak existuje k; tak, ze 6 — 1 < ay, <+ 1.
1

Kdyz aplikujeme 3.14 na € = 3, nalezneme opét néjaké ng, k nému pak zvolime

n > max{ng, k1} a najdeme ky > n > k; takové, ze 8 —% < ag, < B+ % Takto
postupujeme pro dalsi € = %, n = 3,4,.... Dostaneme tak ostfe rostouci posloupnost

ptirozenych cisel (k,) s vlastnosti

1 1
g——<a <P+ —.
n n

Z véty o limité seviené posloupnosti uz plyne, ze lim ay, = 3.

Ukézali jsme tedy, ze ( je hromadnou hodnotou posloupnosti (a,). Jesté ukdzeme
sporem, ze je to nejvétsi hromadnd hodnota. Pro spor predpokladejme, ze néjaké v > 3
je také hromadnou hodnotou posloupnosti (a,). Zajisté nalezneme kladné e tak, aby
b < B+e<~.7Z 3.13 plyne, Ze od jistého ng pocinaje je 5, < 5+ ¢, a z prvni vlastnosti
suprema vztazené k (8, pak a, < 8, < f + ¢. Tedy existuje pouze koneéné mnoho ¢lent
posloupnosti (a,) lezicich v intervalu (8 + €, +00), kam patii i 7. Takové v nemuze byt
limitou zadné posloupnosti vybrané z (a,) - spor.

Podobné 1ze dokazat i existenci nejmensi hromadné hodnoty. O

Ptedchozi véta nés opraviuje zavést nasledujici pojmy.
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Definice 3.5.5. Nejvétsi hromadnou hodnotu posloupnosti (a,) nazyvame limes su-
perior posloupnosti (a,) a znacime limsup a,, nebo také lim a,,.
Nejmensi hromadnou hodnotu posloupnosti (a,,) nazyviame limes inferior posloupnosti

(@) a zna¢ime liminf a,, nebo také lim a,,.

Z definice a dukazu predchozi véty plyne hned nékolik zakladnich vlastnosti limsup a,,

a liminf a,, (dukazy jsou prenechdny ¢tendii):

1. limsup a,, a liminf a,, existuji na rozdil od limity pro kazdou redlnou posloupnost
(an).

2. Pro kazdou posloupnost (ag,) vybranou z (a,) plati

liminf a,, < liminf ay, < limsup ak, < limsup a,,.

3. limsup a,, = +00 & (@) neni omezena shora.
liminf a,, = —o0 & (a,,) neni omezend zdola.
4. limsupa, = —00 & lima,, = —o0.
liminf a,, = +o00 & lima, = +o0.

5. Hodnotu limes superior posloupnosti (a,) 1ze charakterizovat takto:
S = limsup a,, = 1) (V8 eR, [ > B)(Ing)(Vn > ng,n € N)(a, < ')
2) (V8" €R,B" < B)(Foon)(an > B").
6. Hodnotu limes inferior posloupnosti (a,) lze charakterizovat takto:
a = liminf a, & 1) (Vo' € R,a < «)(3ng)(¥Yn > ng,n € N)(a, > o)
2) (Va" e R, a" > a)(Foon)(a, < o).
Véta 3.5.6. Pro kazdou redlnou posloupnost (a,) plati:
lima,, existuje <— limsup a,, = liminf a,,.

V pripade, Ze lima,, existuje, je lim a,, = limsup a,, = lim inf a,,.

Diikaz. Implikace (=) je zfejma. Dokazujeme proto (<). Rozlisime 2 piipady:

1) Necht limsup a,, = liminf a,, = a, kde a = +00 nebo a = —oc.

Bod 4) z vyctu zakladnich vlastnosti limsup a liminf implikuje, ze lim a,, existuje a je a.
2) Necht limsup a,, = liminf a,, = a € R.

Pro kladné € polozime do charakteristiky limsup, jak je uvedend v bodé 5), za ' ¢islo
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a + ¢ > a. To implikuje existenci n; takového, ze pro kazdé n > n; je a, < a + ¢.
Vyuzijeme také charakteristiku liminf v bodé 6). Za o/ < a vezmeme o = a — e. Existuje
ny tak, ze pro kazdé n > nsy je a, > a — . Kdyz nyni definujeme ny = max{ni,ns},

dostaneme:
(Ve > 0)(Tng)(Vn >ng)la—e<a, <a+e) <& lima,=a

a to jsme chtéli dokézat. O

Vypocitat limes superior nebo limes inferior muze byt velmi slozité. V nékterych piipadech

pomuze nasledujici véta.

Véta 3.5.7. Necht posloupnosti (akg)), (akg)), e (akg»)) vybrané z posloupnosti (ay,)
splriugi:

i) pro kazdé j € {1,2,....r} existuje lima, ;) = al)

i) (kYU P UL U Y = N
Pak limes superior posloupnosti (a,) je nejvétsi a limes inferior nejmensi z hodnot a®,
a®, ... a".

Diikaz. Bez ijmy na obecnosti muzeme predpokladat, ze a® >a@ > > a" Chceme
ukézat, ze a!) je limes superior posloupnosti (a,), tj. Ze je to nejvétsi hromadné hodnota.
7 definice hromadné hodnoty je ziejmé, ze a!) je hromadnou hodnotou. Potfebujeme tedy
ukdzat, ze zadné jiné v > a® nenf hromadnou hodnotou. Pokud je a(!) = 400, nenf co
dokazovat. Piedpokladejme proto, ze a') < +oo a uvazujme v > a!). Vezméme X tak,

aby aV) < X\ < 5. Protoze lima, ;) = a¥ < a < X, dostaneme z definice limity pro

kazdé j = 1,2,...,r existenci n; € N tak, ze
(Vn > nj)(ak;j) < \). (3.15)
Polozme ny = max{kgl),k,%), o ,kﬁf;)}. Uvazujme libovolné piirozené n > ng. Podle

predpokladu ii) véty k tomuto n nalezneme j € {1,2,...,7} a i € N tak, ze n = kl(j).
Jelikoz posloupnost indexu (kﬁf )) je ostfe rostouci, dostaneme z nerovnosti k:gj ) =n >
ng > /{:7%), ze © > n;. To podle 3.15 znamena, Ze y.5) < A, tedy a,, = ay.5) < A. Celkove
mame

(Ing)(Yn € Nyn > ng)(a, < A).

To znamend, Ze napravo od ¢isla A (kde lez i ) padne pouze konetné mnoho ¢lenu
posloupnosti (a,). To vylucuje, aby v bylo hromadnou hodnotou posloupnosti (a,).

Obdobné se dokaze, ze a™) je limes inferior posloupnosti (a,). ]

Piiklad 3.5.8. Urceme limsup a liminf posloupnosti (a,,) = (2” Sin%).
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Uvazujme tii vybrané posloupnosti (as,), (@4n—1), (@4n—3). Dostaneme
limas, =1im2° =1, limag_1 = lim2 4" =0, limas,_3 = lim 2*" 73 = +c0.

Protoze je {2n|n € N} U {4n — 1|n € N} U {4n — 3|n € N} = N, podle ptredchozi véty

plati limsup a,, = +00 a liminf a,, = 0.

Dusledek 3.5.9. Necht pro posloupnosti (ak;l)), ((Zkg)), . (akP) vybrané z posloupnosti
(an) plati:

i) (3a € R)(Vj € {1,2,... ,T})(limakgg-) =a);

i) (YUY UL U R = N

Pak existuje limita posloupnosti (a,) a plati lima, = a.

Zavedeni pojmu limes superior a limes inferior nam umozni dokazat Stolzovu vétu
pro vypocet limity posloupnosti. Pro ¢tenate, jenz se uz setkal s limitou funkce, pozname-
nejme, ze Stolzova véta je obdobou ’'Hospitalova pravidla, které je dulezitou pomuckou

pro vypocet limity funkce.

Véta 3.5.10. (Stolzova) Necht (a,) a (b,) jsou redlné posloupnosti splriujici:

i) (bn) je ostre rostouct posloupnost nenulovych cisel takovd, Ze lim b, = +o0;

N anii—an
i1) ezistuje lim T
Pak existuje lim $* a plati
n
. Qanp, IRT Qpy1 — Ap
lim — = lim

bn bn+1 - bn ‘

Dukaz. Véta bude plynout z obecnéjsiho tvrzeni, které dokazeme:

. a —a L . a . a —a
liminf -4t 7" < liminf — < limsup — < limsup ol Tn
n+1l — bn bn bn bn+1 - bn
Prostiedni nerovnost je samoziejmym dusledkem definice liminf a limsup. Sporem doka-
zeme posledni nerovnost.

Necht plat{ limsup $* > limsup Z"i—:;:. Zvolme v € R tak, aby

Qn

bn

Qpy1 — Ap

limsup — > v > limsup (3.16)

bn—l—l - bn '
Protoze limes superior posloupnosti je hromadnéa hodnota, je pro néjakou ostie rostouci

posloupnost indexu (k)
akn

limsup Z—n = lim 2
n kn

Z prvni vlastnosti limes superior vime, ze

(Ino € N)(Vk > ng, k € N) (w < ’y) :
bry1 — b
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Protoze (b,,) je ostfe rostouci posloupnost, jmenovatel by — by je kladny a po vynasobeni

dostaneme nerovnost ag1 — ar < Y(bgy1 — bg)-

NapisSme tuto nerovnost pro k =ng+ 1,n9+2,n9+3,...,k, — 1, kde n > ng, a sectéme:
kn—1 kn—1
Uy = ng1 = > (agir—ax) <7 Y (beyr — b)) = (b, — bugt) - (3.17)
k=no+1 k=no+1

Jelikoz lim b,, = 400, jsou cleny posloupnosti (b,) od jistého n; kladné. Vydélenim ne-

rovnosti 3.17 ¢islem by, a malou upravou dostaneme:

ag, Ano+1 bno +1
<v+ — .
o o

n

pro kazdé n € N,n > max{ng,n;} plati

n

Spocitejme limitu pravé a levé strany nerovnosti pro n +— —+oo. Zduraznéme, ze ng je

pevné. Vyuzijeme predpokladu véty, ze lim b, = 4+00. Z véty o nerovnosti mezi limitami

dostaneme
Qn, ar,, .
limsup — =lim — <~ — a to je spor s 3.16.
bn bk
Rovnéz sporem lze dokdzat nerovnost mezi liminf §* a liminf a”*i—‘;", to vsak je po-
nechano ¢tenari. O]

Priklad 3.5.11. Na vypocet nasledujici limity

an . VI+V2+...+n

lim — = lim

by V3

lze pouzit Stolzovou vétu, protoze (vVn?) je ostfe rostouci posloupnost s limitou +o0o a

také druhy predpoklad Stolzovy véty je splnén:

vn+1

. Qp4+1 — Ap .
| = lim =

m
D N (RS (Va1 =) (n+ 14 /nln+ 1)+ n)

\/n+1(\/n+1+\/_ \/1+ <\/1+ +> 2

Ze Stolzovy véty tedy plyne, ze i lim §> =

2
~ 3

Véta 3.5.12. (Cauchyuv vzorec) Necht (a,) je posloupnost kladnijch cisel takovd, Ze
existuje lim aZ—:l Pak existuje i lim /a,, a plati

. OGpy1 .
lim = = lim I ay,.

Qn
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Diikaz. Opét dokazeme platnost nerovnosti

.. . . a
< liminf {/a, < limsup /a, < limsup —+ |

Qn Qn

.. An41
liminf —

z kterych plyne tvrzeni véty. Proto uz jenom struéné. Kdyby platilo

Ap+1

limsup a, >~ > limsup (3.18)

n

pro néjaké v € R, pak by pro kazdé k£ € N od jistého ny pocinaje bylo v > afl—zl Po

vynasobeni téchto nerovnosti pro k =ng + 1,19 + 2,...,n — 1 dostaneme

—na— Qp, Uno+1
Ao > & ¢ > Y.
QAno+1 7n0+

- . a . . ’ ~ ~
Protoze lim p ﬁgﬁ = 1, dostaneme limitnim pfechodem pro vhodné zvolenou posloup-

v > lim *%/ay, = limsup /a, — a to je spor s 3.18.

Poznamka. Az bude definovana funkce logaritmus a az si dokazeme, ze za jistych predpo-
kladt

a =lima, < Ilna=Ilimlna,,
snadno odvodime Cauchyuv vzorec ze Stolzovy véty, protoze

Ina,, Ina, 1 —Ina,

. An41
= lim In /=,

n+1l—n an

= lim

limln /a, = lim
Priklad 3.5.13. Pomoci Cauchyova vzorce odvodime snadno jiz zndmé limity:
lim {/a =lim ¢ = 1 pro a > 0,
lim {/n = lim 25 = 1,

lim ¥/n! = lim w = lim(n + 1) = 4o0.

3.6 Bolzanovo-Cauchyovo kritérium konvergence
Definice 3.6.1. Ciselna posloupnost (a,) se nazyva cauchyovska, kdyz
(Ve > 0)(3no € N)(Vn € N;n > ng)(Vm € Nym > ng)(|an, — a,| < €). (3.19)
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Pro cauchyovskou posloupnost se nékdy pouziva termin fundamentalni posloupnost.

Podminku 3.19 lze ekvivalentné formulovat takto:
(Ve > 0)(3no € N)(Vn € N;n > ng)(Vp € N)(|antp — an| < €). (3.20)

Nasledujici véta ukazuje, ze splnéni nebo nesplnéni 3.19 rozhoduje o konvergenci realné
i komplexni posloupnosti. Proto se téz nazyva Bolzanovo-Cauchyovo kritérium kon-

vergence. Podminku 3.19, resp. 3.20 zkracené oznacujeme B.-C. podminka.

Véta 3.6.2. Ciselnd posloupnost je konvergentni prdavé tehdy, kdyz je cauchyovskd.

Diikaz. (=) Predpokladejme, ze posloupnost (a,) mé konecnou limitu a. Zapsano
symbolicky
(V6 > 0)(3no)(Yn > ng)(|a, — al < 9).

Pro m,n > ny tedy plati
| — an| = lam —a+a—a,| <l|am —al + |a, — a|] < 24.

Proto pro libovolné kladné e polozime § = £/2 a najdeme ng. Pak pro n,m > ng je

|, — a,| < g, tj. plati B.-C. podminka.

(«<=) Necht posloupnost (a,) spliuje B.-C. podminku. Nejdiive ukazeme, ze posloup-

nost (a,) je omezend. Zvolme za ¢ = 1, pak podle 3.19 najdeme ng € N tak, ze
(Vn > no)([an — ang11| <1) = (Vn>no)(|an| <1+ [any11]) =

—  (Vn €N) (la,] < max{1l+ |any1],|a1], |az],- - |an|}) -

Proto je posloupnost (a,) omezena.

Pro tuto chvili se zabyvejme redlnou posloupnosti (a,). Jeji omezenost implikuje,
ze limes superior je konecné, oznacme jej a = limsupa,. Z definice limes superior je

a = lim ay, pro n&jakou vybranou posloupnost (ay, ). Zapsédno v symbolech:
(Ve > 0)(Ing)(Vn > nq)(Jag, —a| < e). (3.21)

Jelikoz (k,) je ostte rostouci posloupnost prirozenych ¢isel, je k, > n. Proto pro n > ng

je také k,, > ng. Odhadujme (pii n > ng, nq):

la, — a| = |ap, — ag, + ar, —a| <l|a, — ay, |+ |ag, —a| <e+e.
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Tedy pro libovolné kladné ¢ staci zvolit € = §/2 a pouzit 3.19 a 3.21 pro nalezni ny, =

max{ng,n; }. Celkové plati
(Vo > 0)(Ine € N)(Vn € N;n > ns)(|a, — a|] < 9).

To uz znamend, ze ¢islo a je limitou realné posloupnosti (a,,).

Uvazujme nyni komplexni posloupnost (a,,), kterd spliiuje B.-C. podminku. Protoze

pro kazdé komplexni ¢islo z plati
max{|Re z|, |Im z|} < |z],

splnuji B.-C. podminku i redlné posloupnosti (Re a,,) a (Im a,,). Tedy podle uz dokézaného
posloupnosti (Rea,) a (Ima,) jsou konvergentni. Véta 3.2.15 implikuje, ze komplexni

posloupnost je také konvergentni. n

Piiklad 3.6.3. Dokazme konvergenci posloupnosti (a,)nen, kde

Odhadujme

k=1 k=1 k=n+1 k=n+1
n+p 1
11 1-4 1 1y 1 1
< =2 ([l |<—<—-<c¢.
= k_znﬂ 8 T gl 1—L " on ( 2p> on S T °

Pro libovolné kladné e staci vzit ng = 1/e. Pak pro n > ng a libovolné p € N plati

|an4p — an| < €. Posloupnost (a,) ma tedy konecnou limitu, kterou vSak neumime urcit.
Bolzanovo-Cauchyovo kritérium muze slouzit i k dukazu divergence posloupnosti.

Piiklad 3.6.4. Posloupnost (a,),en dand predpisem
"1
w3k
k=1

je na prvni pohled ostie rostouci, a tedy ma limitu @ € R U {4+00}. Ukdzeme, zZe tato

posloupnost splinuje negaci B.-C. podminky

(Fe > 0)(Vno € N)(3In € N;n > ng)(3p € N)(|an+p — an] > €), (3.22)
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coz uz bude znamenat, ze jeji limita je 400, jak jsme to uz odvodili jinou metodou
v prikladu 3.2.14. Vyuzijeme odhadu

2n 1 2n 1 1
T n= D, 52 D 5=
k=n-+1 k=n-+1

Abychom oveérili 3.22, staci vzit € = % a pro zadané ny pak uvazovat libovolné n > ngy a

p=n.

3.7 Obecna mocnina a logaritmus

Cilem této kapitoly bude definovat obecnou mocninu a® pro kazdé kladné redlné a a kazdé
realné « a posléze logaritmus kladného ¢isla b pti kladném zakladé a # 1. Ptipomeneme
nejdiive definici a® pro racionédlni exponenty «a a vlastnosti mocniny z ni plynouci. Po de-

finici obecné mocniny budeme pozadovat, aby rovnéz tyto vlastnosti zachovala.
I. Definice celo¢iselné mocniny

Pro kazdé n e Naa € R,a > 0, klademe

n krat

Celoc¢iselnou mocninu lze takto definovat v kazdém komutativnim télese, protoze se

pouziva pouze nasobeni a existence inverzniho prvku.

Pro definici raciondlni mocniny v R uz byly zapotiebi Axiomy usporddani i Axiom
uplnosti. Z nich jsme odvodili vétu 2.1.10, kterda k danému kladnému a zarucovala exis-
tenci jediného cisla b takového, ze 0" = a.

: : . .. L 1
Toto b jsme nazvali n-tou odmocninou ¢isla a a oznacili b = /a nebo b = an.

II. Definice racionalni mocniny

Pro kazdé m,n € N a a € R,a > 0, definujeme

m n _m 1
ar = vVam, a n o= — .
an
’ ~ m . ’ . . . , , .
Lze dokdzat, ze a™ = ({/a)". Proto pro ekvivalentni{ definici raciondlni mocniny
o v o, . m m
muzeme zvolit i tvar a» = (/a)".

m P
n q.,

Aby definice byla korektni, musf se ukdzat, ze kdyz ™ = § €Q, pakar =a
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Takto definovana racionalni mocnina ma nasledujici vlastnosti, jejichz dukaz je prenechan

Ctendri.

Vlastnosti racionalni mocniny:
Pro kazdé a,b € R, a,b > 0, a kazdé r, s € Q plati

(1) a’a’ = CLT+S, [ AR— a8 7
(2) (ab)" =a"b", (4) =2 |

(3) (a")" =

(4) Pror < s plati: Il<a = a <a,
0<a<l = a >a.

(5) Pro 0 < a < b plati: O<r = da<ib,
r<0 = a >0b".

Pristupme k definci obecné mocniny. K této definici pouzijeme pojmu limita.
II1. Definice obecné mocniny

Necht a € R,a > 0, a € R. Klademe
a® :=lima™, kde (r,) je racionalni posloupnost a limr, = .
Aby definice byla korektni, musime ovérit tyto vlastnosti:

Pro kazdé o € R existuje racionalni posloupnost (r,) takovd, ze limr, = «.

Pro kazdou raciondlni konvergentni posloupnost (r,) existuje lim a".

owp

Hodnota lim a" zavisi pouze na « a a, ne na samotné posloupnosti (7).
D. Pro a € Q se definice obecné mocniny a® = lim a™ shoduje s definici mocniny a®

pro raciondalni exponent.

A. Ukéazeme, ze k libovolnému o € R dokonce existuje ostie rostouci racionalni
posloupnost (r,), kterd ma za limitu a.
Pouzijeme netrivialni vlastnosti redlnych cisel 2.1.9, Ze mezi kazdymi dvéma redlnymi
¢isly lezi racionalni ¢islo.

Za ri zvolime libovolné r; € Q takové, ze oz—% < ry < a. Mame-li uz nalezeno r,, < a,
vezmeme 7,1 € Q tak, aby lezelo mezi ¢islem « a aritmetickym prumérem c¢isel 7, a «,
tedy

r, +«
Ty < —

< Tpyr < Q.
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Posloupnost (r,) je proto ostfe rostouci. Pro vzdalenost r,.; od a plati a — 7,1 <

o — tute — aztn 4 vzddlenost kazdého clenu posloupnosti (r,) od éisla a je nejméné o

polovinu mensi nez vzdalenost predchoziho ¢lenu. Z toho uz plyne, ze

1 .
0<oz—7“n<2—n = limr, = a.
Poznamenejme, ze kdybychom se spokojili s nemonotonni racionalni posloupnosti, stacilo
by vzit (r,) = <@> Protoze pro celou ¢ést [z] redlného éisla plati x — 1 < [z] < z, lze
posloupnost r, snadno seviit a pro vypocet limity pouzit ”sendvicovou” vétu:
na—1 [na]  na

o 4= < < —
n n n

= qQ.
Nez prejdeme k bodu B dokdzeme pomocné tvrzeni.

Lemma 3.7.1. Necht (r,,) je posloupnost raciondlnich c¢isel takovd, Ze limr, =0 a ddle

necht a je libovolné kladné redlné cislo. Pak lima™ = 1.

Dikaz.  Pro a =1 tvrzeni trividlné plati, proto v dalsim predpokladame a # 1. Protoze
limr, = 0, 1ze bez Wjmy na obecnosti predpokladat |r,| < 1 pro kazdé n € N.

1) Nejdrive uvazujme situaci, kde r,, > 0 pro kazdé n.
Definujme posloupnost ptirozenych ¢isel (k,,) predpisem k,, = [ri

n

] . Pro tuto posloupnost
plati lim k,, = 400, jelikoz

1 1
+00 &~ ——-1<|—| =k, <— — +o0.
rn Tn n

Posloupnost (aﬁ) je tedy skorovybrand z posloupnosti (a%), proto lim avn = limas = 1,

Déle pro kladné r, mame
<1 _1
=

n

0<r,=

;l»—Al —

Z vlastnosti (4) racionalni mocniny dostaneme
1
l=a"<a™ <af proa>1,

1
l=a">a™>am pro0<a<l.

V obou ptipadech véta o limité seviené posloupnosti dava lima™ = 1.

2) V piipadé, ze r, < 0 pro kazdé n € N, pouzijme vysledku z 1) na kladnou posloup-
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nost (—r,). Dostaneme

1 1

a~ "™ limag=—"

lima™ = lim

3) Uvazujme obecnou racionédlni posloupnost (7,) s nulovou limitou. Pokud pro neko-
necné mnoho indexu n je r, > 0, vybereme posloupnost (r,,) tak, aby ostfe rostouci
posloupnost ptirozenych ¢isel (h,) pokryla vSechny indexy n takové, ze r, > 0.

Pokud je r, < 0 pro nekoneéné mnoho indexu n, vybereme posloupnost (r;, ) tak,
aby ostte rostouci posloupnost prirozenych ¢isel (I,,) pokryla vSechny indexy n takové, ze
r, < 0.

Pokud je 7, = 0 pro nekoneé¢né mnoho indexu n, vybereme analogicky posloupnost
(rs,)-

Dostaneme takto minimalné jednu, maximalné t¥i vybrané posloupnosti, kazda z nich
ma limitu 1 a jejich indexy pokryvaji az na konecny pocet vyjimek vSechna pfirozena
¢isla. To podle dusledku 3.5.9 znamenad, ze i limita puvodni posloupnosti existuje a je

rovna 1. O

B. + C. Necht (r,) je ostfe rostouci konvergentni posloupnost racionalnich ¢isel,
a € Rya > 0. Zvolme libovolné r € Q, r > limr,. Z vlastnosti (4) raciondlnich mocnin

dostaneme
pro a>1: at <am<amt <a" prokazdé n € N,

pro0<a<l1l: a*>a™m>a"" >d prokazdén e N.

V obou piipadech je posloupnost (a™) monotonni a omezena, proto ma (a™) limitu v R.

Necht (s,,) je libovolnd posloupnost raciondlnich ¢isel, lims,, = a. Ozna¢me (r,) ostfe
rostouci posloupnost z bodu A, kterd ma rovnéz za limitu «. Protoze lim(s, — r,) = 0,

muzeme pouzit dokazané lemma. Dostaneme

a’ =a’ "a™ — 1. lima™ = lima™ € R.

Tedy existuje redlna limita [ = lim a** pro libovolnou racionalni posloupnost (s, ) majici

limitu «. Pfitom limita [ je stejnéd pro vechny takové posloupnosti (s,).

D. V pripadé, ze a € Q, muzeme zvolit za (s,) konstantni posloupnost s, = a. Pak

(a*) = (a”) je také konstantni posloupnost a ziejmé lim a* = a®.

Vlastnosti obecné mocniny

Nase definice obecné mocniny a® je tedy korektni. Navic obecnd mocnina ma vsech pét
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vlastnosti, které jsme vyjmenovali pro racionalni mocninu. V tomto okamziku dokazeme
platnost jenom dvou, a to (1) a (4). Dukaz (2) a (5) je malou modifikaci dikazu (1) a

(4), je proto prenechan ¢tendii; dukaz (3) provedeme pozdéji.

(1) a**? =a“d® pro kazdé o, 3,a € R,a > 0.

Diikaz. Necht (r,) a (s,) jsou raciondlni posloupnosti s limitami «, resp. 8. Z vlastnosti
(1) racionélnich mocnin plati a™* %" = a""a**. Z véty o limité souc¢inu dvou posloupnosti

a z definice obecné mocniny dostaneme

a®t? = lima™ " = lima"a*" = lima"™. lim a®*" = a®d’.

(4) Pro kazdé o, 5,a € R,a > 0 plati
a<faa>1 — a® < a”,
a<faa<l — a® > a’.

Dukaz. Zvolme dvé racionalni ¢isla r,s € Q tak, aby a < r < s < . Necht racionalni
posloupnosti (r,,) a (s,) maji limity «, resp. 8. Z definice limity plyne, Ze existuje ng tak,
ze pro kazdé n > ng je r, <1 a s, > s. Pak z vlastnosti (4) raciondlnich mocnin plyne
proa > 1
a™<ad <a®<a™. (3.23)
Provedeme-li limitni pfechod pro n + 400, dostaneme z véty 3.3.6 o nerovnostech mezi
limitami
a® =lima™ < a" < a® < lima® = a’. (3.24)

To dokazuje vlastnost (4) pro a > 1. Pro a < 1 sta¢i v 3.23 a 3.24 otocit smér nerovnosti.

]

Praveé vlastnost (4), tzv. monotonie redlné mocniny, sehraje dulezitou roli v definici lo-

garitmu.

Véta 3.7.2. Nechta € R,a > 0,a # 1 a nechtb € R, b > 0. Pak existuje jediné o takové,

ze a® =b.

Dikaz. Provedeme dikaz pouze pro 0 < a < 1. Dikaz pro a > 1 je analogicky.
Pro 0 < a < 1 uvazujme mnozinu
M={zeR|a" <b}.

Ovérime, ze ma tyto vlastnosti:

e Mnozina M je neprazdna.

Protoze lima™ = 0 < b, od jistého ng je kazdé n € N prvkem mnoziny M.

64



o Kazdé realné c¢islo y vétsi nez néjaké x € M také patii do mnoziny M.

Necht x € M a x < y. Z monotonie mocniny plyne b > a* >a¥ = ye& M.

e Existuje redlné ¢islo, které nepatii do M.

Protoze lima™™ = 400, je od jistého n; poc¢inaje a™™ > b, tj. —n ¢ M.

Vyjmenované vlastnosti vynucuji, Ze mnozina M je interval zdola omezeny a shora neo-
mezeny. Oznacme o = inf M, tj. a je levy krajni bod intervalu M. Sporem ukazeme, ze
pro « plati a® = b.

Kdyby a® < b, pak 1 < a% Jelikoz lima=n = lim% = 1, existuje n € N tak, ze
an < a%, tedy a®w < b, coz implikuje, ze o — % € M, tedy M obsahuje prvek mensi
nez inf M - spor.

Kdyby a* > b, pak 1 > a% Ted vyuzijeme toho, ze lim an = lim {/a = 1. Pro néjaké
n € Nje /a > L, neboli a®t% > b. To viak znamend, 7e o + 1 ¢ M, pricemz M je

shora neomezeny interval s levym krajnim bodem « - spor.

Jednoznac¢nost nalezeného « je nasnadé. Protoze oy < ag implikuje a* > a®?, nemohou

byt obé tyto mocniny rovny ¢islu b. O]

Definice 3.7.3. Cislo a z piedchozi véty 3.7.2 nazyvdme logaritmem ¢&isla b pii

zakladu a a znac¢ime o = log, b.

Je-li zékladem logaritmu Eulerovo ¢islo e, mluvime o pfirozeném logaritmu a misto

a = log, b piSeme o = In .

Poznamky k logaritmu: Cislo log, b je tedy definovano pro b > 0 a pro zaklad
a > 0,a # 1. Z definice plyne a'°8«® = b. Lze ukézat, Ze ndmi pravé definovand funkce

x +— log, * ma vlastnosti, které ocekavame. Napf.

log,(zy) = log, x + log, y.

Oznacime-li v = log,(z.y), a = log, = a = log, y, mame dokézat, ze v = a + 5. Z defi-
nice dostaneme a” = z.y = a®.a® = a®*?. Monotonie mocniny vynucuje, aby z rovnosti

a’ = a8 uz plynulo v = a + B.

Dalsi znamé pravidlo
log,(z") = ylog, x

dokdzeme obdobné. Oznacéime a = log,(2¥) a 8 = log, x. Z definice dostaneme a® = z¥

a a’® = 2. Umocnénim posledni rovnosti na y dostaneme

a® =z2¥ = (a’g)yiaﬂy = a=1yp,



coz jsme chtéli dokazat. Otaznik nad rovnitkem v poslednim radku naznacuje, ze jsme

pouzili zatim nedokézanou vlastnost realné mocniny. Ted to napravime.

(3) (aa)ﬁ =a*® pro kazdé o, 5,a € R, a > 0.

Diikaz. Platnost tvrzeni, kdyz a = 0, 8 = 0 nebo a = 1, je zfejma. Proto predpokladejme,
ze a # 0,0 # 0,a # 1. Dokonce se omezime na a > 1; pro a < 1 je dukaz obdobny.

Vezméme tii racionalni posloupnosti (r,), (7,) a (s,) takové, ze limr, = lim7, = «,
lims, = f. Navic pozadujeme, aby (r,) byla ostfe rostouci a (7,) ostie klesajici. Pro
kazdé n € N tedy plati

< a<T,.

Z vlastnosti (4) obecné mocniny dostaneme
am <a®<a™m.

Protoze 8 # 0, od jistého indexu n; pocinaje maji vSechny c¢leny posloupnosti s, stejné
znamenko jako f3, tj. jsou vSechny kladné nebo vsechny zaporné. Z vlastnosti (5) obecné

mocniny pro kazdé n > ny je bud

(@)™ < (a*) < (a’“”)sn

nebo plati obrdacené nerovnosti, o ¢emz rozhoduje znaménko (. Uzitim vlastnosti ra-

cionalni mocniny prejdeme k nerovnostem

s ™ns
"<a ",

a™n < (a®)
Protoze limr,s,, = lim7,s,, = af, dostaneme z definice obecné mocniny a z véty o limité

seviené posloupnosti

a®® =lim (a®)* = (a®)”.
[l

Zminime jesté jednu vlastnost logaritmu, kterd umoznuje prevod mezi funkcemi log, =

Ina

= a pro kazdé kladné a.
lna)a —

a Inx. Vyuzijeme toho, ze e
Ozna¢me o = log, x. Pak x = a® = (e e®ne To implikuje, Ze Inz = alna =

log, x . Ina, nebo ekvivalentne

1
log,z = — Inx.
Ina
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Tedy funkci log, z ziskdme z prirozeného logaritmu Inx nasobenim konstantou ﬁ To

je i duvod, proc¢ dalsi véty vyslovime pouze pro mocniny se zakladem e a pro prirozeny

logaritmus.

Véta 3.7.4. Necht (a,,) je redlnd posloupnost. Pak plati

(1) lima,=a€R = lim e = e |
(2) lima, = 400 == lim e = 400 ,
(3) lima, =—o0 — lime™ =0 .

Diikaz. (1) Je-li (a,,) raciondlni posloupnost s limitou a, je lim e*» = e* piimo z definice
e®. Tvrzeni vSak chceme dokazat pro libovolnou (a,) s limitou a.

Pro kazdé n € N najdeme néjaké racionalni r,, tak, aby a, — % < r, < a,. Takto zkon-
struovand racionalni posloupnost (r,) mé rovnéz limitu a. Z monotonie obecné mocniny
dostaneme

1
e < e < et

. , . . . 1o e
Z definice obecné mocniny plyne lim e = e* = lim e’ . Véta o limité seviené posloup-

nosti pak dava lim e = e®.
(2) Necht lima,, = +o0. Pak z monotonie mocniny
elan] < g

Jelikoz posloupnost el*! je skorovybrand z posloupnosti e”, kterd ma limitu +oo, je i

lim el*] = 4-00. Véta o seviené posloupnosti uz implikuje platnost (2).

(3) Necht lima,, = —o0. Jelikoz e = —— a lim(—a,) = +00, podle bodu (2) je

—
lim e% = ++.O = 0. OJ

Ptedchozi véta umoznuje nasledujici definici.

Definice 3.7.5. Klademe et = +00 a e® =0.

Véta 3.7.6. Necht (a,) je posloupnost kladnijch ¢isel. Pak plati

(1) lima, =a € (0,+00) — limlna, =1Ina,
(2) lima, = +o0 = limlna, =400,
(3) lima, =0 = limlna, = —oco .

Diikaz. (1) Provedeme sporem. Nechf lim a,, = a a pFitom necht neplati lim In a,, = In a.

To znamena, ze bud limsup In a,, nebo liminf In a,, neni rovno In a. Tedy existuje b # Ina
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a vybrand posloupnost (Inag,) takova, ze limlnay, = b. Z predchozi véty dostaneme

b

lim e %n = lim ay, = e® = a. To je ekvivalentni s tim, Ze b = Ina - spor.

Dikazy (2) a (3) jsou obdobné. O

Vypocet limity posloupnosti tvaru (af{l)

Je dand kladné posloupnost (a,) a redlnd posloupnost (b,), pficemz lima, = a a
limb,, = b. Pro vypocet lim ab" 1ze pouZit obé piedchozi véty:
bn Inan _ elim(bn Inay) — elim by.limlnan,

lima® = lime

Y

pokud soucin v exponentu je definovan.
Tento soucin je definovan napiiklad, kdyz b € R a a € R,;a > 0. V tomto pripadé je
elimbn.limlnan — eblna — ab' Tedy

o bn b
lima,” = a’.

Toto pravidlo zustava v platnosti i v dalsich pripadech, kdyz u mocniny ptripustime v ex-
ponentu, resp. v zakladu nekoneénou hodnotu a vhodné rozsifime operaci mocnéni na R.
Proto klademe

Definice 3.7.7.

at™® = +4oo  pro 1 <a< oo,
at™® = 0 pro 0O<a<]l,
a>*® = 0 pro 1 <a< +oo,
a>*® = 400 pro O0<a<l,
(+00)* = 400 pro 0<a<+oo,
(+00)* = 0 pro —oo<a<0.

Pro vypocet lim(b,, In a,,) nelze pouzit vétu o soucinu limit v pfipadé, kdy limb, = 0
a limlna, = 400, ani v piipadé, kdy limb,, = £oo a limlna, = 0. Proto se nedefinuji
vyrazy:

+OOO 7 00 ’ 1ioo )

Véta 3.7.8. Necht () je redlnd posloupnost takovd, Ze lim |a,,| = +o0. Pak

: 1\*
lim (1 + —) =e.
an

Dikaz. Pripomeneme, ze ze zpusobu definovani ¢isla e vime

1 n 1n+l
an:(H_) e %<1+_> b,
n n

68



1) Nejdrive uvazujme posloupnosti («,) takové, ze lim v, = +00. Bez Gjmy na obec-
nosti muzeme predpokladat, ze a,, > 1 pro vSechna n. Pro sevieni posloupnosti vyuzijeme

monotonie mocniny.

1 [on] 1\ 1 [on]+1
wm (1t o) <(ra) <(tvng) =
[an] + 1 Qp [O{n]

Posloupnost (d,,) napravo je skorovybrand z posloupnosti (b,), protoze ([c,]) je posloup-
nost prirozenych cisel s limitou +oo. Tedy limd,, = limb,, = e.
Posloupnost (¢,) snadno upravime na soucin posloupnosti skorovybrané z (a,,) a posloup-

nosti, kterd ma limitu 1 takto:

= (14 M%y“”“ (1+ H_l)

Tedy lim ¢, = e. Z véty o limité seviené posloupnosti mame tvrzeni véty.

2) Uvazujme ted posloupnost (o) s limitou —oco. Upravujme

L) w V()T
o, oy, +1 N —ay, — 1 N
B . N 1 —ap—1 . N 1
N —ay, — 1 ' —a, — 1)

Protoze posloupnost (—a, — 1) mé limitu 400, plyne z bodu 1), ze vysledna limita je e,

coz dokazuje tvrzeni véty i v tomto piripadeé.

3) Zbyvéa diskutovat situaci, kdy lim «y, neexistuje. Protoze ale lim |a,| = +00, zna-
mend to, ze posloupnost (ay,) tvorend kladnymi ¢leny puvodni posloupnosti mé limitu
+00 a posloupnost (ay, ) tvorena nekladnymi cleny puvodni posloupnosti ma limitu —oo.
Indexy téchto dvou posloupnosti pokryvaji viechna ptirozend ¢isla. Proto bod 1) a 2) a

dusledek 3.5.9 uz implikuji platnost dokazovaného tvrzeni. O

3.8 Dodatek

Ciselné soustavy se zakladem f

Pojem limita ndm umozni korektné definovat zapis cisla v soustavé s libovolnym

realnym zakladem vétsim nez 1.

Véta 3.8.1. Necht B,x € R,3 > 1 ax > 0. Oznacme k celé ¢islo takové, ze f* < x <

B Pak existugi jednoznacné dand celd nezdpornd ¢isla xy, Tp—_1, Tp—_a, . .. takovd, Ze pro

69



kazdé n € NU {0} plati
O0<ax— (a:kﬁk + l’kflﬁkil + -+ SEk,nﬁkin) < ﬁkin. (325)

Dikaz. Nejdiive dokazme sporem jednoznacnost. Necht existuji dvé ruzné posloupnosti
Thy Th1yThe2y - & Yy Y1, Y2, - - - pozadované vlastnosti. Ozna¢me ¢ minimalni index

takovy, ze xp_; # yp_;. Jelikoz vztah 3.25 splnuji obé posloupnosti, musi platit
Bt < <$ — (ziB"+ -+ M—zﬂk_i)) - (x — (yuB" + -+ yk—iﬁk_i)> < B

a po uprave
—pF < (2 — yk—i)ﬁk_i < g

Protoze |z_; — yr—i| > 1, nemuze byt posledni nerovnost splnéna.
Existenci cisel xy, xx_1, Tr_2 ... dokazeme konstruktivné, tj. popiSeme algoritmus, jak

tato ¢isla pocitat. Polozme

X X
T = |:E:| a rrk::@_l’k‘

Pro kazdy dalsi celoc¢iselny index ¢ < k pokladame rekurentné

Ti1 = [57%'] a 1y =By —rig.

Dokazeme, ze takto ziskana ¢isla spliuji podminku 3.25.
Indukci na i ukazeme, ze posloupnosti xy, Tp_1,... a rg, Tx_1, ... byly konstruované

tak, aby pro kazdé i platilo
v=a.8 + B B B kde rp; €[0,1) (3.26)
Z konstrukce pro ¢ = 0 plyne, ze
x x x
O Rt N

a proto
e € [0,1), z =i + rpB".

Ze 1p_; € [0,1), plyne pifmo z definice 7_;. Z indukéniho predpokladu vime, ze
=B+ Ao B

a tedy
reei = — (mﬂk . B B
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7 definice zase plati

Th—(i+1) = Th—i—1 = [57%4] & Tk—(i+1) = Tk—i—1 = Bri—i — Tp—i-1.

Dostaneme

Th—i = (Tk—z'—l + M—i—l)ﬁ

Porovnéanim obou vyjadieni r,_; ziskame

2B — (kB - H iBT) BT = (rhmior + @) B

a z toho
c=x,"+ . BT i T i BT

jak jsme meéli dokézat.

Z tvaru x podle 3.26 uz plyne vlastnost 3.25. O

Disledek 3.8.2. K cislum S,x € R, B > 1,x > 0 uvazujme posloupnost nezdpornijch

celyjch cisel xp, xp_1, Tk _o, ..., jejiz existenci zarucuje predchozi véta. Pak

= lim (2,8 + 2,1 B+ b o, B, (3.27)
n—oo

Definice 3.8.3. Vyjadieni ¢isla > 0 jako limity 3.27 nazyvame rozvojem c¢isla x
v soustavé se zakladem B3 nebo zkrdcené S-rozvojem éisla . Koeficient x; u mocniny 3

nazyvame i-ta cifra $-rozvoje ¢isla x. Rozvoj ¢isla x v soustaveé se zakladem 3 zapisujeme

T = TpTp—1...T0®3T_1T_3... pro k>0
a
=0e30...0 ... k <0.
x LY} . TrpLr_1 pro <
—k—1

Vlastnosti S-rozvoje

1. Kazda cifra z; v B-rozvoji je celé ¢islo spliujici 0 < x; < B.
Plyne to z toho, ze r;y; € [0,1), coz implikuje 0 < fr;;; < 8. Tedy celd ¢ést
[Bris1] =: x; patii do intervalu (0, ).

2. Cislo x, pro které jsou viechny cifry od jistého indexu poéinaje nulové, tj. z; = 0
pro kazdé i < 1y, nazyvame ¢islo s koneénym [S-rozvojem. Kazdé realné kladné z

lze vyjadrit jako limitu posloupnosti ¢isel s konecnym S-rozvojem.
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3. Je-li B € N,B > 1, pak nekonec¢né mnoho cifer x; v -rozvoji ¢isla x je mensich
nebo rovnych g — 2.
Pro dukaz sporem piredpokladejme, ze pouze konecny pocet cifer je < [ — 2.

Ozna¢me j nejmensi index takovych cifer. Pak
r=x.8+. .+ ;8 +(B-1) lim (B2 5

a soucasneé
r=ux0"+ ... +x]ﬂj —i—?“jﬂj , kde r; €]0,1).

Musi tedy platit
g = lm B BT BT =
To by znamenalo, zZe r; = 1 - spor.

4. Pro p € N, g > 1, odpovidé libovolné posloupnost cifer spliujici vlastnosti 1) a 2)

rozvoji néjakého realného cisla x.

Poznamka. Algoritmus pro hledani cifer v $-rozvoji z dukazu véty se nazyva hladovy

algoritmus. Tento algoritmus nam napt. dava
m=3e14159... = 11 5 00100011110. ..

Pii zakladu 8 = 10 v zapisu vynechavame index 10 u desetinné tecky.

Poznamka. Mnozina ¢isel =, pro ktera mé -rozvoj ¢isla |x| za znakem o5 doprava pouze
cifry 0, nazyvame [-celd Cisla a znacime Zg. Ziejmé pro f € N, 8 > 1, je Zg = Z. Pro
necelociselné § je situace daleko zajimavéjsi. Napf. pro zéklad 8 = v/2 + 1 ma mnozina
Zs mezi sousedy dva typy mezer, jednu délky 1 a druhou délky V2 —1.Pro 8 = % je

mezer mezi sousedy v Zg dokonce nekonecné mnoho.
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Kapitola 4

Realné funkce realné proménné

4.1 Zakladni definice

Az dosud jsme se zabyvali vétsinou realnymi posloupnostmi, tedy zobrazenimi s de-

finicnim oborem N. Nyni obratime svou pozornost na §irsi tfidu zobrazeni.

Definice 4.1.1. Zobrazeni f, jehoz defini¢ni obor Dy i obor hodnot Hy je podmnozinou
mnoziny realnych ¢isel, se nazyva realna funkce realné proménné.

Grafem [ se rozum{ mnozina {(z, f(z)) | z € Dy} C R%

U ”hezkych” funkci bude mozno graf namalovat. Zdaleka ne vsechny funkce maji tuto

vlastnost. Definujeme dvé takové funkce:

Dirichletova funkce:

1, kdyz z € Q

0, kdyz z € R — Q.
Riemannova funkce:

fz) =

%, kdyz ng,kde pEZ,qeN, a nsd(p,q) =1
0, kdyz € R - Q.

Zato posledni funkce, kterou ted zavedeme, zvand signum (z latinského ”znameni”), ma

velice jednoduchy tvar a nac¢rtnout jeji graf je snadné. Definujeme

1, kdyz =z >0
sgn(x) = 0, kdyz x =0
-1, kdyz = <0 .
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Zavedeme nékolik uzite¢nych pojmu:

Definice 4.1.2. Necht f je realnd funkce realné proménné. Rekneme, 7e

e funkce f je omezend, resp. shora omezena, resp. zdola omezend, kdyz obor

hodnot H; je mnozina omezena, resp. shora omezend, resp. zdola omezen4,
o funkce f je rostouci, kdyz (V1,25 € Dy) (21 < 29 = f(x1) < f(22)),
o funkce f je ostie rostouci, kdyz (Vry, e € Dy) (x1 < 22 = f(21) < f(x2)),
e funkce f je klesajici, kdyz (V1,22 € Dy) (21 < z2 = f(x1) > f(22)),
o funkce f je ostie klesajici, kdyz (V1,22 € Dy) (11 < z2 = f(x1) > f(x2)),
e funkce f je monotonni, kdyz je rostouci nebo klesajici,
e funkce f je ryze monotonni, kdyz je ostie rostouci nebo ostte klesajici.

Poznamky.

1) Omezenost funkce lze symbolicky zapsat takto: (3K € R)(Vz € Dy)(|f(z)| < K).

Podobné Ize zapsat omezenost shora, resp. zdola.

2) Kdyz je funkce f ryze monotonni, pak je f prostd. Proto existuje inverzn{ funkce f~1,
pricemz se zachovava typ monotonie, tj.
f je ostfe rostouci = f~! je ostie rostouct,

f je ostie klesajici = f~! je ostfe klesajici.

3) Prostd funkce nemusi byt ryze monotonni. Piikladem prosté funkce, ktera neni ani

klesajici ani rostouct, je 2 — f(z) = L s definiénim oborem R — {0}.

Umluva: Necht f je redlna funkce realné proménné a M C Dy. Rekneme, ze f mé

vlastnost V' na mnoziné M, kdyz zizeni f,,; ma vlastnost V.

Piiklad 4.1.3. Funkce z — f(z) = % je ostfe klesajici na (0, +00), protoze f/(,+o0) j€

funkce ostre klesajici.

Definice 4.1.4. Necht f je realnd funkce realné proménné, jejiz defini¢ni obor D vyho-
vuje podmince (Vo € Df)(—z € Dy). Rekneme, 7e

e funkce f je suda, kdyz (Vo € Dy)(f(z) = f(—x));

e funkce f je licha, kdyz (Vo € Df)(—f(z) = f(—x)).
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Definice 4.1.5. Necht f je realna funkce redlné proménné, pro niz existuje kladné [ € R
takové, ze

1) (Vx € Dy)(x+ 1,z — 1 € Dy);

2) (Vo € Dg)(f(z+1) = f(x)).

Funkci f fikdme periodicka a ¢islu [ perioda funkce f.

Priklad 4.1.6. Aplikujme zavedené pojmy na vyse zminéné funkce.

1) Funkce signum je licha, neni periodicka.

2) Konstantni funkce je vzdy sudd. Konstantni funkce je lichd pouze v pripadé, ze
f(z) je identicky rovno 0. Konstantni funkce je periodickd, jeji periodou je libovolné
kladné realné [, nejmensi perioda neexistuje.

3) Dirichletova funkce je sudd, navic je periodickd s periodou libovolné racionélni
kladné [. Ani zde neexistuje nejmensi perioda.

4) Riemannova funkce je sudé a periodickd s periodou libovolné ptirozené [, nejmensi

periodou je tedy cislo 1.

Neékteré specialni typy funkci

1. Funkci P danou predpisem
P(z) = ap2™ + ap12™ '+ ...+ a1x + ay,

kde a,,an_1,...,aq,aq jsou redlné konstanty, nazyvame polynomem. Je-li a,, # 0,
nazyvame n stupen polynomu P. Defini¢nim oborem polynomu je R.

2. Funkce tvaru

P

Q Y

kde P a @ jsou polynomy, se nazyva racionalni funkce. Definicnim oborem ra-

f=

cionalni funkce je R — {kofeny polynomu ve jmenovateli}.

3. Mocninna funkce je dand predpisem f(z) = 2%, kde « je redlna konstanta. De-
finicnim oborem mocninné funkce jsou kladna realna ¢isla. Jenom pro nékteré
specidlni racionalni hodnoty « je definiéni obor vétsi, napi. funkce z — ¥z = /3

ma defini¢ni obor celé R.

4. Exponencialni funkce definovana vztahem x +— a*, kde a > 0,a # 1, ma defini¢ni
obor R. Z monotonie obecné mocniny plyne, ze exponencidlni funkce je ryze mono-
tonni. Funkce k ni inverzni je ddna pfedpisem x — log, x a nazyva se logaritmicka

funkce. Definicnim oborem logaritmické funkce jsou kladna realna cisla.

5. Funkce sin, cos, tg a cotg nazyvame goniometrickymi funkcemi. Jejich defini¢ni-
mi obory jsou Dy = Deos = R, Dyg = R—{Z5+7k|k € Z} a Deorg = R—{mk|k € Z}.
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Tyto funkce jsou periodické, tudiz nejsou prosté.

Z1izeni goniometrickych funkci na vhodny interval zaruci ryzi monotonii, a tedy exis-
tenci inverznich funkci. Konkrétné definujeme funkce arcsin, arccos, arctg a arccotg
predpisy:

arcsinx := sin/_<1

™
—3

1
)T, AICCOST := COS, (o T

s
2

arctg x = tg/_(l_ ) arccotg r := Cotg/_(%) nT -

x &
272

Praveé definované ¢tverici funkei se fika cyklometrické funkce.

Funkce vzniklé z funkei (1)-(5) pfedchoziho vyctu koneénym poctem operaci séitani,

odcitani, nasobeni, déleni, skladani a invertovani se nazyvaji elementarni funkce.

Mezi elementarni funkce tedy patii i tzv. hyperbolické funkce

hyperbolicky sinus sinhz = £
hyperbolicky kosinus coshz = &=
hyperbolicky tangens tgh = % 7
hyperbolicky kotangens  cotghz := % )

4.2 Limita funkce

Nez pristoupime k definici limity funkce, musime si vyjasnit, v jakych bodech m& smysl

uvazovat o limité funkce.

Definice 4.2.1. Rekneme, 7e a € R je hromadnym bodem mnoziny A C R, kdyz
v kazdém okoli bodu a lezi alespon jeden prvek mnoziny A ruzny od a.
Zapsano symbolicky

(VH.)(Ho A = {a} #0).

Mnozinu v8ech hromadnych bodu mnoziny A znacime A’.

Priklad 4.2.2. Uvedme na nékolika prikladech, jak muze vypadat mnozina hromadnych
bodu.

1. A={-2,0,4} = A =0.

2. Konecna mnozina nema zadny hromadny bod.

3.A={ | neN} = A= {0} .

4. J =(0,1) = J' = (0,1). Tento piiklad ukazuje, ze hromadny bod mnoziny
A muze, ale také nemusi patiit do mnoziny A.

5. Mnozina piirozenych ¢isel ma jediny hromadny bod, a to 400, tj. N = {+o0}.

6. Mnozina celych ¢isel ma dva hromadné body, a to +o0, tj. Z' = {—o00, +00}.

7. Spocetna mnozina Q mé nespocetnou mnozinu hromadnych bodi, protoze Q' = R.
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Definice 4.2.3. Bod a € A nazveme izolovanym bodem mnoziny A, kdyz a neni

hromadnym bodem mnoziny A. Symbolicky
(3H,)(H, N A ={a}).

Véta 4.2.4. Nasledugici tri vyroky jsou ekvivalentni:
1) b€ R je hromadnym bodem mnoziny B.
2) V kazdém okoli bodu b lezi nekoneéné mnoho bodu mnoziny B.
3) Ezistuje posloupnost (x,,) takovd, ze (Vn € N)(x,, € B — {b}) alimz, =b.

Diikaz. Dokézeme tii implikace 1 = 2= 3= 1.

1 = 2: Pro spor predpokladejme, ze existuje okoli H; bodu b, které obsahuje pouze

koneény pocet bodu mnoziny B. Je-li Hf N B — {b} = (), mdme uz pifmo spor s definici
hromadného bodu. V piipade, ze Hf N B — {b} # 0, pak pro néjaké k € N muzeme psat
Hy N B —{b} = {y1, 92, - vk }-
Je-li b € R, polozime ¢ = min{|y; — b| |i = 1,2,...,k}; kdyz b = o0, definujeme
a=max{|y|+1[i=1,2,... . k}. Pak v H* = (b—¢,b+¢), resp. H% = (o, +00), resp.
H* = (—o00, —a) nelezi zadny bod mnoziny B ruzny od b - spor s definici hromadného
bodu.

2 = 3: Nejdiive uvazujme b € R. Pro kazdé n € N najdeme podle 2) v okoli
H, (%) = (b — %, b+ %) bod z,, € B—{b} (kandiddtu na takové x,, je dokonce nekonecné
mnoho). Protoze b—% <z, <b+ %, je limx,, = b, a tedy posloupnost (x,) mé vlastnosti
uvedené v 3).

Kdyz b = +oo, lze stejnou tdvahu provést pro okoli H_..(n) = (—oo, —n), resp.
Hoo(n) = (1, +00).

3 = 1: 7 definice limity posloupnosti plyne, ze v kazdém okoli H, bodu b lezi
vsechny ¢leny posloupnosti x,, od jistého ng pocinaje. Protoze x,, # b a x,, € B, je prunik

Hy, N B — {b} neprazdny, a tedy b je hromadnym bodem mnoziny B. O

Jiz jsme konstatovali, ze nekonec¢nost mnoziny je nutnou podminkou pro to, aby
mnozina méla néjaky hromadny bod. Nasledujici véta ukazuje, ze je to i podminka

postacujici.

Véta 4.2.5. Mnozina hromadnijch bodu nekonecné mnoziny A C R je neprdzdnd.

Diikaz.  Uvazujme nekoneénou mnozinu A. Zkonstruujeme prostou posloupnost ()
takto: za y; zvolime libovolny bod mnoziny A, za ys vezmeme libovolny bod mnoziny
A—A{wy}, ..., zay, vezmeme libovolny bod z mnoziny A — {y1,vs,...,Yn_1}, atd.

Oznacme [ = limsup vy,,. Ukazeme, ze § je hromadnym bodem mnoziny A. Podle definice

limes superior existuje vybrand posloupnost (yx,) tak, ze limyy, = £. Je-li y, # B pro

77



kazdé n € N| staci za posloupnost (z,) do bodu 3 predchozi véty vzit posloupnost (yx, ),
abychom ukéazali, ze § je hromadnym bodem A.

Necht existuje p € N tak, ze y, = (. Protoze posloupnost (y,) je prosta, je pro kazdé
n # p uz yg, # 5. Proto v tomto piipadé zvolime za posloupnost (x,) do prechozi véty

posloupnost (yx ]

n+p>‘

Definice 4.2.6. Necht f je realna funkce redlné proménné a a € (Dy)". Rekneme, ze

funkce f ma v bodé a limitu ¢ € R, kdyz
(VH.)(3H,)(Vz € Dy N H, — {a})(f(z) € H,.)

a zapisujeme

limf=c¢  nebo lim f(x) = c.
a r—a

Poznamky k definici.

1. Limitu definujeme pouze v bodé a, ktery je hromadnym bodem defini¢niho oboru
funkce f.

2. Definici limity lze ekvivalentné prepsat

(VH.)(3H,)(Vz € Dy — {a})(z € H, = f(z) € H,).

3. Redlnd posloupnost (a,) je také redlna funkce realné proménné s definiénim oborem
N. Protoze jedinym hromadnym bodem defini¢niho oboru je 400, méa smysl zkou-
mat limitu pouze v +oo. Uvédomme si, ze definice limity posloupnosti, jak jsme ji
pouzivali v predchozich kapitolach, a tato nova definice se pro posloupnosti shoduji:

Okoli bodu 400 mé tvar H., = (ng, +00), Dy = N, a proto ¢ast definice
(3H o)(Yn € Dy N Hyoo — {+00})

lze ekvivalentné prepsat
(3no)(Vn € N,n > ny),

jak jsme uvadeéli pti definici limity posloupnosti.

4. Limita funkce v bodé a zavisi na chovani funkce v bodech blizkych bodu a, ne
vsak v samotném bodé a. Na limitu funkce v bodé a nema vliv to, zda funkce f je

definovana v bodé a, ani ptipadna hodnota f(a).

5. Kdyz v definici limity patii body a a ¢ do R, maji okoli tvar H. = (¢ —¢&,c+¢) pro
néjaké kladné € a H, = (a — §,a + §) pro kladné §. Proto lze definici limity zapsat

(Ve >0)(30 >0)(Vex € Df)(0 < |z —a] <d=|f(x) — | <e).
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Podobné 1ze prepsat definici limity i pro jiné situace. Napi. kdyz ¢ = —o0, a € R,

ma definice limity tvar

(Va>0)(30>0)(Vx € Df)(0 < |z —a| <6 = f(z) < —a).

Priiklad 4.2.7. Dokéazeme, ze limzHQ% = %

Pro libovolné kladné € polozime § = min{2e, 1}. Pak pro kazdé x € (2 — 0,2+ J) — {2}
plati
2 — 7

<6/2<
2 2<e,

1 1Mﬂ2—x

Tz 2 2

jak jsme meéli ukéazat.

Véta 4.2.8. Necht [ je redind funkce rediné proménné, a € (Dy)'. Funkce f md v bodé

a nanejuys jednu limitu.

Diikaz. Sporem - necht ¢; a ¢g jsou ruzné limity funkce f v bodé a. Z vlastnosti okoli
bodu existuji navzdjem disjunktni okoli H} a H} .7 definice limity existuje k H} okoli
HY tak, ze pro kazdé z € DsN HY - {a} je f(xz) € H} . Obdobné k H} existuje okoli
H? tak, ze pro kazdé = € DinN HY —{a} je f(z) € H} . Protoze prunik 7Y n g
dvou okoli jednoho bodu je opét okolim tohoto bodu, je mnozina Dy N Hc(ll) N H,EZ) —{a}
neprazdnd. Lze tedy vzit x z této mnoziny. Pro néj ma soucasné platit f(x) € H} a
f(z) € H,. Pritom H} N H} =0 - spor. O

Mohlo by se zdat, ze je zbytecné zvlast definovat limitu posloupnosti, kdyz tuto defi-
nici je mozné zahrnout pod definici funkce. Dalsi véta vsak ukazuje, ze otéazku existence
a hodnoty limity funkce lze pfevést na limitu posloupnosti.

Véta 4.2.9. (Heineova véta) Necht f je funkce, a € (Dy)', ¢ € R.

lim f(z) =c¢ — lim f(x,)=c pro kazdou posloupnost (x,), pro niz plati:

P nerto0
(Vn € N)(z, € Dy—{a}) a limz, =a.
Diikaz. (=) Necht lim, f = ¢, tj.
(VH.)(3H,)(Vz € Dy N H, — {a})(f(z) € H,.). (4.1)
Déle uvazujme posloupnost (z,,) majici limitu a a z,, € Dy — {a} pro kazdé n € N, t;.

(VH,)(Ino)(Vn > ng)(x, € Hy). (4.2)
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Pro libovolné H,. tedy podle 4.1 najdeme okoli H,, k tomu podle 4.2 zase najdeme nyg
tak, ze pro n > ng je x, € H,. Protoze navic je z,, € Dy — {a}, lze do 4.1 za = dosadit

Ty, ¢imz dostaneme f(x,) € H.. Celkové mame
(VH.)(3ng)(¥Yn > ng,n € N)(f(z,) € He.),

coz je symbolicky zapséno lim f(x,) = c.

(<) Necht lim f(x,) = ¢ pro kazdou posloupnost (z,) uvedenych vlastnosti. Pro spor

predpokladejme, ze ¢ neni limitou funkce f v bodé a, tj.
(3H.)(VH,)(3z € Dy N Hy — {a})(f(z) & He). (4.3)

Za okoli H, budeme do 4.3 dosazovat postupné pro kazdé prirozené n okoli H(S"), kde
M = (a—2,a+1), kdyz a € R, nebo HM = (—o0,—n), kdyz a = —o0, nebo
H" = (n,+00), kdyz a = +oo. Ke kazdému n € N tak z 4.3 dostaneme existenci
z, € Dy N H — {a}, pro které je f(x,) ¢ H,.

Jelikoz z,, € H™ pro kazdé n, implikuje tvar okoli H{" a véta o limité seviené posloup-
nosti, ze lim x,, = a. Nalezena posloupnost (z,) ma tedy pozadované vlastnosti, a pritom

f(z,) ¢ H. pro kazdé n € N vylucuje, aby lim f(z,) byla ¢ - spor. O

Heineovu vétu lze pouzit na vypocet limity funkce pomoci limity posloupnosti, ale

také na dukaz neexistence limity funkce.

Piiklad 4.2.10. Pro kazdou redlnou posloupnost (o) s limitou o € R jsme odvodili,
ze lim e*" = e“. To podle Heineovy véty znamena, ze
lim e” = e®.
T—o
Piiklad 4.2.11. Uvazujme funkci f(x) = sin % Protoze 0 je hromadnym bodem definic-
niho oboru Dy = R — {0}, md smysl pocitat limitu v bodé 0. Zvolme dvé posloupnosti
1 1
Tp=— a Yp=—"—.
™m Y 5 +2mn
Hodnoty posloupnosti (z,,) a (y,) jsou z definiéniho oboru funkce a obé posloupnosti maji
limitu 0. Pritom

lim f(z,)= lim sin(7n) =0 a lim f(y,) = lim sin (Z + 27m> = 1.
n—-+o00 ni 2

n——+00 n——+o00 ——+00

1

Heineova véta implikuje, Ze funkce sin - nemuze mit v bodé 0 limitu.
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Priklad 4.2.12. Dokazme, ze
1

lim(14+2)* =e.
z—0

Podle Heineovy véty mame pro kazdou posloupnost (z,,) s limitou 0 a s ¢leny z mnoziny

Dy — {0} = (—1,0) U (0, +00) ukazat, ze lim(l—l—xn)ﬁ = e. Kdyz k posloupnosti
1

Ty )7

(x,) danych vlastnosti definujeme posloupnost (a,) = ( pak lim|a,| = +o0 a

muzeme piimo pouzit vétu 3.7.8 odvozenou pro takové posloupnosti (ay,), totiz ze e =
lim (14 L) = tim (1 4+ 2,)7
Priklad 4.2.13. Dalsi vysledek plyne z Heineovy véty a toho, ze limlna, = Ina pro

kazdou kladnou posloupnost (a,,) s kladnou limitou a, viz 3.7.6. Proto

limlnx =Ina pro a> 0.
Tr—a

Priklad 4.2.14. Podivejme se na limitu Riemannovy funkce. Ukazeme, ze tato funkce
mé nulovou limitu v kazdém bodé a € R a nema limitu v bodech 4oo0.
Méjme dané a € R a libovolné kladné . Najdeme k € N tak, aby % < €. Oznacme

M:{E‘pGZ,qEN,a—1<B<a—|—1,27£a,q<k:}.
q q q

Mnozina M tedy obsahuje vSechny zlomky se jmenovatelem mensim nez k, které jsou od
¢isla a ve vzdalenosti mensi nez 1. Do mnoziny M jsme vSak nezahrnuli a. Protoze M je

kone¢na mnozina a neobsahuje a, muzeme polozit
d :=min{la — x|,z € M} > 0.

Uvazujme libovolné x € (a—6,a+0). Z definice 6 plyne, ze x ¢ M, tj. bud z je iracionalni
a f(x) = 0, nebo x je raciondlni, ale jeho jmenovatel ve zkraceném tvaru je vétsi nebo

roven k, coz implikuje f(z) < + < e. Ukdzali jsme:

(Ve>0)(30>0)(Vz € (a—0,a+0))(0< f(z) <e) = lignf:().

Ukéazat, ze Riemannova funkce nema v +o0 limitu, je jednoduché. Staci uvazovat dveé
posloupnosti: racionalni posloupnost (z,) a iraciondlni (y,) definované predpisy z,, = n
a y, = en (e je Eulerovo ¢islo). Protoze f(z,) =1 a f(y,) = 0 pro kazdé n € N, limita

lim, ., f podle Heineovy véty neexistuje. Situace v.—oo je obdobna.

Piiklad 4.2.15. Funkce sgn(z) je definovana v celém R. Uvazujme bod a # 0. Protoze
dostateéné malé okoli H” bodu a neobsahuje 0, je funkce sgn(x) konstantni na Héo), a

proto |sgn(z) — sgn(a)| = 0 < € pro kazdé kladné €. To znamenad, ze

pro a#0 je limsgn(z)= sgn(a).

T—a
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Jind je situace, kdyz chceme urcit limitu této funkce v bodé 0. Zvolime-li dvé posloup-
nosti s nulovou limitou, a to (z,) = (1) a (y,) = (—21), dostaneme lim sgn(z,) =1 a

lim sgn(y,) = —1. Opét z Heineovy véty plyne, ze

lim sgn(z) neexistuje.
z—0

Nékdy je chovani funkce v pravém a levém okoli bodu a tak rozdilné, ze to vylucuje
existenci limity. Zajimava muze byt vsak i informace, ze alespon v jednom okoli se funkce

chova "rozumné”. Proto definujeme:

Definice 4.2.16. Necht f je realna funkce realné proménné a necht a € R je hromadnym
bodem mnoziny Dy N (a, +00), resp. Dy N (—00,a).
Rekneme, Ze funkce f ma v bodé a zprava, resp. zleva limitu ¢, kdyz zizeni f/(a,+00), TESD.

J/(=00,0) m& v bodé a limitu c. Zapisujeme

limf=c¢ nebo lim f(z)=c, resp. limf=c¢ nebo lim f(z)=c
a4 T=a4 a— T—a—

Symbolicky 1ze existenci Imity zprava, resp. zleva zapsat:

limf=c = (VH.)(30 > 0)(Vx € Dy,a < x < a+9)(f(z) € H),

ay

limf =c¢ = (VH.)(30 > 0)(Vx € Dy,a— 0 <z < a)(f(z) € H).

a—

Piimo z definice limity zleva a zprava v bodé a € R a definice limity v bodé a plyne

nasledujici véta.
Véta 4.2.17. Necht f je redlnd funkce redlné proménné a necht a € R je hromadnym
bodem mnozin D¢ N (a,+00) a Dy N (—o00,a). Pak

limf=c <= Ilimf=Ilimf=c
a a4+ a_

Piiklad 4.2.18. Zizeni funkce f(z) = sgnx na interval (0,+o00) je funkce konstantne

rovnd 1, zatimco zuzeni na interval (—oo,0) je funkce konstantné rovna —1. Proto

lim sgn(z) =1 a lim sgn(x) = —1.

=04 —0_

Existenci limity posloupnosti zarucovala jeji monotonie. Stejné je tomu tak i u limity

funkece.

Véta 4.2.19. Necht f je monotonni funkce na mnoziné Dy N (a,+00), jeZ md a € R za

hromadngj bod. Pak existuje lim,, f.
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Diikaz. Uvazujme f rostouci na Dy N (a,+00) a polozme
a =inf{f(z) |z € D;N(a,+00)}.

Ukazeme, Ze « je limitou funkce f v bodé a zprava.
1) Nejdifve rozeberme piipad a = —oo, tj. mnozina {f(z)|z € D; N (a,+00)} neni

omezena zdola, symbolicky
(VK > 0)(3zg € Ds N (a,400)(f(x0) < —K).

Kdyz definujeme 6 = z9 — a > 0 a vyuzijeme, ze pro x < g =0 +a axz € Dy N (a,+00)
plati f(z) < f(x), dostaneme

(VK > 0)(36 > 0)(Vx € DyN(a,+0)(0 <z <a+d = f(z) < —K) <& l(ilr+nf = —00.
2) Uvazujme a € R. Z prvni vlastnosti infima méame
(Vo € Dy N (a,400)) (o < f(z)).
Z druhé vlastnosti infima
(Ve > 0)(3zo € Dy N (a,+00)) (f(z0) < a+¢).

Kdyz definujeme opét § = z9p—a > 0 a vyuzijeme, ze prox < o = d+aax € DsN(a,+00)
plati f(z) < f(xg), dostaneme

(Ve > 0)(30 > 0)(Vz € DiN(a,+0)(0 <z <a+d = a< f(zr) <ate) = limf=a.
ay

V pripadé klesajici funkce f vyuzijeme toho, ze pro rostouci funkci —f jsme jiz
dokazali existenci lim,, (—f). Z toho ale okamzité plyne existence limity lim,, f a rovnost

limg, f=—lim,, (—f). O

Poznamka.

1) Obdobnou vétu lze vyslovit i o existenci limity zleva pro funkci monotonni na levém
okoli bodu a € R.

2) Pro a € R — R plati modifikovana verze:

Kdyz f je monotonni na Dy a +00 € D', resp. —oo € DY, pak existuje lim . f, resp.

lim_., f.

V predchozi vété jsme ukazali, ze monotonie funkce je postacujici podminkou pro exis-

tenci limity, zdaleka to vSak neni podminka nutné. Nasledujici Bolzanovo-Cauchyovo
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kritérium je nutnou i postacujici podminkou existence kone¢né limity.

Véta 4.2.20. (Bolzanovo-Cauchyovo kritérium) Nechta € D}. Paklim, f ezistuje

a je konecnd, prdvée kdyz plati
(Ve > 0)(3H,)(Vo,y € Dy N Hy — {a})(|f(z) — f(y)| <e).

Diikaz. (=) Fakt, ze lim, f = ¢ € R, lze ekvivalentné prepsat
(Ve > 0)(3H,) (Vo € Dy N Hy — {a})(|f(z) —c[ < &) .

Uvazujme libovolné kladné e. Kdyz v predeslém tvrzeni dosadime za € = £/2, najdeme

H, tak, ze pro libovolné redlné =,y € Dy N H, — {a} je

1f(@) = fW) =1f(z) —cte—fl <|f(z) —cd +|fly) —c <+ &=k,

coz jsme meéli dokazat.

(<) Uvazujme posloupnost (z,) s vlastnosti:
xn, € Dy — {a} pro kazdé n a limz, = a. (4.4)

Zvolme libovolné kladné . Podle pravé strany dokazované ekvivalence, z jejiz platnosti

ted vychazime, existuje H, tak, ze

(Va,y € Dy N Hy = {a})(|f(z) = f(y)] <e). (4.5)

Jelikoz lim x,, = a, lezi vSechny ¢leny posloupnosti (x,,) od jistého ng po¢inaje v okoli H,,.
Proto lze pro n,m > ngy dosadit do 4.5 za * = z,, a za y = x,,. Odvodili jsme platnost
vyroku

(Ve > 0)(3no) (Yn,m € Nyn,m > no) (| f(xn) — f(zm)] <€),

coz znamend, ze posloupnost (f(z,)) je cauchyovskd, a tudiz ma koneénou limitu. Ted
ukazeme, ze lim f(x,) je stejnd pro vSechny posloupnosti (z,) s vlastnosti 4.4.

Predpokladejme, ze by existovaly dvé posloupnosti (x,(ql)) a (xﬁf)) pozadovanych vlast-
nosti, pricemz lim f (xg)) =c; alimf (ac,(f)) = ¢y # 1. Pak by posloupnost (xg’)) defino-
vana predpisem

2D =) aal) =P

také meéla vlastnost 4.4.
Posloupnost ( f (x;?’))) viak nemd limitu, jelikoz posloupnosti ( f (xé‘?)) a (f (xgi)fl)) maji

ruzné limity. To je ale ve sporu s tim, ze (f(z,)) je cauchyovska, jakmile (z,) ma vlast-
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nost 4.4. Tedy lim f(x,) je koneéné a stejna pro vsechny posloupnosti (z,) spliujici 4.4,

a to podle Heineovy véty znamenad, ze lim, f existuje a je kone¢na. O]

4.3 Vypocet limity funkce

I pro limitu funkce lze vyslovit véty o limité souctu, soucinu atd. Heineova véta umozni,

ze technické dukazy, které jsme provadéli u posloupnosti, nemusime uz opakovat.

Véta 4.3.1.

f

i
lim(f 4+ g) = lim f +lim g, lim(f.g) = lim f.lim g, lim (—) _ lima f

©limg g

9

za predpokladu, Ze a je hromadnym bodem mnoziny Dyig, Tesp. Dyg, resp. Dy a vijrazy
g

vpravo maji smysl.

Dukaz. Ukazeme, jak z Heineovy véty a platnosti véty o limité souc¢tu dvou posloupnosti
plyne véta o limité souc¢tu dvou funkci. Pro dalsi aritmetické operace je dukaz analogicky.

Oznac¢me ¢ = lim, f a d = lim, g a predpokladejme, Ze vyraz ¢ + d ma smysl. Z Hei-
neovy véty vime, ze pro kazdou posloupnost (z,) s limitou a takovou, ze z, € Dy — {a},
plati lim f(x,) = c¢. Obdobné pro kazdou posloupnost (y,) s limitou a takovou, Ze
Yn € D, — {a}, plati lim g(y,) = d.

Chceme-li ukazat, ze lim,(f + ¢g) = ¢ + d, staci podle Heineovy véty zkoumat limity
posloupnosti ( f(zn) + g(zn)), kde (z,) je libovolna posloupnost s limitou a takova, ze
Zn € Dypg—{a}. Uvédomme si, ze Dy, = DyND,. Proto posloupnost (z,) ma vlastnosti

posloupnosti (x,,) i vlastnosti posloupnosti (y,,). Z véty o limité souc¢tu dvou posloupnosti

dostaneme
i (f(z) + 9(z)) = T f(z)+ T g(z) =+
Tedy podle Heineovy véty je lim,(f + g) = ¢+ d. O

Nasledujici véty uvedeme bez dukazu, jelikoz jsou piimym dusledkem obdobnych vét

pro posloupnosti a Heineovy véty.

Véta 4.3.2. Necht a je hromadnym bodem defini¢niho oboru redlné funkce f redlné
proménné. Pak plati

limf =c¢ = lim | f] = ||,
limf=0 & lim|f| = 0.
Veéta 4.3.3. Necht [ je nezapornd funkce redlné promeénné, a € D’f a k € N. Pak plati
lim f = ¢ =3 lim {/f = /.
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Nasledujici véta hraje pii vypoctu limity funkce dulezitou roli; roli daleko vyznamnéjsi

nez je role obdobné véty u posloupnosti, tedy véty o limité skorovybrané posloupnosti.

Véta 4.3.4. (o limité slozené funkce) Necht a € R je hromadnym bodem definicniho
oboru slozené funkce f o g, necht b,c € R a necht jsou splnény tyto tii podminky:

1) lim, f = ¢,

2) lim, g = b,

3) bud (3HY)(Vx € D,NH; —{a})(g(x) #b) nebo (be Dsa f(b)=rc).
Pak lim, fog=c.

Dukaz. Napisme, co chceme dokézat:
(VHe)(3Ha) (Ve € Ho N Dyog — {a})(f(g(x)) € He). (4.6)
Ted vyjmenujme ingredience, které mame k dispozici: lim, f = ¢ znamend
(VH.)(3H,)(Vy € Hy, N Dy — {b})(f(y) € He). (4.7)
Obdobné prepiseme lim, g = b:
(VHy)(FH,) (Vo € Ho N Dy —{a})(g(x) € Hy). (4.8)

Vezméme libovolné okoli H., k nému z 4.7 nalezneme okoli H, a k tomu zase podle 4.8
najdeme okoli H,.

Uvazujme libovolné x € H, N Dy, — {a}. Pro x € Dy, lze spocitat f(g(z)), tedy
x € Dy a g(x) € Dy. Podle 4.8 je g(x) € Hy. Tedy g(z) € H, N Dy. Kdyby bylo navic
g(x) # b, tak by vyhovovalo podminkdm kladenym na y v 4.7 a tudiz f(g(x)) € H..

Pouzitim podminek 1) a 2) mame
(VH.)(3H,)(Vz € H, N Dyog — {a})(f(g(z)) € H. nebo g(z) =b).

Abychom dostali 4.6, musime odbourat "nebo g(z) = b”. K tomu poslouzi zbyld podminka:

Jestlize z podminky 3) je splnéno (b € Dy a f(b) = ¢), pak

g(x) =b= f(g(x)) = f(b) = c € H,,

jelikoz kazdé redlné c lezi ve svém okoli. Tedy (Vo € H, N Doy — {a})(f(g(z)) € H,).
Jestlize z podminky 3) je splnéno (3H;)(Vx € D,N H} —{a})(g9(x) # b), nevezmeme

k okoli H, pfimo okoli H, ziskané z 4.8, ale okoli H, definované jako prunik H} s okolim

ziskanym z 4.8. Pro x z takového okoli bodu a se nestane, aby g(z) = b, tedy opét lze

¢ast "nebo g(x) = b”vynechat. O
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Poznamka. Ptredpoklad 3) je pro platnost véty (a ne jenom pro spravnost dukazu)
podstatny. To dokladd nésledujici piiklad, ve kterém jsou splnény podminky 1) a 2),

neni vsak splnéna 3). Polozme

1 0
g(z) =0 prokazdé z € R a f(y)=1 pro y # 0,
2, proy=0.

Pak pro a = 1 dostaneme

b:ilgig(x) =0, c=limf(y) =1

y—0

Pritom f(g(x)) je funkce konstantné rovna 2, a proto

lim f(g(z)) =2#1=rc.

1

Pomoci véty 4.3.4 ted odvodime dvé dulezité limity.

Priklad 4.3.5. Do véty o limité slozené funkce zvolime

8|~

fly) =lny, gx)=(1+2x)=, a=0, b:lin(l)(l—i—x)i:e, c=limlny =Ine=1.
T

y—e
Jelikoz funkce f(y) = Iny je definovand v bodé b = e tak, ze f(b) = lne =1 = ¢, je

splnéna i podminka ) z véty 4.3.4. Proto plati

lim f(g(x)) = lim In ((1 +x)%) ~1.

z—0

Po uprave

lim In(1+ 2)
r—0 xX

=1.
Priklad 4.3.6. Do véty o limité slozené funkce ted zvolime

_In(1+vy) o B w1y o In(1+4y)
f) =T gla) =1 a=0, b=lm(e-1) =0, c= L T

=1.

Protoze e = 1 pouze pro x = 0, je pro libovolné okoli Hj; bodu 0 splnéno pro kazdé

x € Hf — {0}, ze g(x) = e” — 1 # 0 =b. Z véty o limité slozené funkce mame

In(14+e*—1
i D
x—0 e —1
Po tpravé dostaneme
.oet—1
lim =1.
x—0 x



Kapitolu limita funkce zakonc¢ime vétami, které jiz v modifikované formé zndme pro

vypocet limity posloupnosti.

Véta 4.3.7. Necht a € R a necht f,q jsou rediné funkce rediné proménné takové, Ze
existugi lim, f, lim, g a okoli H}, pro néz H}NDy—{a} =HND,—{a} =M.

1) lim, f <lim,g = (3H,)(Vx € H,NM)(f(z) < g(x)),
2) (Ve e M)(f(z) <g(r)) = lim, f <lim,g.

Diikaz. Oznaéme ¢ = lim, f a d = lim, g.

1) Protoze ¢ < d, najdeme disjunktni okoli H. a H, tak, ze

(Vy1 € He)(Vy2 € Ha)(y1 < 32)- (4.9)

Z definice limity nalezneme k témto okolim H., resp. H,; okoli H(gl), resp. 208 tak, ze
(vee HVND; —{a})(f(x) € H) a (Vo€ HP N D, —{a})(9(x) € Hy).

Polozime-li ted H, = H" N H® n H}, dostaneme pro kazdé x € H, N M, ze f(x) € H.
a g(x) € Hyq. Z 4.9 uz plyne, ze f(z) < g(x).

2) Dukaz sporem za pouziti bodu 1) je prenechan ¢tenéfi. O

Véta 4.3.8. Necht pro bod a € R a funkce f, g, h plati:

1) existuje okoli HY tak, e DyNHY —{a} = DyNH —{a} = D,yNH; —{a} = M,
2)  pro kazdé x € M je f(z) < g(x) < h(x),
3)  lim, f =lim, h = c.

Pak existuje i lim, g a je rovna c.

Drikaz. Zvolme libovolnou posloupnost (x,,) takovou, ze pro kazdé n € N je z,, € Dy—{a}
a jejiz limita je a. Z limz,, = a plyne, Ze od jistého ng pocinaje, je x,, € H}. Tedy podle
predpokladu 1) je az na kone¢ny pocet vyjimek x, € Dy—{a} asoucasné je z,, € D,—{a}.
Z Heineovy véty a predpokladu 3) plyne

lim f(xz,)= lim h(z,)=c.

n——400 n——+400

Podle predpokladu 2) pro kazdé n € N,n > ny, je

fxn) < g(xn) < h(wn).
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Véta o limité seviené posloupnosti ddva lim g(z,) = c¢. Tedy pro libovolnou posloupnost
(2,,) zvolenych vlastnostf jsme ukézali, ze limita posloupnosti funkénich hodnot (g(z,,))

je c. Podle Heineovy véty je to ekvivalentni s tvrzenim lim, g = c. O

Priklad 4.3.9. Geometrickd interpretace hodnoty sinz a tgz k danému thlu x na jed-

notkové kruznici nam da nerovnost!

0<sinz <z <tgxr pro x€ (O,g). (4.10)

Protoze sin x je licha funkce, mame —|z| < sinz < |z| prox € (—%, %) Jelikoz limg z = 0,

dostaneme z véty o limité absolutni hodnoty limg |z| = 0 a z véty o limité seviené funkce

limsinz = 0.
x—0

Na intervalu (—%, %) je cosx = v/1 — sin? z. Pfedchozi limita implikuje limg cos z = 1.
7, 4.10 dostaneme )
cosz < oL <1 pro = € (O, Z) . (4.11)
x

2
Jelikoz funkce cosz a S22 jsou sudé funkee, plati 4.11 také pro = € (—g, O). Opét z véty

T

o limité seviené funkce dostaneme

4.4 Spojitost funkce
Spojitost v bodé

Definice 4.4.1. Necht f je redlnd funkce redlné proménné a a € Dy. Rekneme, ze funkce

f je spojita v bodé a, kdyz
(VHy()) (3H,)(Vz € Dy N H,) (f(z) € Hyw)) -

O bodu a také tikame, ze je bodem spojitosti funkce f.

Protoze body a a f(a) jsou prvky R, je kazdé okoli H, tvaru (a — d,a + §) pro néjaké
kladné ¢ a kazdé okoli Hy(,y je tvaru (f(a) — ¢, f(a) + €) pro néjaké kladné e. Definici

17Zde se dopoustime jisté nediislednosti, pfesné odvozeni nerovnosti neni mozné prostiedky, které
mame k dispozici. K tomuto problému se vratime, az zavedeme pojem délka grafu funkce.

39



spojitosti 1ze proto ekvivalentné prepsat

(Ve > 0)(30 > 0)(Vz € Dy) (|Jx —a| <6 = |f(z) — fla)| <€) . (4.12)

Poznamky k definici:

1) Necht a € Dy je izolovanym bodem defini¢niho oboru, tj. (3HY)(Dy N H} = {a}).
V tomto piipadé ke kazdému Hy ) vezmeme okoli H, := H. Pak vztah v € Dy N H,
spliiuje jediné & = a, a proto automaticky f(x) = f(a) € Hy(,). Tedy kazdy izolovany
bod definiéniho oboru je bodem spojitosti.

2) Necht @ € Dy je hromadnym bodem defini¢niho oboru. Pak 4.12 je ekvivalentni se
zapisem, ze limita funkce f v bodé a je f(a). Je to sice banélni pozorovani, ale s dalezitymi

dusledky, proto je formulujeme ve tvaru véty.

Véta 4.4.2. Nechta € DyN\D’. Pak f je spojitd v bodé a prdvé tehdy, kdyzlim, f = f(a).

Piiklad 4.4.3. 1) Protoze lim, e” = %, je funkce f(z) = e* spojitd v kazdém redlném
bodé a.

2) Protoze lim,Inx = Ina pro a > 0, je funkce f(x) = Inx spojitd v kazdém kladném
bodeé a.

3) Protoze lim, sgn(z) = sgn(a) pro a # 0 a neexistuje limg sgn(x), je funkce f(z) =
sgn(z) spojitd v kazdém a # 0 a neni spojitd v bodeé 0.

4) Protoze lim,sinz = sina a také lim, cosx = cosa, jsou funkce sin a cos spojité v

kazdém reilném bodé a.

Véta 4.4.4. Necht [ a g jsou funkce spojité v bodé a. Pak funkce |f|, f g, f.g a /g
(pokud g(a) # 0) jsou funkce spojité v bodé a.

Dikaz. Tvrzeni ukazeme pouze pro soucet funkei; dukaz ostatnich tvrzeni je analogicky.
Kdyz a je izolovanym bodem Dy, , pak automaticky je funkce f + g spojitd v a. Kdyz
a je hromadnym bodem Dy, pak a € D} a soucasné a € Dj. Ze spojitosti funkef
f a g v bodé a plyne, ze lim, f = f(a) a lim,g = g(a). Z véty o limité souctu je
lim,(f + g) = f(a) + g(a). To ovSem znamend, ze funkce f + g je spojitd v bodé a. [

Véta 4.4.5. Necht g je funkce spojitd v bodé a, f funkce spojitd v bodé g(a). Pak funkce
fog je spojitd v bodée a.

Diikaz. 7 predpokladu plyne, ze a € Dyo4, proto ma smysl mluvit o spojitosti slozené
funkce v bodé a. Kdyz a je izolovanym bodem mnoziny Dy.,, pak je ziejmé tvrzeni

pravdivé.

/
fog*

g(a) je hromadnym bodem funkce f, pak ze spojitosti funkce f mame limgyq) f = f(g(a)).

Nyni predpokladejme, ze a € D Pak a € D a ze spojitosti je lim, g = g(a). Kdyz
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Pouzijeme vétu o limité slozené funkce, protoze i tieti predpoklad této véty je splnény
(konkrétné jeho druhd ¢ést). Celkové dostaneme lim, f o g = f(g(a)).

Zbyvé diskutovat piipad a € D, a g(a) izolovany bod D;. To znamend, ze existuje
okoli H, takové, ze Dy N Hy = {g(a)}. Protoze lim,g = g(a), je i limita zizeni
lim, g/p,0q = g(a). Tedy pro kazdé okoli bodu g(a), specialné i pro okoli H ., existuje
jisté okoli H, bodu a takové, ze pro vsechny hodnoty = € H, N Dy, padne g(x) do
Hy, N Dy = {g(a)}. To je mozné jen tak, ze pro jisté okoli H, bodu a je funkce g
konstantni na mnoziné H, N Dy, tj. g(z) = g(a). To ovsem znamena, ze funkce f o g je
na mnoziné H, N Dy, konstantné rovna f(g(a)), a proto lim, f(g(z)) = f(g(a)), tj. fog

je spojita v a. n

Piiklad 4.4.6. Funkci h(z) = 2% s definicnim oborem Dj, = (0, +00) lze napsat jako
h(z) = e Tedy h je slozena funkce h = f o g, kde f(y) = €¥ a g(z) = alnz. Jak
jsme uz ukazali, f je spojita na celém R a g je spojita v kazdém kladném bodé a. Proto

i funkce h(x) = x% je spojitd v kazdém kladném bodé a.

Definice 4.4.7. Rekneme, 7e funkce f je spojitd v bodé a zleva, resp. zprava, kdyz
lim,, f = f(a), resp. lim,_ f = f(a).

Piiklad 4.4.8. 1) Funkce f(x) = = — [z] je spojitd v kazdém bodé a € R — Z. V bodeé
a € 7 je funkce f spojitd zprava, neni vsak spojita zleva.
2) Funkce f(z) = sgn(x) je spojitd v kazdém bodé a # 0, v bodé 0 neni sgn spojita ani

zleva ani zprava.

Poznamka.

1) Spojitost funkce v bodé a zleva, resp. zprava je definovand pouze v piipadé, kdyz
a€Dyaac (DyN(a, —1—00))/, resp. a € (Dy N (—oo,a))/.

2) Kdyz a € Dy, a € (Dy N (a, +oo))l aa€ (DfN(—o0, a))l, je funkce f spojita v bodé
a tehdy a jen tehdy, kdyz je f spojita v bodé a zleva i zprava.

Poznamka.

Néekdy se zavadi pojem bod nespojitosti funkce. Definuje se takto: bod a € R, ktery

je hromadnym bodem D;, nazveme bodem nespojitosti funkce f, kdyZz a neni bodem

spojitosti funkce f, tj. bud a ¢ Ds nebo a € Dy, ale lim, f nenf rovna f(a).
Neékteré typy nespojitosti dostaly i svd jména:
i) Odstranitelnd nespojitost se nazyvéa takovy bod a nespojitosti funkce f, pro

ktery lim, f € R.

Napt. funkce f(x) = *2* mé v bodé 0 odstranitelnou nespojitost.

ii) Bod skoku se nazyva bod a € R, ve kterém existuji koneéné navzdjem ruzné limity
lim,, f alim,_f.

Napf. funkce f(z) = x — [x] m4 skok v kazdém a € Z.
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Existuji samoziejmé i jiné druhy nespojitosti. Napt. f(z) = % ma v bodé 0 limitu zprava
+00 a zleva —oo, bod 0 je proto bodem nespojitosti, ale neni to ani odstranitelnd nespo-
jitost ani bod skoku;

funkece f(z) = xiz ma v bodé 0 limitu +o0o, opét je to bod nespojitosti, ktery nepatii do

skupiny 1) ani ii).

Priklad 4.4.9. Pocet bodu nespojitosti dané funkce muze byt libovolné velky. Napf.
Riemannova funkce je spojita ve vSech iraciondlnich bodech, ale nespojita v kazdém

racionalnim bodé. Dirichletova funkce je nespojita v kazdém bodé.

Poznamka. Funkce f definovana a monotonni na néjakém uzavieném intervalu muze
mit podle véty 4.2.19 nespojitost pouze typu skok.
Vysettujme mnozinu skoku funkce f, ktera je rostouci na néjakém omezeném intervalu

(a,b). Pro rostouci funkei plati
lim f < liinf pro c € (a,b) a f(a) < hI_Elf, lli)mf < f(b).

Pro pevné n € N je bodu ¢, ve kterych je skok vétsi nez %, jenom konecné mnoho, jelikoz

f je omezend zdola konstantou f(a) a shora konstantou f(b). Tedy mnozina
. , 1
M, = {ce (a,b)| lim f > hmf+—}
c+ c— n

Mn> U {a, b}, je

podle véty 1.4.9 mnozina vSech skoktu funkce f na intervalu (a, b) nejvyse spocetné.

je konecnd. Protoze mnozina vSech bodu skoku je podmnozinou (UneN

Kazdy interval J lze vyjadrit jako nejvyse spocetné sjednoceni omezenych uzavienych
intervalu. Proto plati:

Funkce monotonni na intervalu md nejvyse spocetnou mnozinu bodi nespojitosti.
Spojitost na intervalu

Definice 4.4.10. Necht f je redlnd funkce realné proménné a J interval takovy, ze
J C Dy. Rekneme, ze funkce f je spojitd na intervalu J, kdyz zizen{ f/7 je funkce

spojita v kazdém bodé intervalu J.

Piiklad 4.4.11. Funkce f(z) = x — [z] je spojitd na intervalu J = (—1,0). Samotna

funkce f vSak neni spojita v bodé —1, jeji zuzZeni f,; je uz spojité i v bodé —1.

Véta 4.4.12. Necht f je funkce spojitd na uzavieném intervalu {(a,b) a necht plati
f(a).f(b) < 0. Pak existuje bod c € (a,b) takovy, Ze f(c) = 0.
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Dukaz. Bez ijmy na obecnosti predpokladejme, ze f(a) < 0 a f(b) > 0. Pro dukaz

pouzijeme tzv. metodu puleni intervalu. Rozpulime interval (a, b). Je-1i f (“TH’) =0, jsme

s dukazem hotovi. Je-li f (“T“’) # 0, vybereme pro dalsi krok ten z intervalu <a, GTH’>,

(",

oznacime (aq, by). Mdme-li jiz zkonstruovany interval (a;, b;) takovy, ze

b>, v jehoz krajnich bodech maji funkéni hodnoty ruznéd znaménka. Vybrany interval

zkoumame funkéni hodnotu v prumeéru ‘“T“” Znaménko funkéni hodnoty rozhoduje o dal-

Sim postupu takto:

b =0, polozime c:= %% a STOP
a; i b
kdyz f ( 5 ) >0, klademe a1 :=a;, by = 4fY,

a;+b.

< 0, klademe Ait1 = 5 £ bi—l—l = b;.

S konstrukei paru a;,b; prestaneme, pokud funkéni hodnota v pruméru je rovna O.
Nestane-li se tak pro zadné pfrirozené i, dostaneme dvé posloupnosti (a,)nen a (by)nen,
pro néz plati:
b—a o
Uy by € (a,b) , ap < apyy <bp1 <b, a b,—a,= 5w bro kazdé n € N.
Tedy obé posloupnosti jsou monotonni, omezené a vzdélenost mezi ¢leny téchto posloup-

nosti ma limitu 0. Proto maji obé posloupnosti stejnou konec¢nou limitu. Oznac¢me

c= lim a,= lim b, € (a,b) .
n—+o00 n—+oo

Ze spojitosti funkce f na intervalu (a,b) a z Heineovy véty plyne

f(c) = lim f(a,)= lim f(b,) .

n—-+o0o n—-+o0o

Z véty o nerovnostech v limitach a z 4.13 dostaneme

0> lim f(a,) = f(c)= lim f(b,) >0,

n—+00 n—+o00
coz implikuje f(c) = 0. O

Poznamka.

1) V predchozim dikazu jsme existenci ¢ demonstrovali tak, ze jsme popsali navod,
chcete-li algoritmus, jak ¢ najit. Takovému typu dukazu se iikd konstruktivni dukaz.
Popsany algoritmus se v praxi skuteéné pouziva na hledani korenu rovnice f(z) = 0.

2) Pro teseni nerovnic je dulezity tento dusledek véty:

Necht f je spojitd na intervalu J a necht pro kazdé = € J je f(z) # 0. Pak funkce f
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nemeéni v intervalu J znaménko, tj. bud pro kazdé = € J je f(x) > 0 nebo pro kazdé

x € Jje f(x) <O.

Véta 4.4.13. Necht f je funkce spojitd na intervalu J. Pak f(J) je interval nebo jedno-

prokovd mnozina.

Diikaz. Kdyz f(J) je jednoprvkova mnozina, jsme s dukazem hotovi. Uvazujme proto, ze
f(J) mé alesponn dva prvky. Chceme-li dokézat, ze f(J) je interval, musime ukézat, ze
libovolné redlné ¢islo z, které lezi mezi dvéma prvky mnoziny f(.J), také pati{ do mnoziny
7).

Necht y1,92 € f(J),y1 < y2 a necht z je libovolné pevné zvolené realné ¢islo, pro které
plati y1 < 2z < ys.

Definujeme funkci g : J +— R predpisem g¢(z) := f(z) — z pro kazdé =z € J. Tato
funkce je rozdilem funkce f, ktera je spojita podle predpokladu véty, a konstanty, ktera
je také spojitou funkei. Celkové tedy g je spojita na intervalu J. Protoze y1,y2 € f(J),
existuji x1,x9 € J tak, ze f(z1) = 11 a f(x2) = y2. To implikuje g(z1) =y —2 <0 a
g(x2) = yo — z > 0. Uvazujme uzavieny interval Jy, jehoz hranice tvoii body z; a ws.
Jelikoz g(x1).g(z2) < 0, existuje podle predchozi véty ¢ € Jy C J tak, ze 0 = g(c) =

f(c) =z, tj. f(c) = z. To znamend, ze z € f(J), coz jsme meli dokdzat. O

Poznamka. Matematici vyslovuji predchozi vétu heslovité ”spojity obraz intervalu je

interval nebo bod”.

Véta 4.4.14. Necht f je funkce spojitd na intervalu J = (a,b). Pak plati:
1) f(J) je omezend mnozina;

2) existuji ¢,d € (a,b) takovd, ze f(c) =sup f(J) a f(d) =inf f(J).

Dikaz. 1) Omezenost ukdzeme sporem. Necht napf. f(J) neni omezena shora, symbo-
licky (Vn € N)(3z, € (a,b))(f(zn) > n). Dostaneme tedy posloupnost (z,) omezenou
zdola ¢&islem a, shora c¢islem b. Jeji limes superior je tedy realné cislo. Oznacme [ =
lim sup z,,. Z posloupnosti (z,) lze vybrat posloupnost (zy,) tak, ze limxzy, = € (a,b).
Ze spojitosti funkce f v bodé f a z Heineovy véty dostaneme lim f(zx,) = f(3). Na
druhé strané ¢isla z,, byla nalezena tak, aby f(z,) > n, tj. lim f(x,) = +oo a tudiz i
limita posloupnosti (f(a:kn)) z ni vybrané je 400 - spor.

2) I tuto cast tvrzeni dokazeme sporem. Ozna¢me /5 = sup f(J). Z bodu 1) jiz vime,

ze B € R. Kvili sporu predpokladejme, ze

(Ve € (a,0))(f(x) <sup f(J) = f). (4.14)

Definujme funkci g predpisem g(x) := #(:c) Protoze jmenovatel je podle 4.14 kladny,

je tato funkce definovand a spojitd na celém intervalu J. Podle bodu 1) je g(J) omezena
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mnozina. Existuje tedy konstanta & > 0 tak, ze Vx € J je #(m) < k. Odtud plyne, ze

f(x) < B — 1 pro viechna z € J, coz uz je ve sporu s tim, ze 3 je sup f(J). O

Poznamka.

1) Druhou ¢ast predchozi véty lze heslovité vyslovit ”funkce spojitd na uzavieném in-
tervalu nabyva v ném svého suprema i infima”.

2) Uzavienost intervalu J je pro platnost obou ¢ésti predchozi véty podstatna. Kuptikladu
funkce f(x) = 1 je spojitd na intervalu J = (0,1), ale mnozina f(.J) neni omezend a f
nenabyva suprema ani infima na tomto intervalu.

3) Obraz intervalu J = (a, b) spojitym zobrazenim f je podle druhé ¢ésti véty (v piipade,
ze f neni konstantni funkce) interval (f(d), f(c)). Heslovité: "spojity obraz uzavieného
intervalu je uzavieny interval nebo bod”.

4) Spojity obraz otevieného intervalu muze byt interval libovolného typu. Napi. pro

funkci sin plati
sin((0,7/2)) = (0,1), sin((0,7)) = (0,1), sin((0,27)) = (—1,1).

Véta 4.4.15. Necht f je spojitd a prostda na intervalu J. Pak
1) f je ryze monotonni na J;

2) f/_J1 je spojitd na intervalu f(J).

Dukaz. 1) Predpokladejme kvuli sporu, ze f neni ani ostfe rostouci, ani ostte klesajici.
Funkce f je prostd, proto existuje trojice prvku xy, s, x3 € J takova, ze 1 < 19 < x3
abud fu1) < f(52) a f(z2) > f(zs) nebo f(1) > f(z2) a f(ws) < f(zs). Bes tijmy
na obecnosti predpoklddejme, ze nastal piipad f(x1) < f(x2) > f(x3). Zvolime z tak,
aby f(z2) > z > max{f(x1), f(x3)}. Protoze obraz intervalu (xy,xs) pii zobrazeni f je
interval, najdeme 7, € (x1,z2) tak, ze f(Z1) = z a obdobné najdeme Ty € (za,x3) tak,
ze f(Z2) = z. To znamend, ze pro ruzné body &) # o je f(Z1) = f(Z2) = z - spor

s prostotou funkce.

2) f/’J1 je tedy ryze monotonni, uvazujme napf. f/’J1 ostie rostouci. Pro dikaz spojitosti
funkce f/_J1 na intervalu f(J) staci ukdzat, ze lim, f/_J1 = f/_Jl(a) pro kazdé a € f(J).
Existence jednostranné limity lim, f/_Jl, resp. lim,_ f/_J1 plyne z véty o limité monotonni

funkce, kde jsme pro rostouci funkci ukazali
lim £ = sup{f; (2) | = € f(J) N (=00,a)},
respektive

lim £/} = inf{f7;(x) | = € f(J) N (a, +00)}.
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Z monotonie funkce f/_J1 plyne, ze lim,_ f/_J1 < f/_Jl(a), resp. f/_Jl(a) < lim,, f/_J1 Kdyby
napft. lim,_ f/f]1 < f/’Jl(a), pak by obrazem intervalu f(J) pfi zobrazeni f/’J1 nemohl byt
interval, a pritom vime, ze f/f,l (f(J)) = J - spor. Proto je lim,_ f/f,l = f/}l(a), resp.
lim, f/_J1 = f/_Jl(a), coz implikuje spojitost v bodé a. O

Stejnomérna spojitost

Uvazujme redlnou funkci redlné proménné, jejiz definiéni obor obsahuje interval J.

Spojitost funkce f na intervalu J lze zapsat takto:
(Vz € J)(Ve > 0)(30 > 0)(Va' € J)(|Jx —2'| <6 = |f(x)— f(2)| <e).

Kladné 9, které podle definice nalezneme, je obecné zavislé na € a x € J. Kdyz lze zvolit
univerzalni (stejné) 6 pro vSechna z € J, tedy § zdvislé pouze na e, mluvime o stej-

nomérné spojitosti. Presnéji:

Definice 4.4.16. Necht funkce f je definovand na intervalu J. Rekneme, Ze f je stejno-

mérné spojita na J, kdyz
(Ve > 0)(30 > 0)(Va, 2’ € J)(|lx — 2| <6 = |f(x)— f(2')] <e).

Poznamka. i) Stejnomérnéd spojitost je pojem svdzany s intervalem. Nemd smyslu
mluvit o stejnomérné spojitosti funkce bez udani intervalu. Jak vyplyne z dalsiho textu,
napf. funkce f(z) = 1 nenf stejnomérné spojité na intervalu (0,1), ale je stejnomérné
spojitd na (1, 2).

ii) 7 definice plyne, ze kdyz f je stejnomérné spojitd na intervalu J, pak je téz

stejnomérné spojita na kazdém podintervalu J; C J.

Piiklad 4.4.17. Funkce f(z) = x je stejnomérné spojitd na celém R. K libovolnému

kladnému e sta¢i polozit ¢ := . Platnost implikace
lz—2|<d=|f(x)— f(@)] =]z —2|<e=9

je pro kazdé z, 2’ € R ziejma.

Piiklad 4.4.18. Funkce f(x) = y/x je stejnomérné spojitd na (1, +00). Pii volbé ¢ := ¢
plati totiz pro x, a2’ > 1

|z — ']

|f(l')—f($/)|:\\/5—\/§|:m

<lz -2 <d=c¢,
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coz dokazuje stejnomérnou spojitost.
Priklad 4.4.19. Funkce f(z) = < nenf stejnomérné spojitd na (0,1). Abychom to
dokazali, musime ukazat

(3e > 0)(¥6 > 0)(Fa, o € (0,1))(|z — 2| <5 a E—i > o).

x/

Vezmeme-li za ¢ = %, pak pro libovolné 6 > 0 staci vzit jakékoliv z € (0,1/2), které je

mensi nez 0 a polozit ' = 2z, abychom dostali

1 1
v —2|=|r—2z|=|z|<d a ‘———
T

Véta 4.4.20. (Véta Cantorova) Funkce spojita na uzavieném intervalu {(a,b) je na

tomto intervalu spojitd stejnomérné.

Dikaz. Kvuli sporu predpokladejme, ze
(Fe > 0)(Vo > 0)(Fz, 2" € (a,b))(|lx — 2’| <0 a |f(z)— f(z")] > e).

Mame tedy pevné € a za ¢ postupné bereme 6 = 1,0 = %, 0= %, ... Pro kazdé takové

6 = 1 dostaneme par z,,, 2}, € (a,b) spliujici

o =l <= a ()~ Sl 2 e

Protoze ¢leny posloupnosti (x,,) lezi v intervalu (a, b), je i limes superior této posloupnosti
z intervalu (a, b). Lze tedy vybrat posloupnost (zy, ) tak, aby limxy, = 8 € (a,b). Jelikoz
|z}, — Tk, | < ﬁ, je i limita posloupnosti (zj, ) rovna 3. Funkce f je podle pfedpokladu

spojitd v kazdém bodeé intervalu (a, b), a tedy i v bodé /3. Z Heineovy véty proto dostaneme

lim fla,) = f(9) = lm_fg,) = lim (f(o,) = f@h,) =0

n—-400 n——+00 n—-+00

To je ale v rozporu s tim, Ze pro pevné ¢ je ‘f(Ikn) — f(a;ﬁcn)‘ > e pro kazdé n € N. [

Poznamka. Je-li funkce f stejnomérné spojita na intervalech J; a Js, jejichz prunik
J1 N Jy je neprazdny, pak funkce f je stejnomérné spojita i na intervalu J = J; U Js.

Dokéazeme si formalné toto ziejmé tvrzeni. Stejnomérnd spojitost f na J; znamena:
(Ve > 0)(30, > 0)(Va, 2" € J)(Jx —2'| < 6 = |f(x)— f(2')] <é).
Podobné stejnomérna spojitost funkce f na Jo znaci:
(Ve > 0)(F02 > 0)(Va, 2" € Jp)(Jx — 2| < 6 = |f(x)— f(2')] <é).
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Pro kladné ¢ polozime € = 5 a po nalezeni J; a dy z piedchozich vyroku staci polozit
d = min{dy, d2}. Nyni kdyz zvolime libovolné dva body z, 2" tak, ze oba patii do stejného

intervalu, feknéme J;, plati
lr—2|<0<é = |f(x)—f2)]<é<e.

Kdyz x, 2’ nepatii do stejného intervalu, najdeme bod p € J; N J, tak, aby p lezelo mezi

x a x’. Pro takové p dostaneme
|z —2'|<d =|zr—p/<d a |z’—p <.

Odtud
|f(x) = fp)| <& a [f(a)— fp)] <§,

coz implikuje
[f(@) = f@)] < [f(x) = F) + | f(2') = f(p)| <28 =e.

Piiklad 4.4.21. Funkce f(z) = /x je podle Cantorovy véty stejnomérné spojitd na
(0,1) a podle piikladu 4.4.18 také na intervalu (1,400). Z predchozi poznamky proto

plyne, ze f je stejnomérné spojitd na (0, +00).

Poznamka. Jsou-li funkce f a g spojité na intervalu J, jsou na tomto intervalu spojité i
funkce f. g a f+g. Je zajimavé zminit, Ze soucet dvou funkei stejnomérné spojitych na J
je opét stejnomeérné spojity (dukaz prenechdme ¢tendii), zatimeo soucin dvou stejnomérné
spojitych funkci uz nemusi byt stejnomérné spojity.

Piikladem takové situace je souc¢in dvou na R stejnomérné spojitych funkei f(z) = x a
g(z) = sinx. Ctendf af sim ovéif, ze funkce (f. g)(x) = xsinz nenf na R stejnomérné

spojita.

4.5 Derivace funkce

Definice 4.5.1. Nechf a € Dy N D}. Limitu (pokud existuje)

i 1@ = (@)

Tr—a T — Qa

nazveme derivaci funkce f v bodé a a znacime f'(a). Je-li f'(a) € R, ikame, Ze f je

diferencovatelna v bodé a.

Poznamka. f’(a) lze ekvivalentné zapsat

: . fla+h)—fla)
f(a) = lim - :

h—0
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Piiklad 4.5.2. Uvazujme funkci f(z) = b* pro b # 1,b > 0.

[ pr—a e(x—a) Inb __

-1
/ 1 _1: a __1a . - __ La
f(a)_glc}—m r—a _glv}—ﬂz b Tr — a b alcg% (x—a)lnb b b Inb.

Piiklad 4.5.3. Spocitejme derivaci funkce f(x) = Inz.

Inx —1 1 In2 1 l 1 1
Fla) = fim BEoine g LIng Ly htdo 1
T—a T —a x—a a 5_1 a y—0 Y a

Piiklad 4.5.4. Uvazujme funkci f(z) = sgn(x). Kdyz bod a # 0, pak na jistém okoli
bodu a je funkce konstantni, a proto je derivace v nenulovém bodé rovna 0. Ted uvazujme

bod a = 0. Zde

lim sgn(z) = sg(0) = lim — = +o.
20 x—0 20 |aj|

f’(a):{ 0 proa##0,

+o00 proa = 0.

Celkove lze zapsat

Piiklad 4.5.5. Pro funkci f(z) = |z je

.zl =l

f'(a) = lim

Tr—a r— a

= sgn(a) pro a # 0,

zatimco derivace v bodé 0 neexistuje.
Véta 4.5.6. Necht f je diferencovatelnd v bodé a. Pak f je spojitd v bodé a.

Diikaz.  Spocitejme limitu

tin ()~ f(@)) = i T ooy papo—o
Tedy lim, f = f(a), coz znamend, ze funkce f je spojita v bodé a. O

Poznamka.

1) V predchozi vété nelze zaménit predpoklad diferencovatelnosti v bodé a predpokladem
existence derivace v bodé a. Jak ukazuje priklad 4.5.4, funkce signum mé v bodé 0 derivaci
+00, ale neni v bodé 0 spojita.

2) Implikaci v pfedchozi vété nelze obratit. Napt. funkce f(x) = |z| je spojitd v bodé 0,

ale podle prikladu 4.5.5 derivace v bodé 0 neexistuje.

Definice 4.5.7. Limitu

i T@=S@ L @) = f@)
a4 Tr—a T—a— xr—a

pokud existuje, nazyvame derivaci funkce f v bodé a zprava, resp. zleva a znac¢ime

fi(a), resp. f'(a).
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Piiklad 4.5.8. Funkce f(z) = z — [x] mé v kazdém bodé a € Z
fila)=1 a [f'(a)=—occ.

Véta 4.5.9. Necht funkce f a g jsou diferencovatelné v bodé a. Pak

i) (fEg)(a) = f(a) £4(a), pokud  a € Djy,,
w  (fg)(a)= ( )-9(a) + f(a).g'(a),  pokud  a€Dj,
) ( ) (a) =L 92)2(5)( a)-g'(a) pokud  a € Dy DY, .

Diikaz. i) 7 definice derivace a véty o limité souctu dostaneme

(f+9)(a) = lim 9@ =(F+9)(@) _

-ty (LS AD I 4 g

Pro rozdil funkci je dukaz analogicky.

i1) Derivaci souc¢inu ziskdme nésledujicimi upravami:

J9)@) = (9)la) . [@)gle) = (a)gla) _

(f.9)'(a) = lim

i U@ = H@)g@) + @) (gl) ~ 9(@) _
= sfa iy HEE 0. £ -
= g(a).f'(a) + f(a).g'(a).

Pti apravach jsme vyuzili toho, ze diferencovatelnost funkce f v bodé a implikuje spojitost
v bodé a, tj. lim, f = f(a).
Dukaz véty pro derivaci podilu je obdobny a prenechame jej ¢tenari. O

Poznamka. V predchozi vété lze v nékterych ptripadech predpoklady zeslabit. Napf.
(f+9)(a) = f'(a)+4'(a), pokud f ma v bodé a derivaci a g je v bodé a diferencovatelna.

Véta 4.5.10. Necht g je diferencovatelnd v bodé a, f je diferencovatelnd v bodé g(a) a

necht a € D}Og. Pak slozend funkce f o g je diferencovatelnd v bodé a, pricemz plati

(fog)(a)=f'(g(a)).g'(a).
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Diikaz. Definujme pomocnou funkci

%((ag)(“)) pro y # g(a) ,
G(y) =
flol@)  pro y=g(a).

Funkci G jsme definovali tak, aby byla spojita v bodé g(a). Z véty o limité slozené funkce

dostaneme

lim G(g(z)) = lim G(y) = f'(9(a)) . (4.15)

za y—g(a)
Zde lim, g = g(a) plyne z diferencovatelnosti funkce g v bodé a. Pro vypocet derivace

slozené funkce si staci ted uvédomit, ze pro = # a je

1(90)-1(9@)  gt@)—g(a)
flg(x)) — f(g(a)) d@—gla)  °  a-a pro g(x) # g(a),

. 0 pro g(z) = g(a).

To 1ze souhrnné zapsat pro x # a jako

flg(x)) — flg(a)) _ G (g(x)) 9(z) — g(a) -

x—a  rx—a

Provedeme-li na obou stranach posledni rovnosti limitni prechod x +— a, dostaneme

s uzitim 4.15

(f o0 g)'(a) = tan 119 = /(9(@)

r—a T —a

= f'(9(a)).¢'(a),

coz jsme chtéli dokazat. O]

Piiklad 4.5.11. Protoze pro libovolné redlné a a kladné z lze psat 2 = e miuzeme
funkci h(x) = x* interpretovat jako funkei slozenou z funkei f(y) = €Y a g(x) = alnz.

Uzitim véty o derivaci slozené funkce a prikladu 4.5.2 a 4.5.3 dostaneme

1
W(a) =e*™"a - =a*a -~ =aa*" prokazdé a > 0.
a a
Véta 4.5.12. Necht f je spojitd a prostd na otevieném intervalu J a diferencovatelnd

v bodé xo € J, pricemZ f'(xog) # 0. Pak inverzni funkce f/_J1 je diferencovatelnd v bodé

yo = f(xo) a plati ,

(f/_Jl)I (4o) = Flme)

Diikaz. Pouzijeme vétu o limité slozené funkce, kde jako vnéjsi funkei bereme ¢(x) =

T—x0

T foy & Jako vnitini funkei ¢ (y) = f/’J1 (y) alimitu pocitame v bodé yo. O vnéjsi funkei
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vime z predpokladu, ze
. T — Zp 1
lim

w0 f() — f(zo)  f(0)

O vnittni funkci vime z véty o spojitosti inverzni funkce, ze

lim f7'(y) = f; (y0) = 0.

Y—Yo

Protoze je f/_J1 prostd, je f/_Jl(y) =+ f/_Jl(yo) pro y # 1. Jsou tedy splnény vSechny
predpoklady véty o limité slozené funkce, proto

. , f/}l(y) - f/}l(?/o) , f17 () — o 1
= lim = lim =
(f/‘] ) (%) Ty Y—Yo Y10 f(f/_J1 (y)) — f(zo)  f'(x0)

coz jsme chtéli dokézat. Poznamenejme, ze pii posledni upravé jsme vyuzili toho, ze

funkce slozend s funkei k ni inverzni je identita. O]

Priklad 4.5.13. Uvazujme funkci f(z) = sinz a interval J = (—%,%). V kazdém bodé

b € J je derivace funkce f(x) nenulovéd a rovna f’'(b) = cosb > 0. Oznaéme a = sinb €

(—1,1). Z predchozi véty dostaneme

(arcsin)’(a) = ! !

1
cosb /1 —gin?b V1-—a?
Protoze arcsinz + arccosx = 7, dostaneme po zderivovani, Ze

1
V1i—a?

Priklad 4.5.14. Také funkce arctg a arccotg splnuji vztah arctg z +arccotgz = 7, proto

(arccos)’(a) = —(arcsin)'(a) = —

sta¢i najit derivaci jedné z nich. Uvazujme funkci f(x) = tgz a interval J = (—%, %)
V kazdém bodé b € J je derivace funkce f'(b) = —53 > 0. Oznaéme a = tgb. Aplikaci
predchozi véty dostaneme

1 1

/ _ 27 _
(arctg)’(a) = cos“ b = T 1t a

Pouzitou rovnost cos® b = snadno odvodime:

_1_
1+tg2b

sin?b 1 —cos?b

tg?b = tg?b cos’b=1—cos’b = (1 +tg’h) cos’b=1.

cos? b cos? b

Pro prehlednost shrneme derivace elementarnich funkei, které jsme odvodili, nebo které

budou odvozeny ve cvicenich, do tabulky.
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flx) | f=x) pro
x® ax® ! a€eR, >0
b* b*Inb b>0 z€R
Inx % x>0
sin cos T reR
CoS T —sinx reR
tgx 0051250 reRx#5+kmkeZ
cotg x —SmIQx reRx#kn kel
arcsin x 11_962 x e (—1,1)
arccos | ——=— re(—1,1)
arctg x 1+1x2 reR
arccotg x ﬁ r€R

Ted ukéazeme, jak lze derivace pouzit pro vysSetfovani funkce. Zavedeme nejdiive

nékteré pojmy.

Definice 4.5.15. Rekneme, ze funkce f ma v bodé a
e lokalni maximum, kdyz (3H, C Dy)(Vx € H,)(f(z) < f(a));
e lokalni minimum, kdyz (3H, C Dy)(Vx € H,)(f(z) > f(a));
e ostré lokalni maximum, kdyz (3H, C Dy)(Vz € H, — {a})(f(z) < f(a));
e ostré lokalni minimum, kdyz (3H, C Dy)(Vx € H, — {a})(f(z) > f(a)).

Lokalni maximum a lokalni minimum spolec¢né nazyvame lokalni extrém.

Véta 4.5.16. Necht f md v bodé a lokdini extrém. Pak f'(a) = 0 nebo derivace v bodé a

neexistuje.

Diikaz. Kvuli sporu predpokladejme, ze derivace f'(a) existuje a je ruznd od 0. Necht

napft. f'(a) = lim, [@-J@) ~ (. 7 defince limity plyne existence okoli H, takového, Ze

r—a

(Vo € H, — {a}) (M >0> .

Tr—a

Tato nerovnost znamena pro kazdé x z okoli H,, ze
r>a = f(z)> f(a) a z<a = f(x)<f(a),

coz je v rozporu s tim, ze v bodé a je lokalni maximum nebo minimum. O

Tady metody pro vySetfovani funkce na chvili pferusime a budeme se vénovat velice
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dulezitym vétam o prirustku funkce. Ty nam pak pomohou mimo jiné dokazat véty o

vlivu derivace na monotonii funkce.

4.6 Veéty o prirtstku funkce

Véta 4.6.1. (Rolleova véta) Necht funkce f spliuge:
1) [ je spojitd na intervalu {(a,b);
2) f ma derivaci v kazdém bodé intervalu (a,b);
3) f(a) = 1),

Pak ezistuje ¢ € (a,b) tak, Ze f'(c) = 0.

Duiikaz. Protoze funkce spojitd na uzavieném intervalu je omezend, jsou sup f, inf f € R.
Kdyz sup f = inf f, je funkce na intervalu (a,b) konstantni a jeji derivace je rovna 0 ve
vSech bodech. Proto jako ¢ lze vzit libovolné ¢ € (a, b).

Uvazujme piipad inf f < sup f. Protoze funkce spojitda na uzavieném intervalu
nabyva svého infima a suprema, a protoze f(b) = f(a), musi suprema nebo infima nabyvat
uvnitf intervalu (a, b). Oznacme tento bod c. Protoze v bodé ¢ je lokélni extrém, je podle
predchozi véty f'(c) = 0. ]

Poznamka. Pomoci Rolleovy véty lze dokazat jeji ruzné modifikace pro neomezené in-
tervaly. Vhodné vsak musime upravit predpoklady. Napt. plati véta: Necht f je spojitd
na (a,+00), necht pro kazdé x € (a,+o00) ezistuje f'(x) a necht f(a) = lim f. Pak
ezistuje ¢ € (a,+00) takové, Ze f'(c) = 0.

Abychom takovou vétu dokazali, stac¢i definovat funkci

g(g:):{ f(tgz+a) pro z€(0,%),

lim, o f pro = 7.

Funkce g je spojitd na intervalu J = (0, 7/2), uvniti J ma derivaci

1
cos? x

g (z) = f'(tgz +a).

a navic g(0) = g(m/2). Podle Rolleovy véty existuje d € (0,7/2) takové, ze 0 = ¢'(d) =
f(tgd+ a).m, coz znamend, ze f'(tgd + a) = 0. Proto staci polozit ¢ = tgd + a.

Véta 4.6.2. (Lagrangeova véta, tzv. véta o prirustku funkce) Necht funkce f
splnugje:

1) f je spojitd na intervalu {(a,b);

2) f md derivaci v kazdém bodé intervalu (a,b).

Pak existuje ¢ € (a,b) takové, Ze
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f() — f(a)
b—a ’

Diikaz. Definujme funkei G(z) := f(x)— w (x—a). Tato funkce je spojita na (a, b),

ma derivaci v kazdém bodé x € (a,b) a navic G(a) = G(b) = f(a). Proto podle Rolleovy

() =

véty existuje ¢ € (a, b) tak, ze

0=G'(c) = f'(e) -
z ¢ehoz uz plyne tvrzeni véty. O]

Véta 4.6.3. (Cauchyova véta, tzv. zobecnénd véta o prirustku funkce) Necht
funkce f a g splniugi:

1) f a g jsou spojité na intervalu {(a,b);

2) v kazdém bodé x intervalu (a,b) existuje f'(x);

3) v kazdém bodé x intervalu (a,b) existuje ¢'(x) € R — {0}.

Pak existuje ¢ € (a,b) takové, Ze

Diikaz. Definujme funkci

F(x) == (f(z) — f(a))(9(b) — g(a)) — (g(x) — g(a)) (f(b) — f(a)).

Opét je funkce F' spojita na (a,b), mé derivaci ve vsech x € (a,b) a F(a) = F(b) = 0.
Podle Rolleovy véty existuje ¢ € (a,b) tak, ze

0=F'(c) = f'(c)(g(b) — g(a)) — g'(c)(f(b) — f(a)) ,

tj. f'(c)(g(b) — g(a)) = ¢'(c)(f(b) — f(a)). Nyni staci vydélit tuto rovnost &isly ¢'(c) a
(9(b) — g(a)) a dostaneme tvrzeni véty. Samozrejmé délit se nesmi nulou, &islo ¢'(c) je
nenulové pifmo podle predpokladu 3. Kdyby (g(b) — g(a)) = 0, pak z Rolleovy véty by
v néjakém bodé d byla derivace ¢'(d) rovna 0, coz by bylo v rozporu s predpokladem

véty. O

Poznamka. Lagrangeovu vétu ziskdme z Cauchyovy véty, kdyz za funkci g vezmeme

g(x) = z. Rolleova véta je zase specidlnim piipadem Lagrangeovy véty.
Na zaveér odstavce ukazeme jednu z aplikaci Lagrangeovy véty o prirustku funkce.

Véta 4.6.4. (Darbouxova véta) Necht pro funkci f a bod b € Dy plati:
1) f je spojitd v bodé b zprava;

2) existuje € > 0 takové, Ze funkce f je diferencovatelnd v kazdém bodé x € (b,b+¢);
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3)  existuje lim,, f'.
Pak funkce f md v bodé b derivaci zprava a plati
/ . /
£L8) = lim /(@)

Diikaz.  Zvolime bod x € (b,b+ ¢) a pouzijeme Lagrangeovu vétu o piirustku funkce na

interval (b, x). Podle této véty existuje bod ¢ = ¢(z) € (b, z) takovy, ze

fx) — f(b)

P f'(e(x)). (4.16)

Bod c¢ je zavisly samoziejmé na volbé x, zdpisem ¢ = ¢(x) vyjadiujeme tuto zavislost. Je
dulezité si uvédomit, ze vlastnost c(x) € (b, z) implikuje lim,, c¢(x) = b a ¢(x) # b pro
kazdé x € (b,b+¢€). To ndm umozni spolu s predpokladem 3) pouzit vétu o limité slozené

funkce. Z nf plyne, Ze lim, f'(c(z)) existuje a plati
lim f'(z) = lim f'(c(z)). (4.17)
by by
Poznamenejme, ze pro vétu o limité slozené funkce jsme dosazovali za vnéjsi funkei [ a
za vnitini funkeci c. Kombinace 4.16 a 4.17 uz dava nasi vétu. [

Poznamka. Obdobné tvrzeni lze vyslovit pro derivaci zleva, a tedy i pro derivaci

oboustrannou.

Piiklad 4.6.5. Necht f(x) = arcsin x. Tato funkce je spojita ve vsech bodech definiéniho
oboru Dy = (—1,1). Jiz jsme odvodili, ze pro z € (—1,1) je f'(x) = \/1177 Z Darbouxovy

véty plyne

F=1) = fi(=1) = lim ——— = 400 = lim ——b £(1) = F(1).

r——14 \/1—,172 xl—>171/1_l‘2:

Priklad 4.6.6. Tento piiklad demonstruje, jak je predpoklad spojitosti funkce f v bodé
b dualezity. Uvazujme funkei f(z) = sgnz a bod b = 0, ve kterém tato funkce neni spojita.
Jelikoz f'(x) = 0 pro kazdé = # 0, je limy f'(x) = 0. Ale f/(0) = +o0, viz piiklad 4.5.4.

Priiklad 4.6.7. Jesté se podivejme na funkci definovanou predpisem

2% sin %, kdyz x # 0;
flz) = }
0, kdyz x = 0.

Jelikoz limy f = 0, je funkce f spojita v bodé 0. Jeji derivace kromé bodu 0 je rovna

1 1
f'(x) = 2xsin — — cos — .
T T
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Je vsak ziejmé, ze limg f'(x) neexistuje. Darbouxovu vétu tedy nelze pouzit. To vsak

nebréni tomu, aby existovala derivace f’(0). Spoc¢itame ji z definice:

£(0) = tim 2 =10 2?sinl —

x—0 x—0 —0 x—0

4.7 Uziti derivace k vySetrovani funkce

Pomoci Lagrangeovy véty odvodime tti dulezitd tvrzeni. Prvni z nich davéa do souvislosti

znaménko derivace a monotonii funkce.

Umluva: Pro interval J oznatime J° = J — {sup J,inf J}, tj. JY je interval tvoteny

vnitinimi body intervalu J.

Véta 4.7.1. Necht f je spojitd na intervalu J a necht pro kazdé x € J° existuje f'(x).
o (VxeJ(f'(x)>0) <= [ jerostouci na J;

o (VxelJ(f'(x)<0) <= [ jeklesajici na J;

o (VzeJ)(f'(x)>0) = [ je ostre rostouci na J;
o (VxelJo(f'(x)<0) = [ je ostre klesajici na J;
o VxelJ(f'(x)=0) <= [ jekonstantni na J.

Dukaz. Dokazeme pouze prvni tvrzeni.

(=) Predpokladejme, ze derivace je nezdporna ve vsech vnitinich bodech intervalu J.
Abychom ukézali, ze funkce je rostouci, uvazujme libovolné y,ys € J, y1 < ys. Apli-
kujeme Lagrangeovu vétu na funkci f a interval (yi,ys). Existuje ¢ € (y1,y9) tak, ze
f'(e) = % > 0. Protoze jmenovatel y, — 1 je kladny, je f(y2) — f(y1) > 0, tj.
f(y2) > f(y1), coz jsme chtéli ukdzat.

(<) Pro spor predpokladejme, Ze funkce f je rostouci na J, a pfitom existuje bod xy € JY

takovy, ze f'(xg) < 0. Pak na jistém okoli H,, plati

f(@) — flxo)

<0 prokazdé x € H,, — {zo} . (4.18)
r — X9

Zvolme x € H,,,x > xo. Pak z 4.18 plyne f(x) — f(zo) < 0, a to je v rozporu s tim, ze f
je rostouci.

]

Poznamka. Ve vété 4.7.1 jsme pouze prvni, druhé a péaté tvrzeni vyslovili ve tvaru
ekvivalence. Poznamenejme, ze dalsi dvé tvrzeni vyslovit ve tvaru ekvivalence nelze, jak
doklad4 nésledujici piiklad: funkce f(x) = x® je ostie rostouci na celém R, avsak jeji

derivace neni kladnd na celém R, protoze f'(0) = 0.
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Poznamka. Bodum z € Dy, ve kterych je f diferencovatelnd, je prifazené realné cislo
f'(x). Toto prifazeni je samo o sobé redlnou funkei redlné proménné, kterou znacime f’ a
nazyvame derivace funkce f. Pro tuto funkci ma opét smysl zkoumat, ve kterych bodech
znacime f”. Opakovanym postupem lze definovat n-tou derivaci funkce f, kterou jesté
pro n = 3 znacéime ", ale pro vyssi n pouzivame znaceni f. Kvili zjednodusen{ zépisu
se ¢asto hodf ztotoznit funkei f a f(©.

Poznamka. Je zajimavé zminit, ze binomické koeficienty si zahraji ve vzorci (zvaném

Leibnizuv) pro vypocet n-té derivace souc¢inu dvou funkef:

o =35 (D)o

k=0

Dukaz matematickou indukei je jednoduchou aplikaci pravidla pro derivovani soucinu a

prenechame jej ctenafi.

Dalsi aplikace Lagrangeovy véty se tyka vysetfovani konvexnosti a konkdvnosti funkce.
Pro ¢tendre znalého pojmu konvexni mnozina lze zavést tyto pojmy takto:

Funkce f je konvexni na intervalu J, kdyz mnozina {(z,y)|z € Jy > f(x)} je
konvexni.

Funkce f je konkdvni na intervalu J, kdyz funkce —f je konvexni na J.

Abychom se nemuseli odvolavat na mozna neznamy pojem konvexni mnozina, definujeme

konvexnost a konkavnost pomoci nerovnosti.

Definice 4.7.2. Necht f je realnd funkce realné proménné a necht interval J je ¢asti
defini¢nfho oboru Dy.
1) Rekneme, Ze f je konvexni na intervalu .J, kdyz
x3) — f(x
(Y1, m0, 23 € J, 11 < T3 < x3) (f([l?g) < Jlas) = fla1) (o —x1) + f(:)sl)> :

T3 — I
2) Rekneme, ze f je konkavni na intervalu J, kdyz

f(x3) — f(z1)

(Vay, 9,23 € J, 11 < T3 < x3) (f(xg) >
Tr3 — X1

(13 — 1) + f(:}cl)) :

3) Rekneme, 7e f je ostie konvexni na intervalu J, kdyz

f(x3) — f(x1)

T3 — I

(9 — 1) + f(xl)) :

(Vo x9, 23 € J, 21 < 29 < T3) (f(xg) <
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4) Rekneme, ze f je ostie konkavni na intervalu .J, kdyz

fxz) — f(x1)

xr3 — T

(22— a0) + f(on) )

(Vxq, 29,23 € J, 21 < 29 < T3) (f(xg) >

Poznamka. Nerovnost

f(xs) — f(z1)

T3 — I

f(za) < (2o — 1) + f(21) (4.19)

v definici konvexni funkce 1ze geometricky interpretovat: Piimka prochézejici dvéma body
grafu funkee, a to body (z1, f(z1)) a (z3, f(z3)), mé rovnici
x3) — f(x
y:f( 3) f( 1>(l‘—£€1)+f(.%’1).
T3 — X1
Nerovnost 4.19 tedy iika, ze bod grafu funkce (952, f(:cg)) lezi pod tseckou spojujici body
(z1, f(z1)) a (z3, f(x3)) nebo na ni.

Poznamka. Pro body x; < 25 < x3 lze nerovnost 4.19 ekvivalentné prepsat dvéma

dalsimi zpusoby:

fwg) = fxr) _ flas) — fl2)

< (4.20)
To — X1 xr3 — T
nebo
flx) — flxy) < f(x3) — f(x2) _ (4.21)
To — I XT3 — T2

Libovolnou z téchto nerovnosti lze proto pouzit pro definici konvexnosti funkce.

Poznamka. Je-li f’(a) € R, nazyvame piimku o rovnici

y = f'(a)(x—a) + f(a)

tecnou funkce f v bodé a. Zminime ted zajimavou souvislost tecny a konvexnosti:
Necht f je ostie konvexni na intervalu J a necht f je diferencovatelnd v bodé xy € J.

Pak graf funkce f,; lezi nad tecnou funkce f v bodé o, tj.

f(x) > f(xo)(x — o) + f(x0) prokazdé x € J — {xo} .

Véta 4.7.3. Necht funkce f je spojitd na intervalu J a necht pro kazdé x € J° existuge
f'(z) € R.

o Je-li funkce f' rostouci na J°, pak je funkce f konverni na J.

o Je-li funkce f' klesajici na J°, pak je funkce f konkdvni na J.

o Je-li funkce f' ostre rostouci na J°, pak je funkce f ostre konvexni na J.

o Je-li funkce f' ostre klesajici na J°, pak je funkce f ostre konkdvni na J.
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Diikaz. Dokazeme pouze prvni tvrzeni. Uvazujme tii libovolné body z intervalu J, body
r1 < me < x3. Vyuzijeme opét Lagrangeovu vétu, tentokrdte pro uzaviené intervaly

(w1, x9) & (X2, x3). Existuji tedy body ¢; € (z1,x2) a ca € (2, 23) takové, ze
f(ws) — [(2)

f(x2) — f(x1) Fles) = .

T2 — X7 T3 — T2

f'(er) =
Protoze ¢; < x5 < ¢ a funkce f’ je rostouci na J°, dostaneme

f(z2) — f(z1) < f(x3) — f(x2)

To — X1 T3 — T2

fler) = = f'(c2).

Dostali jsme tak nerovnost 4.21, ktera jiz implikuje konvexnost funkce.

Zbylé tvrzeni se dokazuji analogicky. O]

K tomu, aby funkce f’ byla monotonni, jak to vyzaduje predpoklad predchozi véty,

staci, aby jeji derivace, tedy f”, neménila znaménko na J°.

Diusledek 4.7.4. Nechf f je spojitd na intervalu J a necht pro kazdé x € J° existuje
P ().

o Je-li f"(x)

o Je-li f"(x)

()

()

> 0 pro kazdé x € J°, pak f je konvexni na J.
<0 pro kazdé x € J°, pak f je konkdvni na J.
o Je-li f"(x) >0 pro kazdé x € J°, pak f je ostre konvexni na J.

o Je-li f"(x) <0 pro kazdé x € J°, pak f je ostre konkdvni na J.

Otazkou je, jak nutné pro konvexnost, resp. konkavnost funkce jsou predpoklady véty

4.7.3, tj. diferencovatelnost funkce a monotonie derivace. Na to dava odpoved dalsi véta.

Veéta 4.7.5. Necht funkce f je konvexni mebo konkduvni na intervalu J. Pak pro kaZdé
a € JO plati, Ze existuji f' (a) € R a f' (a) € R. Navic je-li f konvezni, jsou funkce f' (x)

a f(z) na J° rostouct; je-li f konkdvni, jsou funkce f(z) a f'(z) na J° klesagici.

Diikaz. Protoze pro libovolnou funkci g plati, ze g je konvexni na J, pravé kdyz —g je
konkévni na J, stac¢i vétu dokazat pouze pro konvexni funkce.

K danému bodu a € J° najdeme pevné K € J° tak, aby K < a. Uvazujme dva
libovolné body x,y € J, a < x < y. Protoze funkce f je konvexni na J, plati nerovnost

4.20 i pro trojici bodu a < z < y, tj.

flx) ~ fla) _ f) = fla)
r—a B Yy—a

To ale implikuje, ze funkce
ey = 10 =10



je na intervalu J N (a, +00) rostouci. Z véty 4.2.19 a jejiho dukazu plyne, Ze existuje

lérll F(x)=inf{F(z) | z € JN(a,+00)} .

Aplikujme ted nerovnost 4.21 na trojici bodu K < a < x. Dostaneme

fla) — f(K) < fle) — fla)

a— K T —a

fla)—f(K)

——, atedy limita lim,, F'(z)

To znamend, ze funkce F'(x) je omezend zdola konstantou

je konecna. 7 definice derivace proto mame
fi(a) = ligrn F(z) e R.

Abychom dokdzali, ze funkce f’ (x) je rostouci na J°, uvazujme a,b € J° a < b.
Zvolme libovolné z,y € J tak, aby a < < b < y. Pouzitim nerovnosti 4.20 na body
a < x < b a nerovnosti 4.21 na body a < b < y dostaneme

F@)— 1@ _ f0) - fla) _ f@)— 5B
r—a ~ b—a T y—b

Protoze predchozi vztah plati pro libovolné y > b,y € J, je

Fi(b) = inf{—f<yy) — l]:(b) | yeJy> b} > —f<b2:£<a) :
Na druhé strané
f;(a):inf{w | a:’EJ,x>a} gw.

Celkove tedy
fi(a) < f.(b) prokazdé a,be J°, a<b.

Diukaz existence derivace zleva a jeji monotonie je analogicky. n

Disledek 4.7.6. Funkce konvexni, resp. konkdvni na intervalu J je spojitd v kaZdém
bodé a € J°.

Diikaz. Podle véty 4.7.5 v kazdém bodé a € J existuji konecné derivace f’ (a) a f’(a).
To zarucuje spojitost f v bodé a zprava i zleva, viz 4.5.6. Tedy f je v bodé a spojita. [J

Poznamka. Konvexnost ani konkavnost funkce na J nezarucuje existenci f’(a). Napf.
funkce f(z) = |z| je konvexni na R, v bodé 0 vSak f neméd derivaci.
Spojitost funkce konvexni nebo konkavni na J je zarucena pouze uvnitt intervalu. Napf-.

funkce f(z) = x — [z] je konkavni na intervalu (0, 1), neni vSak v bodé 1 spojita.
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Poznamka. Nechf funkce f je konvexni na intervalu J. Snadno se ukaze, ze
f.(a) < fia) < f.(b) prokazdéa,be J%a<b.
Z monotonie funkce f’ (x) proto plyne, ze
f(a) < fi(a) < 1;21 . prokazdéac J°. (4.22)

Z poznamky za piikladem 4.4.9 plyne, ze funkce f° ma na intervalu J nejvyse spoc¢etnou

mnozinu bodu nespojitosti. Oznacme ji M. Spojitost funkce f’ ovsem znamenad, ze plati
fi(a)zlirffl* proac J— M.

To spolu s nerovnosti 4.22 jiz implikuje, ze
flla) = fila) proa€J—M,

a tedy existenci derivace funkce f v bodé a. Celkové lze tict:
Funkce konvexni na intervalu J je diferencovatelnd v kaZdém bodé J aZ na spocetné

mnoho vijjimek.

Poznamka. Predpokladejme, Ze f je funkce konvexni na intervalu J. Zvolme libovolné
dva riazné body x,y € J a mezi nimi lezici prumér 22, Dosadime-li do definice konvex-

nosti za x1 = x < x5 := %ﬂ’ < x3:=y , dostaneme

(Fary e d o 4y) (f<x+y)<f($)+f(y)>’ (4.23)

2 - 2

coz znamena, ze pro konvexni funkci plati:
”Funkéni hodnota pruméru je mensi nebo rovna pruméru funkénich hodnot.”
Pro konkavni funkci lze podobné odvodit, ze

”Funkéni hodnota prumeéru je vétsi nebo rovna pruméru funkénich hodnot.”

Aplikujme tyto nerovnosti na konkrétni funkce. Poznamenejme, ze pro ostie konvexni,
resp. ostie konkavni funkce dostaneme ostré nerovnosti.
Jelikoz funkce e ma druhou derivaci e”, ktera je kladna pro vsechna x, je funkce e” ostie
konvexni. Nerovnost

zty < e’ + ey
2
2

e

proto plati pro libovolna realnd cisla x # y.

Funkce In x ma druhou derivaci —x% zapornou pro kazdé kladné z, proto je funkce Inz
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ostte konkdvni. Pro x,y > 0,z # y tedy mame

r+y - Inz+Iny
2 2 '

In

Poznamka. 7 toho, ze je f konvexni, jsme odvodili vlastnost 4.23. Je velice zajimavé,
ze 1ze dokazat i obracenou implikaci, totiz ze kazda spojitd funkce f, ktera vyhovuje 4.23,

je uz nutné na intervalu J konvexni.

Nésledujici definice nam umozni zptesnit predstavu o grafu funkce.

Definice 4.7.7. (definice asymptoty)

1) Necht a € R, a € Dy. Rekneme, ze funkce f mé v bodé a asymptotu z = a, kdyz
lim,, f nebo lim,_ f existuje a je rovna 400 nebo —oo.

2) Necht +oo € D}, resp. —oc0 € D Rekneme, ze piimka y = kz + ¢ je asymptotou
funkce f v +o0, resp. v —o0, kdyz

lim (f(z)— (kx+q)) =0, resp. lim (f(z)— (kz+q))=0.

T—>-+00 TH>—00

Zkoumejme, jaké vlastnosti musi mit k£ a ¢, aby ptimka y = kx + ¢ byla asymptotou
vV +00.

7 definice asymptoty plyne, ze

0= lim W —rta (M—k) ke tm 1®)

T—+00 T T—>+00 T T=t+oo T

Tedy existence konecné limity & = lim, % je nutnou podminkou existence

asymptoty. Majice k, dostaneme opét z definice asymptoty podminku na ¢:

g= lim (f(z)—kz) € R.

T——+00

Na druhé strané, existuji-li limity

k= lim MGR a ¢= lim (f(z) —kz) €R,

=400 I TH>—+00
pak ztejmé primka y = kx + g je asymptotou funkce f v +00. Podobny zaveér lze vyslovit

pro asymptotu funkce v —oo.

Poznamka. U asymptoty y = kx + ¢ v 400 nebo v —oo se muzeme ptat, z jaké strany
se funkce f k této primce priblizuje. To muzeme vycCist z konvexnosti, resp. konkdavnosti

funkce na okoli prislusného nekonecna, jak to dokazuje nasledujici tvrzeni:

Necht funkce f je konvexni na intervalu (a,+00) a necht primka y = kx+q je asymptotou
funkce f v +o00. Pak
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o bud f(x) > kx+q prokazdé =z € (a,+00),

e nebo existuje ag > a tak, Ze f(x) = kx + q pro kazdé x > ay.

Nejdrive ukazeme, ze predpoklad konvexnosti a existence asymptoty zarucuji, ze

f(z1) — f(zo)

pro kazdé x1 > x9 > a je <k. (4.24)
1 — X
Ukazeme to sporem. Necht pro néjaké x, > xg plati
fe) ~ fa) _
1 — X
Jelikoz
i J@=@0) @)= fan/fa _ L fa)
T—~400 xr — X T—400 1— J,‘O/x r—+oo I

existuje xo > xy takové, ze

f(x1) = f(xo) - f(x2) — f(w0)

1 — X To — X

Y

a to je ve sporu s konvexnosti funkce f.
Ted k samotnému tvrzeni. Predpokladejme, ze existuje a; > a takové, ze f(a;) <
kay 4+ q. Polozme € := ka; + g — f(ay) > 0. Protoze

lim (kz+q— f(z)) =0,

T—+400

existuje as > a; takové, ze

kas +q— f(az) <e=kay +q— f(a1) .

flaz)=f(a1)

oa, » COZ je ve sporu s 4.24. Odvodili jsme tedy, Ze pro

Upravou dostaneme k <
kazdé x > a plati

flx) > kx +q.

Déle predpoklddejme, ze existuje by > a takové, ze f(by) = kb; + ¢ a necht existuje
by > by, ze f(by) > kby + q. To ale znamend f(by) — kby —q > 0 = f(by) — kb — q. Po
uprave k < %, a to je opét spor s 4.24. Tedy jakmile se jednou graf funkce f
dotkne asymptoty v bodé by, lezi na asymptoté kazdy dalsi bod (b, f(b)) grafu funkce pro

b > by. Tim je celé tvrzeni dokazano.

Prubéh funkce

P1i vysettovani prubéhu funkce zkouméme:

1. defini¢ni obor funkce f, pruseciky grafu s osami, sudost, lichost, periodicitu;
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2. spojitost, body nespojitosti, existenci asymptot;
3. existenci derivace f’, monotonii funkce, lokdlni a globalni extrémy;
4. existenci f”, konvexnost a konkavnost.

Pomoci ziskanych vysledku pak nacrtneme graf funkce (pokud je funkce f ”rozumna”).

Priiklad 4.7.8. VysSetreme funkci
f(z) = V322 — 23

1. Tteti odmocninu lze pocitat z libovolného realného ¢isla, proto je Dy = R.

x = 0 implikuje f(x) =0, f(x) = 0 implikuje x = 0 nebo x = 3. Pruseciky s osami jsou
proto body (0,0) a (3,0).

Prusecéiky s osami vyluéuji sudost, lichost i periodi¢nost funkce.

2. Funkee f je ziejme spojitd ve vSech bodech svého definiéniho oboru. Jelikoz 00 € D7,

ma smysl zkoumat asymptoty f v obou nekone¢nech.

3 2 _ 3 %
k= dim AW = o V3T <§—1) — 1,

r—+oo r—r+oo €x r—to0

g= lim (f(z) —kz)= lim V32?223 +z=1.

T—F00o r—300
Piimka y = —x + 1 je tedy asymptotou funkce f v +00 a zaroven v —oo.

3. Pro derivaci funkce f plati

(322 — 2°)~%3(2z — 2?) pro x # 0,3,
fl(x) =< —o0 pro = =3,

neexistuje pro x = 0.

Poznamenejme, ze jednostranné derivace funkce f v bodech 0 a 3 lze spocitat pomoci
Darbouxovy véty. Oboustranna derivace v bodé 0 neexistuje, protoze

F10) = Jim fe) =00 a [1(0) = lim f(z) = +oo.
Kandidéti pro lokalni extrém funkce jsou tedy body 0 (derivace neexistuje) a 2 (derivace
rovna 0). Jedna-li se skutecné o extrém, zjistime z chovani funkce f v okoli téchto bodu.
Snadno vysetiime znaménko f’; a tedy typy monotonie:
pro x € (—00,0) je f'(z) <0, proto f je ostie klesajici na x € (—o0,0),
pro x € (0,2) je f’(x) > 0, proto f je ostie rostouci na x € (0, 2),
pro z € (2,+00) je f'(z) <0, tedy f je ostie klesajici na x € (2, +00).
Bod 0 je bodem lokalntho minima, v bodé 2 je lokalni maximum. O globalnich extrémech

nema smyslu mluvit, protoze limi,, f = Foo, coz spolu se spojitosti funkce f na R

115



znamend, zZe obor hodnot H; = R.

4. Druhou derivaci mé smysl pocitat pouze v bodech, kde f’(x) existuje a je kone¢n4, tj.
v bodech = # 0, 3. Pro tyto body plati

Zkoumanim znaménka f”(z) dostaneme:

pro x € (—o0,0) je f"(z) < 0, proto je f konkdvni na (—o0,0),

pro z € (0,3) je f"(x) < 0, proto je f konkdvni na (0, 3),

pro x € (3,+00) je f(x) > 0, proto je f konvexni na (3, +00).

Z poznamky za definici asymptoty muzeme pro znazornéni grafu funkce tict, ze graf
funkce se pro dostatecné velka x blizi k pfimce y = —x + 1 shora a pro x — —oo se graf

funkce f blizi ke stejné primce zdola. Graf funkce je zndzornény na nésledujicim obrazku.

4.8 L’Hospitalovo pravidlo

V této kapitole vyslovime a dokdZeme dalsi znamé pravidlo pro vypocet limit.? Dikaz je

opét aplikaci véty o prirustku funkce.

2Roku 1696 se objevila prvé uéebnice diferencidlniho a integralnfho poétu Analyse des infiniment
petits markyze de ’'Hospitala. Kniha uz obsahovala toto pravidlo.
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Véta 4.8.1. Necht pro funkce f a g a bod b € R plati
1) lim, f =limpg =0 nebo limy |g| = 400,
2) (3H,) (Hb —{b} C Dy/yN Df,/g,);
3) existuje limy, %.

f

b i
9

Pak existuje lim,, Y

a plati limb§ = lim,
Poznamka. Obdobné tvrzeni plati pro lim,, § a lim,_ § za predpokladu prislusné upra-
venych pro pravé, resp. levé okoli bodu b.
Dikaz. Nejdiive uvazujeme b € R. Dukaz provedeme pro pravostranné limity, pro levo-
stranné limity je diukaz analogicky.

A Dukaz je velice jednoduchy, kdyz z podminky 1) plati prvni ¢ast, tedy ve verzi
pro pravostranné limity lim,, f = lim,, g = 0.
Dodefinujme, popiipadé predefinujme funkce f a g v bodé b tak, aby byly v tomto bodé
spojité, tj. polozme f(b) := 0 a g(b) := 0. Predpoklad 2) tikd , ze funkce f a g jsou
diferencovatelné na jistém pravém okoli (b, b+ ) bodu b a navic ¢’(x) # 0 pro kazdé x v
tomto okoli. Z toho plyne, ze f a g jsou spojité na (b, b+ 9).

Nyni uvazujme libovolné x € (b,b+¢) a aplikujme Cauchyovu vétu o prirustku funkce

na interval (b, x). Dostaneme existenci bodu ¢ = ¢(x), pro néjz je b < ¢(x) < = a navic

f'le(@)) _ fla) = fb) _ f(x)
glc(x))  glx)—gb)  glz) (4.25)

Z véty o limité seviené funkce plyne, Ze lim;, ¢(x) = b. Z véty o limité slozené funkce a

z predpokladu 3) dostaneme

L) )
zby g'(c(x))  amby ¢(z)

coz spolu s 4.25 uz dava tvrzeni véty.

B Diskutujme ted piipad, kdy z piedpokladu 1) je splnéno lim,, |g| = +oo.
Uveédomme si, ze predpoklad 2) implikuje, ze funkce g je na jistém pravém okoli (b, b+ J)
prostd. Kdyby totiz pro néjaké ruzné body zi,29 € (b,b + ) platilo g(z1) = g(x2),
existoval by podle Rolleovy véty bod z € (b, b+ 9) tak, ze ¢'(z) = 0, coz by byl spor s 2).

Protoze funkce g je prostd a spojitd na (b,b+ d), je g ryze monotonni na (b, b+ 9).
Monotonie ovSem vynucuje existenci limy g. Z druhé ¢ésti predpokladu 1) dostaneme
lim,, g = 400 nebo lim,, g = —oo. Bez 1jmy na obecnosti piedpokladejme lim;, g = +oo.

V tomto pifpadé musi byt g klesajici na (b, b+ 9).

Vezméme libovolnou posloupnost (z,,) takovou, ze
— pro kazdy index n € N je x,, € (b,b+ 6);
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— posloupnost (z,,) je ostie klesajici a lim x,, = b.
Aplikujeme Cauchyovu vétu o piirustku funkce postupné na intervaly (x,.1,z,). Pro

kazdé n € N tedy existuje y, € (41, 2,) tak, ze

Protoze limy,, = b, dostaneme z Heineovy véty a predpokladu 3)

f'(yn) . f(x)

lim = lim .
n——+o00 g’(yn) by g/(:l:)

(4.26)

Jelikoz g je klesajici na (b,b 4+ §) s limitou lim,, g = +00, je posloupnost (g(wn)) ostie

rostouci s limitou +o0o. Lze tedy pouzit Stolzovu vétu. Z ni a ze vztahu 4.26 dostaneme

lim _f(xn) = lim f'(z)

wtee g(2,)  oobs (@)

pro kazdou posloupnost (z,) ostte klesajici k b.

Kdyby posledné napsané tvrzeni platilo pro libovolnou posloupnost (z,) blizici se k b,

byli bychom podle Heineovy véty s diukazem hotovi. My jsme ovSem uvazovali pouze

klesajici posloupnosti (z,,). Proto ndm Heineova véta iika pouze to, ze pokud by lim,, 5
hid

g’

g neexistuje. Podle Heineovy véty existuje posloup-
nost (z,) takovd, ze z, — b, z, € (b,b+9) a

existovala, musela by byt rovna lim,,

Predpokladejme pro spor, Ze limy,,

!/
im 25 5 i L
n>-+0o g(zn) by g
Vybereme z posloupnosti (z,) ostie klesajici posloupnost (z,) takto: k; := 1, a pro

prirozené n > 2 klademe

kp:=min{k e N| k>k, 1 a 2z, <z, ,}.

Méme tedy klesajici posloupnost (zy, ), kterd ma za limitu b a pritom lim % je rovna

p # limy, ?, coz je ve sporu s tim, co jsme pro klesajici posloupnosti ukazali.

Zbyvéa dokazat ’'Hospitalovo pravidlo pro pifpad, kdy b € R — R. Uvazujme b = 400
(pripad b = —oo je analogicky). Predpoklad &), véta o limité slozené funkce a uz dokdzana

cast ’'Hospitalova pravidla zarucuji existenci nasledujicich limit a rovnosti mezi nimi:
f(z)

; = ) = II(I)l = l%l = .
z—+o00 ( (x) y—04 g/ <§> y—04 <_i2> g/ (l) y—04 g <l> T—>—+00 g(:L’)

Y Y Y
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Vyuzili jsme toho, ze derivace funkce f(1/y) je rovna —y% f'(1/y) a obdobné pro funkci
g. O

Poznamka. Variantou dukazu, ktery jsme uvedli, jsme chtéli zduraznit souvislost 'Hospi-
talova pravidla a Stolzovy véty. Jiny dikaz I’Hospitalova pravidla bez pouziti Stolzovy

véty lze najit napt. v [4], [3].

Priklad 4.8.2. Pocitejme limitu

lim zlnz .
[L’>—>0+

Abychom mohli pouzit I’'Hospitalovo pravidlo, musime nejdiive ze soucinu vytvorit podil,

a pak derivovat.

Inx 1
lim zlnz = lim —— = lim —% = lim (—2) =0
LB!—>0+ nm—)0+ ; (D—)0+ _.’Z_Q [L’>—)0+
Priiklad 4.8.3. Pro kazdé p € R ukédzeme, ze
: e’
lim =400 .
400 P
Kdyz p < 0, pak rovnou vidime, ze limita je +oc.
Pro p € (0,1) dostaneme z I’'Hospitalova pravidla
lim = lim .
+oo P +o0 pl’p—l

Druha limita ma uz exponent u x mensi nebo roven 0, a prevedli jsme tak vypocet limity
na predchozi ptipad. Limita je tedy +o0.

Pro libovolné kladné p lze postupné aplikovat 1'Hospitalovo pravidlo (p krat v piipade,
ze p € N a [p| + 1 krat, kdyz p ¢ N), az posledni limita bude trividlné rovna +oc.

Nésledujici dva priklady ukazuji, ze I’'Hospitalovo pravidlo neni univerzalni navod na

vypocet limit.
Priklad 4.8.4. Spocitejme limitu

. et +e®
lim ——

z—>+o00 e — e 7T

nejdiive jednoduchym zusobem: z limity typu 2 ziskdme vyndsobenim citatele i jmeno-

vatele vyrazem e~ urcity vyraz

) e + et ) 1_'_ e—?:c
lm —— = lim —=1.
z—+oo e¥ — e~ ¥ r—+00 1 — 2%

Chceme-li vSak pouzit na vypocet limity I’'Hospitalovo pravidlo, budmeme muset spocitat
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limitu podilu derivaci
x

) et —e”
lim —— .
z—+o00 e 4+ e~ %
Jedna se o limitu pfevracené hodnoty stejné funkce. Je proto jasné, ze zde nemda smysl

I’Hospitalovo pravidlo pouzit.

Priklad 4.8.5. Rovnéz limitu

. T+ sinz
im —
rz—+00 I + COS T

lze ziskat primo po jednoduché upraveé
T +sinx o 1+ %

lim —— = lim
T—+00 T + COS X z—+oo 1 +

cosT
xT

~ o 7 . . . + . ./, ’ ~ ~ 7 ) . . .
I kdyz puvodni limita je typu 22, nelze na jeji vypocet pouzit I’'Hospitalovo pravidlo:

podil derivaci
1+ coszx

1 —sinzx

nesplinuje predpoklad 2) I'Hospitalova pravidla, ani neexistuje

. 1+ coszx
lim — .
z—+oo 1] —sinx
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