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Predmluva

Tato sbirka piikladi z matematické analyzy vznikla ptivodné jako material pro cvicici
tohoto predmétu. V prvni fazi se o jeji vznik nejvice zaslouzil Michal Kozdk, ktery
spolec¢né s Ondrou Partlem, Katkou Henclovou, Mirkem Koldfem a Davidem Celnjym
vytvorili kostru sbirky - tj. zadani tficeti prikladt pro kazdy tyden. V dalsi fazi byla
tato sbirka rozsifena o vzorové reseni vSech prikladt, v tomto bodé patii nejvétsi kredit
Tomasi Smejkalovi, ktery odvedl zdaleka nejvice prace a spole¢né s Jakubem Kofenkem,
Petrem Gaélisem, Janou Vackovou a Zuzkou Szabovou nakonec i pfes mnohé tuskali a
neshody, pfi kterych nékdy takika tekla krev, sbirku dokoncili. Vzhledem k obsahlosti
materidlu se bohuzel nepodafilo odstranit veskeré preklepy a drobné chyby - jakozto
posledni spravce této sbirky, se kterou uz se pro ptivodni i¢el nepocita, predavam sbirku
do rukou studentd a prosim je, aby tento posledni tikol dokonc¢ili za nas. Pevné véfim, ze
prace nas vsech, co jsme se na sepsani sbirky podileli, bude ztiro¢ena v podobé brilantnich
vysledkl studentti u zkousky prvacké jadernacké analyzy.

1. zari 2022 Jakub Korfenek



1 Prvni tyden

1.1 Pfipravny tyden
Piiklad 1.1 Sectéte S (ak +b), kde a,b€ C, a > ¢*, kdeqe C aq#1 a q #0.
k=1 k=0

1— anrl
+nb, T )

(n+l)

(Resent: a~"52"
Postup %esem

n

Zak‘—l—b Zak+2b—a2k+b§:1—an+ Ln + nb.

k=1

V pripadée geometrické posloupnosti oznacime
n
Sp = Z ¢~
k=0
Tuto rovnost vyndsobime cislem q. Tim dostaneme

n
k+1
snq =Y _q"t".
k=0
Odectenim této rovnice od predchozi ziskdme

sn(l—q)=1-— e
Tedy
1— n+1
Sn — 7(1
1—-¢q

Pi#iklad 1.2 Sectéte > k2.
k=1

S5 v o n(n+1)(2n+1)
(Reseni: ———F=——)

Postup veseni: Z rovnosti (k — 1) = k3 — 3k? + 3k — 1 prerovndnim dostaneme
k> — (k—1)% = 3k — 3k + 1.

Tuto rovnici secteme pro k =1,...,n. Tim se ¢leny na levé strané odectou (tzv. telesko-
pickd Tada) a zbyde pouze posledni pro k = n. Tak dostaneme rovnici

n —3Zk2—32k+21
k=1
Jedind nezndmd suma je ta s k* a dostdvdme tedy vijsledek

ZkZ n n n +1 (n+1)(2n—|—1).
6 6




n
Poznamka 1.1 Zobecnéni > kP, pro p € N 7esi Faulhaberova formule:

k=1
n
nPtl 1 " By p!
kP = 4+ nP 4 Pk P npfk+l’
; p+1 2 kzﬁk! ((P—k:Jrl)!)

kde By, je k-té Bernoulliho c¢islo definované pomoci krivkového integrdlu

B, — n! z dz
T omi e? — 1 zk+1°
|z|=1

n
Priklad 1.3 Sectéte S, = > sin(kx) pro pevné © € R — {2kn|k € Z}.
k=1

= . ., sin 2€ gip (PtL
(Reseni: S, = —2—%—=2—)
Sin E

Postup teseni: Jelikoz
1
sin(kx) sin(g) =3 [cos ([k — 1/2] x) — cos ([k + 1/2] )],

plati

Susin(%) = % [cos,(;) ~ cos (<n + ;) x)] _ sin(?)sinm—;l)%.

Priklad 1.4 Dokazte matematickou indukci binomickou vétu.

Postup teseni: Chceme ukdzat identitu

prox,y € R an > 1.

en=1:LS=x+y, PS=x+y. Rovnost LS = PS plati.

n—1

e n—1—n: Necht plati (x+y)" ' = > (ngl)m(”_l)_kyk. Budeme chtit ukdzat, Ze

k=0



vztah plati i pro n. Plati:
(@+y)" =@ +y)(r+y""

n—1
-1
Ly Y <n i )w(”_l)_kyk]
k=0
n—1 n—1
_ Z (” - 1) a" Rk <” - 1>x(n1)jyj+1
k ; J
k=0 7=0
n—1 n—1
n—1 n— n—1 e (i .
I (N S SO S
k=0 =0 J
n—1

n—1 | n—1 [y |
_ - n, 0 - n—k,_ k - 0, n - n—k, k
(e 2 () () ()
k=1 k=1
n—1
_ n—1 n—1 n—k k n 0, n n, 0
S ) Gt Gt (5)

kde jsme ve tretim radku pouZili substituci k = 5 + 1.

Piiklad 1.5 Dokazte matematickou indukci Moivrovu vétu. Necht z = |z|(cos 6+ isin 6)
an € N. Pak 2" = |z|" (cos nf + isinnf).

Postup teseni: Necht z = |z| (cos ¢ + isin ). Pak matematickou indukci dostavame
e n=1:jasne

e n —n+ 1: UZijeme indukcéni predpoklad

= n . B [|2|"(cosmb + isinnd)] - [|z|(cos @ + isinB)] .

Pak

Pk |2|"|z|(cos mB + i sin nf)(cos O + isin 0)

= |2|"*(cosnb - cos O + cosnf - isin @ + isinnf - cos § + i* sin nf - sin )

JelikoZ i> = —1, pak i*sinnf - sin = —sinnf - sin 6. Zdroven plati formule

sin(nf + ) = sinnf - cos§ + cosnd - sin b,
ksin(nf + ) = ksinnf - cos @ + cosnb - ksin 0,

cos(nf + 6) = cosnb - cosf — sinnf - sin 6.



Pouzitim téchto identit ziskame

2" = 2" [cos(nf + 0) + isin(nf + 0)]
= |2|"™! [cos((n + 1)8) + isin((n + 1)6)].

Priklad 1.6 Matematickou indukci dokaZte, Ze plati

1-3---- 2n—1) 1

< —.
2.4 .. (2n) In
Postup teseni: Pomoci produktu muZeme nerovnici prepsat na tvar

[yt —1) _ 1
@)

Nyni prestoupime k indukci:
e n=1: % < % Tato nerovnost plati.

e n — n+ 1: Vyjdeme z levé strany a pomoci jednoduchych uprav a indukcniho
predpokladu dostdvdme

ek -1)  2n+1 [[Fo,2k—1) 1P 2n+1 1 2n+41 1

wlop) 20+ D) I @k) 2+ D) 2t2yn

o2n+1 1 1 .y p . Ny ..
nt2 In < ToTT Umocnénim této rovnice na treti dostavame

Nyni stact ukdzat

(2n+1)3

1 (2n+1)3 1 1
— < = <
(2n+2)3n —

1
n-n+1l n  2n+1)2 " n+1
3
(2n+1) <1
8n(n+1)2 —
& 8n® 4+ 12n +6n +1 < 8n® + 160 + 8n
& 0<4n?+2n—1.

coZ jisté plati. Dukaz je hotov.

1.2 Rovnice a nerovnice

Piiklad 1.7 Urcete vsechna a € R, pro kterd md rovnice

=a+1

r—a

alespon jeden zdporny koren.



(Reseni: a € {0} U (—o0,—1) )

Postup reseni: Vyraz md smysl pro x # a. Vyndsobenim rovnice cislem x —a # 0
dostavame
r=ar—a®+x—a<sar=ala+1).

Nyni rozdélime vipocet na dvé moznosti: 1. a =0 a 2. a # 0. V prvém pripadé rovnici
7esi kazdé redlné cislo rizné od 0 (tu jsme vyloucili hned proni upravou) a tedy jisté i
zaporné. Nula je tedy Tesent. V druhém pripadé miZeme nenulovym a vydélit o ziskat
resent

r=a+1.

To bude zdpornée, pokud a < —1.
Piiklad 1.8 Reste v R? soustavu

z+(b—1y=1,
b+ 1)z +3y=-1
s redlnym parametrem b.
(Reseni: b =2 nemd Teseni, b = —2 nekonecné veseni (v =1+ 3y, y € R), v ostatnich

e A | o1
pripadech: ¥ = 575 ay = ;=5 )

Postup teseni: Z pruni rovnice muzeme vyjadiit x =1 — (b — 1)y a dosadit do druhé:
b+1)A—-b-1y) +3y=—-1e (=b*+4)y=—-2—b.

Vydélenim vijrazem 4 — b* pro b # +2 dostdvdme

_2+4b 1
YT T -2
a zpétnym dosazenim x =1 — Z:—% = %—b' Pokud b = 2 dostavame rovnost 0 = —4, kterd
jisté neplati, a tedy v tomto pripadé nemd soustava Teseni. V poslednim pripadé b = —2

dostavame rovnost 0 = 0, a mdme tedy nekonecné mnoho Tesent.

Pozndamka: Dosadime-li b = —2 do zaddni, dostaneme soustavu dvou rovnic
z—3y =1,
—z+ 3y = —1,

které€ jsou az na znaménko identické. Proto mame nekoneéné mnoho veseni - viz LA.
Priklad 1.9 Urcete, pro které hodnoty redlného parametru a € R md soustava

axr — 2y = 3,

3z +ay =4

10



mnoZinu feseni S, kterd je podmnoZinou ¢turtého kvadrantu v R?, tj.
S C{(z,y)lx >0Ay <0}.
(Reseni: a€ (—5;) )
Postup teseni: Rozdélime na dva pripady: 1. pokud a = 0 pak y = %2 axr = %, tj.

mdme jedno Teseni. 2. Pro nenulové a z pruni rovnice dostdvame x = % Dosazenim
do druhé ziskame 33 1 29)
+ 2y
—— tay = 4.
Vyndsobenim této rovnice cislem a a ndslednou upravou dostaneme
(6 +a?)y = 4a — 9.

Jelikoz 6 + a? > 0 a chceme y < 0, potrebujeme, aby 4a — 9 < 0, tj. a < % Zpétnym
dosazenim zjistime x:

C3428%0  3a+8
N a ~ 64a?

x
Tedy x > 0, pokud a > _78.

Priklad 1.10 Reste v R nerovnici
(22 = 1)(z — 2)%(x — 3)
T

(Reseni: x € (—oo,—1) U (0,1) U{2} U (3;400) )
Postup reseni:

Levd strana nerovnice ma smysl pro vsechna x € R \ {0}. Nejjednodussi zpisob je
graficky pres body, ve kterych funkce méni znameénko. V tomto pripade jsou to body
x=—1,0,1,3. Pro x < —1 je vyraz na levé strane kladny, a musi byt tedy kladny i na
intervalu (0,1) a (3,+00). Dale vidime, Ze leva strana je rovna nule pro x rovno —1, 1,
2ad.

> 0.

Priklad 1.11 Reste v R nerovnici
az’ + bz +c >0,

kde a,b, c jsou redln€ parametry.
(Reseni: Oznacme D = b* — 4ac a 1 = (=b+VD)/(2a) a 2 = (=b — /D)/(2a),
pokud D > 0. ReSeni je ndsledujici: Pro a > 0A D > 0 je x € (—00,x3) U (x1,+00). Pro
(1>O/\D:0je:1;€R\{—%}. Proa>0AND <0jexe€R. Proa<0OAD >0 je
x € (x1,22). Proa < 0N D <0 resent neezistuje. Proa =0Ab >0 je xz € (—c/b, +00).
Proa =0Ab <0 jex € (—o0,—¢/b). Proa =0Ab=0Ac >0 jex € R. Pro
a=0Ab=0Ac<0 reseni neexistuje. )
Postup reseni:

Priklad rozdelime podle parametru a.

11



i. a = 0: pak mdme linedrni nerovnici. Pro b > 0 je feseni x > 5%, prob=0Ac >0
je Teseni x € R, pro b < 0 je feseni v < —7. V ostatnich pripadech (b=0ANc <0)
resent neeristuje.

ii. a > 0. Zjistime nulové body. Diskriminant D = b* — 4ac. Rozlisime ti pripady:

% VD o yedeni merovnice x €

e D > 0, pak mdme dva nulové body w12 =
(=00, x2) U (x1,+00) (plati x1 > x2).

e D =0, pak mdme jeden koten. Protoze a > 0, parabola y = ax® + bx + ¢ je
nad osou T a této osy se v jednom bodé dotykd. Resenim jsou proto vsechna
re RN {—%}.

e D < 0 Pak nemd Zddny koven. Parabola y = ax® + bx + ¢ celd leZi nad osou
T a Tesenim jsou vSechna redlnd cisla x € R.

iti. a < 0. Obdobnd diskuze jako v predchozim bodé. Pokud D > 0, fesent je (x1,x2)
(plati xo > x1). V dalsich dvou pripadech jiz fesent neexistuje

Priklad 1.12 Reste v R nerovnici
laz? — b| < a,

s redlnymi parametry a, b.
(Reseni: Oznaéme o = b/a pro a > 0. Reseni je ndsledujici: Pro a < 0 a pro a >
0N a < —1 fedent neezistuje. Proa >0ANa € (—1,1) jex € (—V/a+1,v/a+1). Pro
a>0Na>1jere(—Va+1,—vVa-1)U(KWa—-1,vVa+1).)
Postup reseni:

Pro a <0 resent neexistuje. Staci se tedy omezit na a > 0. Nejdrive vydélime nerov-
nici ¢islem a a oznacime o = b/a. Dostaneme

22 —al < 1,

cili (jak se miiZeme presvédcit nakreslenim situace na ¢iselnou osu) a —1 < 22 < a+1.
Nyni obé nerovnice vyresime.

e a—1<z? Proa—1<0 (tedy o < 1) nerovnost plati vidy. Pro a—1 > 0 miZeme
psat

a—l<2? & 0<2®—a+1 & 0<(z—+Va—1)(z+Va—1).

Resenim jsou proto vsechna x € (—oo, —v/a — 1) U (Va — 1, +00).

e 22 <a+1. Proa+1<0 (tedy o« < —1) nerovnice nemd reseni. Pro a+1 > 0
muzeme psdt

?<atl & 2P—a-1<0 & (z—Va+1)(z+Va+1)<0.

Resenim jsou proto vsechna x € (—V/a +1,v/a +1).

12



Celd soustava vySe zminénych nerovnic (a tedy i pivodni nerovnice) md proto (pro
a > 0) ndsledugict Teseni:

o o < —1: Zadné Tesent.
e ac(—11):ze(—Va+1,Va+1).
ea>l:ze(—Va+l,—Va—-1)UHa—-1,Va+1).

Priklad 1.13 Reste v R rovnici

\/l‘+374\/1733:1+\/5.

(Reseni: x € {1} )
Postup teseni: Nejprve najdeme mnozinu pripustnych hodnot x. V odmocniné nesmi
byt zaporné cislo. Dostavame tak podminky:

r+3—4v1—x >0, 1—x >0, x > 0.
Druhd a treti davaji omezeni x € (0,1). Proni po ipravé a umocnéni ddvd
(x+3)2>16(1 —2) < 2> +220 - 7>0,

tedy x € (—o00, —11 — 8/2) U (—11+8v/2, +00). Obor pripustnych hodnot je v € (—11 +
8v/2,1). Prejdeme nyni k veseni samotné nerovnice. Umocnénim ziskame

r+3—4V1l—2=1+2Vz+x,
2V1 —x+ x = +1.

Po opétovném umocnéni dostavame

4y/z(1 —x) = =3 4 3.

Z této rovnice pozorujeme, Ze teSeni musi splriovat podminku x > 1 (aby —3 4+ 3z > 0).
Jediné mozné tesent je tedy x = 1 o cemz se presvédcime dalsim postupem. Opétovnym
umocnénim dostdvame kvadratickou rovnici

162(1 — x) = 922 — 18z + 9

Gy o 9 B 9 . , ,
s redenim v = 1 a v = 5. Reseni x = 5¢ nevyhovuje podmince x > 1, a musime ho tedy

vyloucit. O jeho vylouceni se muZeme presvédcit i zkouskou.

Priklad 1.14 Reste v R rovnici
25 —«x 3+x
3 3
= 4.
\/ 3+« + 3\/25 —x

13




(Resent: x € {11,-2} )

Postup Teseni: Substituci y = ¢ 235;5 pro x ¢ {—3,25} prejde piuvodni rovnice na
citelnéjsi tvar

3

y+-—=4.

Yy
Vyndsobenim y ziskdme kvadratickou rovnici, kterd md teseni y; = 1 a ys = 3. Zpétnym
dosazenim do substituce ziskame resent x1 = 11 a x9 = —2.
Piiklad 1.15 Reste v R rovnici

22+ +b==x

s redlnym parametrem b.
(Reseni: Prob=0jex € Rj. Prob <0 jex =0. Prob>0 nemd 7eseni. )
Postup Teseni: Rownici prepiseme na tvar /a2 + b2 = v — b. Aby mél vijraz smysl, musi
platit x —b > 0, tj. x > b. Je-li b =0, pak Tesenim jsou x € ]R(J)r. Pro ostatni b si vyraz
umocnénim upravime na
22+ b2 = 22 + b% — 2bz.

Jedingm mozZnym TeSenim miZe (ale nemusi) byt x = 0: Je-li b < 0, pak TeSenim je
x = 0. Pokud b > 0, pak reseni x = 0 nevyhovuje podmince x > b. Celkové tedy

o b =0 resenim je libovolné x € ]Rar

e b <0 resent x = 0.

e b > 0 Teseni neexistuje.

Priklad 1.16 Pro kterd redlnad ¢isla m bude mit rovnice
422 — 8mx —6m+9 =0
jeden koten roven trojndsobku druhého kotene?
(Reseni: m € {1,-3} )
Postup reseni: VyuZijeme Vietovy vzorce. Pro vztahy mezi koteny kvadratické rovnice
ax® +bx +c =0 plati

T+ a2 = ——,
a

(&

T1T2 = —

a

(snadno se odvodi sectenim/vyndsobenim obecného vzorce pro koteny). Dostavame tak
rovnice

xr1 = 3x2,

_ 8m

T+ X9 = i
~ —6m+9
1T = T
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Dosazenim pruni rovnice do druhé a treti obdrzime:

49 = 2m,
—6m+9  3m?> —6m+9
322 = = = & 3m? +6m —9 = 0.
4 4 4
Tato rovnice mad dvé Teseni m; =1 a mo = —3, coZ jsou TeSeni i nasi ulohy.

1.3 Logaritmy a logaritmické rovnice
Poznamka 1.2 Jednodussi priklady:

e Zjednoduste: logys 3%/5 Reseni: -1/6

{a [a (a)ﬂ s

Priklad 1.17 Reste v R rovnici

1

!

2 9
xlog z?—3log(z)—5 _ 10—210g(:t)‘

e Zjednoduste log, . Reseni: ;—Z

(Reseni: x € {1, 10574, 1()’1/2} )

Postup reseni: Vyrazy v zaddni majgi smysl pro x > 0. Zlogaritmovdnim a pouZitim
vztahi pro logaritmus dostaneme

9
<log2 22 — 3log(z) — 2) log xz = —2log x log 10.
Vidime, Ze jedno teseni je x1 = 1. Pro x # 1 podélime log x, ¢imz ziskdme

9
4log® z — 3log(z) — 5= -2,

kde jsme vyuZili vztahy log 10 = 1 a log?(2?) = (log(x?))? = (2log2)? = 4log? x. Dostali

jsme kvadratickou rovnici, kterou substituct y = log xz zjednodusime na tvar

5
4y2—3y—§:0.

Resent jsou yo = % ays = —%. Pivodni rovnice md tedy veseni xo = 10°/* a x5 = 1071/2,

Piiklad 1.18 Reste v R? soustavu rovnic

logsz + 31093 = 7,

¥ =512,
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(Reseni: (xz,y) € {(125,4),(625,3)} )
Postup reseni: Logaritmovdnim druhé rovnice logaritmem o zdkladu 5 dostdvame
ylogs x = 121ogs 5 = 12.

Dosazenim do pruni rovnice a vyuZitim fakti, Ze logaritmus a exponencidla (o stejném
zdkladu) jsou navzdjem inverzni funkce a Ze plati y # 0, dostaneme

—+y="T
Yy

Vyndsobenim y dostaneme kvadratickou rovnici s resenim y1 = 4 a yo = 3, kterym ze
vztahu © = 5'2/Y odpovidaji x1 = 125 a z9 = 625.

1.4 Goniometrické rovnice

Piiklad 1.19 Reste v R rovnici
sinz + v3cosz = V2.
(Reseni: = € {35 +2kr|k € Zy U{—% + 2knlk € Z} )
Postup teseni: Protoze \/3 = 2§ = 2cos g mizeme levou stranu rovnice prepsat na
sinx + 2003(%) cosx = sinx + 2 [cos(x - %) - sin(%) sinx] = 2cos(z — %)

Resenou rovnici lze tedy ekvivalentné vyjadrit ve tvaru

V2

2 cos(z — %) =v2 = cos(z— %) =5 = cos(%) = cos(% + 2kmr)
s resenim
T okr = o= T 4ok
T T LT g T
T T T
=T = 4 %
T9 5 4+ kr = x9 12+ krm
Priklad 1.20 Reste v R rovnici
11—t
S 8T = 2cos2x.
1+tgx

(Reseni: x € {Z +krlk € Z} U{-% +knlk € Z} U{TE +krlk € Z} )
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Postup teseni: Upravime levou a pravou stranu:

cos z—sin x
1— tgx _ coszT

1+tgy coszisinz  cogp +sina’
COos T

cosx — sinx

2 cos 2z = 2(cos® x — sin® ) = 2(cos z — sinz)(cos = + sin z).

Tim dostdvdme .
cosx — sinx i i
——————— =2(cosx — sinx)(cos z + sin x).
COST +SsInx

Ihned vidime reseni cosx = sinz, tj. * = T +kmn. Pro ostatni x # 7 +km miZeme rovnici

vydelit cosx — sinx # 0, ¢imZ ziskame

1 . . . 1

5= (cosz +sinz)” =1+ 2sinzcosx = 1 +sin2z & -5 = sin 2z.
Vyslednd rovnice mad resent

T T
Qp— — 2 19 __"
x 6—1— kr = 12+l<:7r,

2x:%r+2k:7r = x:7—7r+k‘7r.

Priklad 1.21 Reste v R

in2 r— 3 si 1
’COS$|SIH T 2smx-‘,—2 = 1.

(Reseni: x € {3F + 2kr|k € Z} U {Z + 2kr|k € Z} U {kr|k € Z} )

Postup Teseni: Viraz md smysl pro cos(x) # 0, tj. pro x # § + km, kde k € Z (jinak
dostdvdme nedefinovany vyraz 0°). Rovnici zlogaritmujeme, ¢imz dostaneme

3 1
(sin2x ~3 sinx + 2) log|cosz| = 0.

Dostavame soucin dvou vyrazi, ktery ma byt roven 0. Pruni vjraz po substituci v = sin(x)

prejde na tvar
u? — §u + L
2 2

s kotenyuy =1 a us = % Po zpetném dosazent do substituce dostdvdme

sinx:1©x1:g+2k7r,

1 s ot
sine=—-&xy=—=+4+2kr a x3=—+2km.
5 2 6 + 2rm 3 5 + 2km
Reseni x1 musime vyloucit, nebot jsme se omezili na x # 5 + km. Dalsi vesent plynou z
podminky log | cos(z)| = 0 < |cos(z)| = 1 < cos(z) = £1, tj. x = km. Redeni nasi tilohy
jsou
o7

21 =k, x22%+2k¢7r, o3 =25 +2kn, kel
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Priklad 1.22 Reste rovnici v R
sinx + sin 2x + sin 3x = cosx + cos 2x + cos 3x.

(Reseni: x € {%W + 2km|k € Z} U {%7( + 2kmlk € Z} U {g + ]‘7”‘

keZ} )

Postup teseni: Na cleny s 1x a 3x vyuZijeme vzorce

sina + sin § = 2sin (M> cos <a _B> )

2 2
cosa + cos 8 = 2cos (0[42_6> cos <a;ﬁ> .

Tim dostaneme

2sin (m 4—233:) cos <$ —23a:> + sin(2x) = 2 cos (m —1—233,’) cos <a: —23x> + cos(2x)

2sin(2x) cos(—z) + sin(2x) = 2 cos(2z) cos(—x) + cos(2z)

S vyuzitim sudosti cos(x) = cos(—x) a faktorizaci dostaneme rovnici
[sin(2z) — cos(2z)] [2 cos(x) + 1] = 0.

Resenim rovnice cos(z) = —% dostaneme x1 = %77 +2km a z9 = %W + 2km. Dalsi resent
ziskdme z podminky sin(2z) = cos(2z) < tg(2z) =1 & 20 = T + km, tj. a3 = & + AX.
Celkem

2 4 k
x1:§7r+2k7r, 332=§7T+2k7T, xgzg—i—?ﬂ, keZ.

Priklad 1.23 Reste nerovnici v R

2sinx < .
cos X

(Reseni: x € Uyey [(0+ 2km, 5 + 2k7) U (3F 4 2km, 21 + 2km)| U {2F + 2kn|k € Z} )

Postup teseni: Obé funkce jsou 21 periodické. Staci se tedy omezit na interval délky
27, napt. x € (0,2m). Na tomto intervalu md vyraz smysl, pokud v # 5 a x # 37” Nyni
bychom chtéli nerovnici vyndsobit cosx. Musime proto rozlisit pripady, kdy je cosinus
kladny o kdy zdporny.

e cosz >0z €(0,%)U (3, 2m). Vyndsobenim cosx dostaneme
2sinzcosx = sin2x <1

coZ plati vZdy.
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e cosz <0« € (Z,38). Vyndsobenim cosz dostaneme
sin2x > 1.

ProtoZe sina < 1 7esime pouze pripad sin2x = 1, tj. 2x = 5§ +2km = o = T + k.
CoZ je to samé jako v € {Z + 2kn|k € Z} U {2F + 2kn|k € Z}. Ve zkoumaném
intervalu x € (5 + 2km, 37” + 2km) lezi pouze body x = %’r + 2km.

Celkem ma mnoZina veseni tvar

{xER‘(EIkGZ)(:L‘E (0+2k7r,g+2k7r)\/x€ (3?%+2k7r,27r+2k7r)\/x: 5:—1—2k7r)},

neboli

3 5
U [(0 + 2k, g + 2km) U (77r + 2k, 2 + 2km) U {% + ka}] .
keZ

Piiklad 1.24 Reste v R
16sin2$ + 4. 22cos2z —=10.

(Reseni: x € {&+km,—%+kn, 5 +km,—% +knlkeZ} )

Postup teseni: Upravami prevedeme rovnici na tvar

24sin2x +4. 22(:052 z—2sin? —_ 24sin2x +4. 222—4sin2$ —10.
PouZitim substituce y = 2* sin’x # 0 dostaneme
1 2
y+16—=10 = y°—10y+16=0.
Yy

Tato rovnice md 7veseni y = 2 a y = 8. Zpétnou substituci dostaneme pro y = 2 rovnici

.o ) 1 .
g =21sm"e - " _gin?z = - =|sinz
4 2
s TeSenim 1 = § +km a xe = —§ +kmw, k € Z. V druhém prFipadé pro y = 8 mdme
.o 3 ) 3 .
g=23 =20z T _gn?y = 7:|smxl.
Tato rovnice md reSeni v3 = § +km a vy = —5 +km, k € Z.

Priklad 1.25 Urcete vsechna cisla x € R tak, aby éturty clen binomického rozvoje
1 6
(xm n 13/5)
byl roven 200.
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(Resent: = € {10,107} )

Postup reseni: Vyraz md smysl pro x > 0 a zdroven logx # —1, tj. x # %0' Binomickd

n
véta Tikd (a + b)" = kz (R)ako"*. Cturty ¢len ziskdme pro k = 3. Proto poZadujeme

6 1 \3 3
m%umw) 12/z)% = 200.
(5)( (95)
Po upravé dostaneme
3 g 3 41
20p20+ess) g1 =200 = p20tlss) "4 =10.

Na rovnici aplikujeme dekadicky logaritmus

L S B
2(1+1logz) 4 BT =

( )

Prevedenim na spolecného jmenovatele a ekvivalentnimi upravami prevedeme Tovnici na
kvadratickou
2
Yy +3y—4=0,

kterda md koteny y1 = 1 a yo = —4. Hledame nyni x splnujict y = logx. Dostdvame

logz1=1 = 1 =10,
logre =—4 = 1x9= 1074,

Celkove tedy x € {10,1074}.

1.5 Komplexni ¢isla

Priklad 1.26 Zapiste cislo z = ii150;11 v goniometrickém tvaru.

(Reseni: z = V2 ((:os %77 + ¢sin %7(-) )

Postup teseni: Nejprve ¢islo upravime do algebraického tvaru, ze kterého snadno ziskame
tvar goniometricky. Plati
-1 (P-1DE+1)

.5 .
Z= = = —-1=1—1.
P41 P41

Velikost ¢isla je |z| = /2 a pro jeho tihel o plati

sinp = N cosp =

Sl
Sl L
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Cislo z v goniometrickém tvaru md proto tvar

3 3
2 =12 (cos Z7r + 2sin 47r) .

Priklad 1.27 Resté v C:
22 —4iz —3=0.

(Reseni: z € {i,3i} )

Postup teseni: Diskriminant této kvadratickeé rovnice je roven
D = (—44)% —4-(-3) = —4.

Resent jsou tedy

212 =
1

ditia/[—4 {32'
2 - .

Alternativni reseni: pomoct Vietovijch vzorci prepiseme rovnici na tvar
(z—3i)(z—1) =0,

ze kterého uZ rovnou vidime koteny.
(Haddni kotent timto zpusobem zrychluje postup feseni kvadratickych rovnic).

Priklad 1.28 Reste v C: .
(5— =)z + 2z = 224.
2

(Reseni: z € {1 — T} )

1

Postup veseni: Upravou 5 = —tadosazenim z = v + vy, kde x,y € R, dostaneme

5+ 9z — U5+ )y + 2z + 2y = 221,
(Tx +y) + (x — 3y)i = 0 + 224.

Porovnanim redlngjch a imagindrnich sloZek dostaneme dvé rovnice pro dvé nezndme
z,y €R

Tx +y =0,
r — 3y = 22.
Soustava md feseni x = 1 a y = —7. Resend pivodni rovnice je tedy z = 1 — Ti.
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Priklad 1.29 V Gaussové roviné zakreslete mnozinu resent v C rovnice
(lz =2 — |2+ 34]) (J]z]| —2) = 0.

(Reseni: Na Obrdzku 1. )
Postup teseni: Prunim teSend je mnoZina bodi |z| = 2, coZ v Gaussové roviné predstavuje
kruznici se stfedem v pocdtku a polomérem 2. V druhém pripadu dostdvdme rovnici

|z—id =243 & Va2 + (y—1)2 =22 + (y + 3)2,
kde z = x + iy pro x,y € R. Po umocnéni a roznasobeni prejde rovnice na tvar
—2y+1=6y+9

s jedingm Tesenim y = —1 (zdvislost na x vypadne). Toto Teseni predstavuje v Gaussové
roviné primku, kterd je rovnobéznd s osou x a kterd prochazi bodem [0, —1], viz obrdzek
1.

Obrazek 1: Reseni rovnice (]2 —i|] — |2 +3i|) (|]z| = 2) =0v C

Priklad 1.30 V C reste rovnicsi

A4 22— s4+1=0.

(Reseni: z € {(:osga—l—isingphpe T ‘%7%‘9%}})

57

Postup teseni: jelikoz cislo z = —1 neni TeSend rovnice (jednoduSe ovéritelné), muzeme
rovnici vyndsobit ¢islem (z + 1) a ziskat

2 =—1.
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Tuto rovnici vyresime pomoci Moivrovy véty. JelikoZ z = |z|(cos ¢ + isin ¢), plati
2% = |2|°(cos 5y + isin 5p) = —1 = 1(cos 7 + isin 7).
Nyni porovndme velikost a uhel, které se museji rovnat. Pro velikost dostdvdme
|z| =1

a pro uhel
50 =7+ 2km.

Zde nesmime zapomenout na periodu funkce cosinus. Z predchdzejici rovnice dostdvdme
pro riuzné€ volby k € 7 celkem pét ruznych reseni:

T 3 s 97
= — = —_— =T = —_— = —.
¥o 5 ) #1 5 ) P2 3 ¥3 5 3 2 5
Nyni ale musime vyloucit p2, ten by totiZ daval Tesent z = —1, které jsme jiZ vyloucils

z oboru Teseni a Tesenim puvodni rovnice byt nemuze. Tohoto si lze vsimnout, jelikoZ
na pocdtku jsme méli rovnici ctvrtého radu, musime proto ziskat 4 ruznd reseni. Ne vic
nebo mene.

Poznamka: Jednd se o reciprokou rovnict 4. stupné. Pokud ji jako reciprokou rovnici

+5-1 + v/ —142v/5
4 2 :

budeme Tesit (specidlnimi substitucemi), tak vyjdou koteny z =
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2 Druhy tyden

2.1 Vyrokova a predikatova logika

Piiklad 2.1 Znegujte vyroky: ,Pokud bude hezky a budu-li mit ¢as, pijdu si zabéhat.*,
»Existuje clovek vysoky 2 metry.“, (Ve € RT)(Ing € N)(Vn € N,n > ng)(lap,—al| < &)
(Reseni:

e Bude hezky a budu mit cas a nepujdu si zabéhat.
o Neexistuje clovek vysoky 2 metry.
e (Je e R")(Vng € N)(In € N,n > ng)(la, —a| > ¢)

)

Priklad 2.2 Zapiste vyrok: ,Plati A i B nebo neplati A ani B.“ Virok zjednoduste.
(Pozn: Je dilezité uzdvorkovani? )
(Reseni: [(ANB)V (mAA—-B)| & (A< B). Uzivorkovdni dileZité je. )

Postup teseni: Vysledek plyne z ndsledujici série uprav

(AANB)V (mAAN-B) < [AV (mAAN-B)|A[BV (mAAN-B)]
S [(AV-A)AN(AV-B)|A[(BV—-A)AN(BV-B)]
< (AV-B)A(BV-A)
& (B=A)N(A= B)
< (A< B),
kde pruni dvé ekvivalence plynou z distributivniho zdkona, treti je dusledek toho,

zZe (AV —A) a (BV —B) je vidy pravda, ¢turtd je definice implikace a pata definice
ekvivalence.

Priklad 2.3 Ukazte, Ze plati

(AV(BANC))< (AVB)A(AV(O)),

(AN(BVC))< ((AANB)V(AANC))
(distributivni zdakon). Zobecnéte vztahy vyse pro vyrok sloZeny z koneéného poctu vyrokii.
(Reseni: Zobecnéni: (N Ai)V B =N, (A4iVB), (Vi A)ANB=V, (A4 AB).)
Postup teseni: Vyresime pomoci vyrokové tabulky 1. Zobecnéni vztahid pro konecnou

mnozinu vyrokd {B, A1, ..., Ap,} maji tvar

n

</n\Ai)\/B:/n\(Ai\/B), (\n/Ai)/\B:\/(AiAB)_
i=1 i=1 i=1

i=1
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A|[B|C|BAC|AVB|AVC|(AV(BAC)) | (AVB)A(AVC))
0[0]0] o 0 0 0 0
1100 0 1 1 1 1
oj1]0] o 1 0 0 0
ojo|1] o 0 1 0 0
1110 0 1 1 1 1
0111 1 1 1 1 1
1101 0 1 1 1 1
111 1 1 1 1 1

Tabulka 1: Vyrokova tabulka pro piiklad 2.3.

Priklad 2.4 Ukazte, Ze

-(AAB) < (mAV-B),

-(AV B) < (mAAN-B)
(De Morgan). Zobecnéte vztahy vyse pro vyrok sloZeny z konecného poctu vyroki.
(Reseni: Zobecnéni: (Ni_qy Ai) = Vi Ai, (Ve Ai) = Nimy Ais )
Postup teseni: Pomoci vyrokové tabulky 2. Zobecnéni vztahi pro konecnou mnoZinu
vyrokd {Ay, ..., Ap} maji tvar (¢dra nad vyrazy oznacuje negaci)

A|B|-A|-B|AAB| <(AAB) | (-AV-B) |
ojolff 1 ]1 0 1 1
10| 0| 1 0 1 1
O|1] 1]0 0 1 1
1|1 0] 0 1 0 0

Tabulka 2: Vyrokova tabulka pro piiklad 2.4.

Priklad 2.5 Ukazte, Ze (A = B) < (B = —A) & ~(AAN-B) & (mAV B). (Tim
odvodime 1 dulezitou ekvivalenci ~(A = B) < (AN -B).)

Postup teseni: Vyresime vyrokovou tabulkou 3.

A|B|-A|-B|AA-B | ﬁA/\B |A=B | -B=-A| ~(AA-B) | ~AVB |
ojolff 1 ]1 0 1 1 1 1
10 0| 1 1 0 0 0 0 0
Oj1] 1]0 0 1 1 1 1 1
1100 0 0 1 1 1 1

Tabulka 3: Vyrokova tabulka pro priklad 2.5.
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Priklad 2.6 Zjednoduste vyrok (AN B)V —B.
(Reseni: B= A )

Postup teseni: Pomoci distributivniho zdkona:
(ANB)V-B< (AV-B)AN(BV-B)& (AV-B)< B= A.

Druhd ekvivalence plyne z faktu, Ze (B V —B) je vidy pravda, a posledni ekvivalence je
definict implikace.

Priklad 2.7 Rozhodnéte o tranzitivité implikace a ekvivalence.
(Reseni: Implikace i ekvivalence jsou tranzitivni. )

Postup reseni:
o Vyresime tranzitivitu implikace, tj.
(A= B)AN(B=0C)]=(A=0).

Negaci ziskame
(A= B)AN(B=C)]A(AAN-C).

Druhou negact dostaneme vyrok

[(AA=B)V (BA-C)V(=AVO),

ktery vyjadruje tranzitivitu implikace. Bez hranatych zdvorek miZeme vyrok napsat
ve tvary

(AN-B)V (BA-C)V (mAVC).

Tento vyrok je vZdy pravdivy (tautologie), protoze vidy jedna zavorka bude pravda,
viz. vyrokovd tabulka 4.

e Nyni se podivame na tranzitivitu ekvivalence jeZ mizZeme zapsat ndsledovné:
(A B)AN(B&O)=(A<=0).
7 definice ekvivalence dostdvdme
(A= B)AN(B=A)ANB=C)AN(C=DB)]=(A<C).
Na dvojice stejné barevnych zavorek aplikujeme transitivitu tmplikace a dostdvame

(A= CO)AN(C=A)]= (A= 0),

coZ zavrsuje dikaz.

26



J
S
J
Sy
J
Q

AN=B | BAN=C | =AVC

SO OO~~~ H
oo R RO ORRWT
SO, O KR FOOFO
=== -0 O OO
=0 O M= M=OO
— O = OO == O
SO OO HHF,F OO
OO H OO O O
— o= RO O

Tabulka 4: Vyrokova tabulka pro piiklad 2.7.

Priklad 2.8 Zapiste pomoci kvantifikdtori nasledujict vijroky. Pozor na sprdvné umisténi
zavorek. Vyroky posléze znegugjte.

1. ,Pro vsechna redind cisla x plati, Ze jejich druhd mocnina je nezdpornd.“
1. ,Fristuje redlné ¢islo mensi nez jedna.“
1. ,Fxistugi dvé prirozend c¢isla n a m takovd, Ze jejich soucet je 10.“

w. ,Pro kaZdé prirozené cislo n existuje pravé jedno prirozené c¢islo m takové, Ze jejich
soucet je 10.

(Reseni:
i. (Vo €R)(z?>0), -: 3z € R)(2% <0)
it. (FxeR)(z<1),: (VreR)(xz>1)
iti. (Im,n € N)(m+n =10), ~: (Vn,m € N)(m +n # 10)

. (Vn € N)(3ym € N)(n+m = 10), = : (In € N)(Ym € N)(n+m # 10V ((3s €
N)(n+s=10Am # s)))

)

Priiklad 2.9 Zapiste pomoci kvantifikdtord ndsledujici vijroky. Pozor na sprdvné umisténi
zavorek. Vyroky posléze znequjte.

i. ,,Pro kazdé prirozené cislo plati, Ze jeho soucet i soucin se sebou samym je opét
prirozené cislo.“

1. ,Pro kaZdé raciondlni cislo r plati, Ze existuje celé cislo p a prirozené cislo q takove,
Ze r je rovno podilu p a q.“ (Tj. raciondlni éisla lze psat jako zlomky.)

1. ,,Pro vSechna prirozend cisla n plati, Ze je-li liché, pak n+ 1 je sudé.“
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w. ,KdyZ a deli b, pak déli také kaZdy ndsobek b.“
(Reseni:

7

VneN)(n+neNAn2eN), ~: (GneN)(n+n¢Nvn?2¢N)
VreQ)(3peZ)BqeN)(r="1), -: GreQ)(vpeZ)(VgeN)(r#1%)

1
q

-
-

iti. (VvneN)(2 fn = 2|(n+1)), ~: (FneN)(2 mA2 f(n+1))
-

. (VYa,b,c € Z)(alb = al(ch)), = : (3a,b,c € Z)(alb ANa f(cb))

)

Priklad 2.10 Zapiste pomoct kvantifikatori ndsledujict vyroky. Pozor na spravné umisténi
zavorek. Vyroky posléze znegugjte.

i. ,Je-li a rovno 2 nebo 3, pak je mensi nez 10.
ii. ,,Clislo je délitelné Sesti prdve tehdy, kdyZ je délitelné dvéma a tremi.“
i11. ,Pro vSechna € kladnd existuje prirozené cislo ng takové, Ze pro vsechna prirozend

¢isla n vétsi nez ng je n-ty clen posloupnosti (ay) vzddlen od ¢isla a méné nez o

6.“

(Reseni:

i. (Vc)z, ER)(((a=2)V(a=3) = a<10), 7: (JaeR)(((a=2)V(a=3))ANa >
10

it. (Ya € Z)(6la < (2lan3la)), = : (Fa € Z)((6lan(2 faV3 fa))V((2laA3|la) 6 fa))

iti. (Ve e R,e > 0)(3ng € N)(Vn € Nyn > ng)(Jan, —al <¢), 7: (Fe € R,e > 0)(Vng €
N)(3n € N,n > ng)(la, —a| > ¢)

)

Piiklad 2.11 Negujte ndsledujici vyroky a rozhodnéte, jestli plati vijrok, nebo jeho ne-
gace:

i. (Vz,y € R)(z% 4 y? > 0)
i. (Ve eR)FyeN)((y<z)A(y+1>x))
ii. (Ve >0)(30 > 0)(Vz e R)((0 < |z — 1| <) = (|Jz — 3| <¢))
(Resent:
i. (Ga,y € R)(2” +y* <0),

i. Gr e R)(Vy e N)((y > ) Vv (y+ 1<),
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iii. (Je>0)(V6>0)FzeR)0< |z —1] <IN |x—3|>¢)

Zddny z vijroki neplati )
Postup veseni: Zddni z vyroki neplati.

e (3z,y € R)(2? 4+ y% <0), plati negace prox =y =0

e (JzxeR)(Vy e N)((y > z)V(y+1 < z)), plati negace pro napriklad x = —1. Nebo
st stact wvedomit, Ze y je prirozené cislo, takZe pokud zvolime x < 1 pak vyrok
(y < z) nebude platit nikdy, a musi tedy platit jeho negace.

e (FIe>0)(V>0)FxeR)(0<|z—1]<dA|x—3]>¢)
(V0 >0)(FzeR)(0O< |z -1 <dA|z—3|>1).

Dulezité je uvédomit si geometricky vyznam absolutni hodnoty, viz obrdazek 2. Obecné pro
a,b,c € R vyraz |a — b| > ¢ znamend, Ze ¢islo a je od b zddleno o vice nez o c. V nasem
pripadé mame |x — 3| > 1, tedy ¢islo x musi byt od 3 vzddleno alespori o 1. Lze tedy psdt

|t —3| > 1 x e (—00,2)U (4, +00).
Vyrok tedy muzZeme prepsat na
(M0 >0)FzeR)(0< |z -1 <INz € (—00,2) U (4,+00))
¢ na
(V6 > 0)(Fz € (—00,2) U (4,400))(0 < |z — 1] < 9).

Nyni jiz prejdeme k volbe x. Nepritel predhodi libovolné § > 0. V zavislosti na & volime:

1—1—% pro § < 2,
T = .
-1 pro § > 2

Nyni ovérime, zda jsme volili dobre. V proni volbé mdme

0 0
=14 e -1 ==
1=+ ) -1="
A jisté plati, Ze 0 < g < §. Zdrovert, pro § < 2, také plati, Ze x =1 —l—g <1+ % =2, a
tedy v < 2. Cislo x je tedy v intervalu (—o0o,2) U (4, +00).
Druhy pripad, kdy 6 > 2, je jednoduchy, jelikoZ x jiZ nezdvisi na 6. Jisté x = —1 lezi v
intervalu (—o0,2), staci tedy ovérit, ze 0 < |z — 1| < 0. Dostdvame

O<|z—1=]-1-1]=]-2/=2<4.
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Obrazek 2: Geometricky vyznam tretiho vyroku v prikladu 11. Z obrazku je patrné, ze
lze volit ¢ € (0,2), nebot pro takova ziustane bod x = 3 — ¢ napravo od 1.

|x-1]<d [x-3|=z¢

- — — L

| 1% I B | |

j T | 1 j j
1 o 1-0 1 142 o 3¢ 3 3+4e 4
=| l I l l l

j | T | j j
-1 03€1061 1+ 2 3 4

Priklad 2.12 Zapiste pomoci kvantifikdtoru ndsledujici vyrok a jeho negaci; vySetiete
pravdivost obou vyroku: ,KazZdd kvadratickd rovnice s redlnymi koeficienty md kladné
resend.

(Reseni: wyrok: (Va,b,c € R,a # 0)(Iz € R,z > 0)(az? + bz + ¢ = 0), negace:
(3a,b,c € R, a # 0)(Vx € R, z > 0)(az? + bz + ¢ # 0), negace je pravdivy vyrok )
Postup reseni:

(Va,b,c € R, a # 0)(3z € R, z > 0)(az® + bz + ¢ = 0),
(3a,b,c €R, a # 0)(Vx € R, z > 0)(az? + bz + ¢ # 0)).

Plati negace. Napriklad pro a =1, b =0 a c =1, coZ vede na komplexni koreny. Nebo
jing priklad (x+1)? = 224+ 22+ 1 = 0, ktery md jeding dvojndsobny koven x = —1 < 0.

Piiklad 2.13 Zapiste pomoci kvantifikatord ndsledujici vijrok a jeho negaci; virok do-
kazte: ,Pro kazdé celé ¢islo n plati, %e pokud n?® je liché, potom n je rovnés liché.“
(Reseni: wvyrok: (Yn € Z, 24 n?)(21n), negace: (In € Z, 2t n?)(2|n)). )

Postup reseni:
(Vn € Z, 2¢n?)(2fn),
(In € Z, 2t n?)(2n))

Plati puvodni vyrok. Dukaz sporem:

Necht n? je liché. Cislo n? si mizeme napsat jako n?> = n-n. JelikoZ soucin dvou sudijch
isel je sudy (m = 2k = m? = 4k* = 2(2k?) = m? je sudé), musi byt n liché, aby n -n
bylo liché, coz je spor.

Priklad 2.14 Slovné napiste ndsledujici vijroky zapsané pomoci kvantifikdtori a roz-
hodnéte o jejich pravdivosti:

i. (VxeR)(3y € R)(z >y)
it. (Jz € R)(Vy € R)(z > y)
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iii. (fa € R)(W e R)((a+b=1)= (a2 )V (b= 1))
(Reseni:
1. Neexistuje nejmenst redlné cislo. Pravdive.
1. Frxistuje ostre nejvéetsi redlne cislo. Nepravdive.

1i. Pro kaZdou dvojici redlnyjch cisel, které se v souctu rovnaji jedné, musi byt alesporn
jedno z nich vétsi nebo rovno jedné poloviné. Pravdive.

)

Postup teseni: Pro bod 3.: Znegujeme vyrok

(Ja € R)(3b € R) <(a+b:1)/\(a<;)/\(b<;)>.

Mdme tedy
1 1
b< -+-=1
a+ 2+2

Negace neplati. Musi tedy platit puvodni vyrok.

2.2 Dukazy: primy, sporem a indukce

Piiklad 2.15 DokaZte, Ze:
i. pro Vn € N plati: je-li n? délitelné 9, potom n je délitelné 3.
1. proVa,y € R,x,y > 0, plati AG nerovnost:

x;—y > J/Ty.

Postup reseni:

o Jelikoz n? je délitelné 9, pak je jisté délitelné tvemi. Staci tady ukdzat, Ze plati
3|n? = 3|n. DokdZeme obménou, tj. 3tn = 3{n%. Necht n € N a predpokldddme
3t n. Pak n lze napsat jednim ze dvou zpusobi:

Pokudn = 3k+1, pakn? = 9k?> +6k+1 = 3(3k>+2k)+1, a tedy jisté neni délitelné
tremi. V poslednim pripadé n = 3k+2, pakn? = 9k*+12k+4 = 3(3k2 +4k+1)+1
a opét nent délitelné 3. Dikaz je hotov.

¢ 0< (z-y)2 =22 2ey+y? =22 +2ry+y’ —day = (z+y)>—day = T > 4y,
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Priklad 2.16 Ukazte, Ze mnozina viech prvocisel je nekonecénd. (Pri té prileZitosti zo-
pakugte, co jsou prvocisla a prvociselny rozklad.)

Postup teseni: Budeme postupovat sporem. Pro spor predpoklddejme, Ze prvocisel je
koneéné mnoho a oznaéme mnoZinu vsech prvocisel

P = {pl,an ve 7p7“}7

kde p; proi =1,...,r je prvocislo. Definujme nyni ¢islo x vztahem

r =pip2ps...pr + 1.

Cislo x je jisté celé kladné ¢islo a existuge tedy jeho prvociselny rozklad, ktery je jednozna-
ény. Necht © ma v prvociselném rozkladu prvocislo y, pak plati y|x. JelikoZ mnoZina P ob-
sahuje vsechna prvocisla, musi pro néjaké j € 7 platit, Ze y = p;. Trividlné p;|pip2 ... py.
Celkem tedy

pjle  a zdrover pjlpips...pr.

Jednoduse z definic lze dokdzat, Ze plati vyrok
(alb A ale) = a|(b—c¢),
tudiz

pil(x —pip2 ... pr).

Ale x — pip2 ... pr = 1. Predchozi vztah tedy tikd, Ze p;|1 coZ je spor, jelikoZ jednicku
nic nedels.

Priklad 2.17 Dokazte, Ze neexistuje nejmensi kladné raciondlni ¢éislo. (Pri té prileZi-
tosti radéji zopakugte, co je raciondlni ¢islo. .. )

Postup teseni: Budeme postupovat sporem. Necht existuje nejmensi kladné raciondlni
cislo x. Jelikoz x je raciondlni, musi existovat p,q € N nesoudélné tak, Ze r = g.
Definujme ¢cislo y = ﬁ. Cislo y je jisté raciondlni, pricemz plati 0 < y < x. CoZ je
spor s predpokladem, Ze x je nejmensi.

Pi#iklad 2.18 Dokaste, Ze \/2 neni raciondlni cislo (tj. nelze jej zapsat jako zlomek g,
kde p € Z a q € N jsou nesoudélnd).

Postup Teseni: Budeme postupovat sporem. Necht existuji p € Z a q € N splriugici
2

V2 = 2. Umocnénim této rovnice dostdvdme 2 = 2’—2, tedy p*> = 2q¢%. Cislo p* je tedy

sudé, a proto takové musi byt i ¢islo p. Napiseme ho ve tvaru p = 2k. Zpétnym dosazenim

dostaneme rovnici

ze které vidime ¢° = 2k%. Cislo ¢°, a tedy i q je opét sudé. CoZ je oviem spor s nesoudél-
nosti ¢isel p,q (0bé jsou sudd, takzZe jsou urcité soudélnd alespor cislem 2).
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Piiklad 2.19 Dokazte, Ze pro vSechna x € R plati:

sinx + cosz # 1,5.

Postup teseni: Sporem. Necht existuje x € R splriujici sinx + cosxz = 1,5. Umocnénim
této rovnice a pouZitim vzorce sin® x 4 cos® x = 1 dostdvdme

14 2sinzcosx = 2,25 < sin 2z = 1,25.
Predchozi rovnost neplati pro Zadné x € R, coZ je spor.

Piiklad 2.20 Dokazte, Ze pro libovolné n € N, n > 2, plati nerovnost
pRRIN
k=1 \/E '

Postup teseni: DokdaZeme matematickou indukci:

e n=2: Mdme ukdzat, Ze 1 + % > /2. Umocnénim dostaneme

2 1 2v2 1
1+—+7>2<:>—f>7<:>2\f2>1,
V2 o2 2 2
coZ zjevné plati.
e n — n + 1: Predpokladdme, Ze vztah plati pro n, a chceme ukdzat, Ze plati i pro
n+ 1, tj. chceme ukdzat, Ze plati
n+1

1
Z—> n+ 1.
= vk

Zacneme od levé strany. S vyuZitim IP dostdvame:

n+1 n

1 1 1 1 1 1
272274_ > Vnd _ v+ 1) +vn+
kl\/% k:l\/E n+1 vn+1 n+1

Nyni staci ukdzat % vitl s Vn+1. Po upravdach zjistime, Ze nerovnost

plati:

\/ﬁ(n+1)+\/m>\/m@\/ﬁ(n+1)+\/m>(n+l)3/2

n+1
evnn+1l+1>n+1
@ﬁm>n
s n(n+1) >n?
S n > 0.
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Piiklad 2.21 Dokazte, Ze pro libovolné n € N plati nerovnost
n

H%—1< 1
2k T V2n+1

k=1

(Pozn.: Slabsi odhad s pravou stranou 1/\/n nelze pro slabost indukéniho predpokladu
primo dokdzat matematickou indukci!)

Postup teseni: Budeme postupovat matematickou indukci:

1. . . 2—1 1 1 V3 1 3 Ny .
on—l.Mameukazat?Sm®§§7©1§§®9§12, coZ plati.

e n—n+ 1. Vyjdeme z levé strany pro n+ 1 a budeme odhadovat:

n+1

sz—1 B 2(n+1)—1ﬁ2k—1 B 2n+1ﬁ2k—1 2+l 1 Vontd
o2k 20n+1) L2k 20+20% 2k T 2n+2y2n41 242
RN s | 1 . .
Stact ukdzat, Ze 5 5 < TETEyER Upravami dostaneme
V2 1 1
ntl S VIt IVIn+3 < 2+ 2
2n+2 2ln+1)+1

& 2n+1)2n+3) <4n®+8n+4
SAn? +8n+3<4n’+8n+4
= 3<4.

2.3 Zobrazeni, funkce, defini¢ni obor, obor hodnot, zobrazeni surjek-
tivni, injektivni a bijektivni, skladani zobrazeni

Poznamka 2.1 1. Definic¢ni obor je brany jako ten mazximdlni — proto se pojem ma-
rimalni ant nepouzivd.

i. Zdpis f : A — B znamend strikiné, Ze definicni obor je roven A a obor hodnot je
podmnoZinou B.

Priklad 2.22 Definujme mnoziny J = {1,2} a H = {3,4}. Vypiste vSechny podm-
noziny J X H, které definuji zobrazeni

i. f:J—>H
i. f:(J) = H
(Reseni:
i {(1,3), 24}, {(1,4),23)}, {(1,3),(2,3)}, {(1,4),(2,4)}
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i }El’gi’}(z’% {(1,4),(2,3)}, {(1,3), (2,3)}, {(L4), 2,9}, {(L3)} {29}, {(2,3)),
1,4

)

Postup veseni: Jedinou podminkou na podmnoZinu J X H je, aby dva rizné obrazy
nemély stejné vzory. Zdroven v prvnim pripadé definicni obor je roven prdvé J, tedy
mozZné€ podmnoZiny jsou

i {(1,3),(2,4)}, {(1,4),(2,3)}, {(1,3),(2,3)}, {(1,4),(2,4)}

it. i{f51’3§,}(2,4)}, {(1,4),(2,3)}, {(1,3),(2,3)}, {(1,4), (2,H)}, {(1,3)}, {(2,4)}, {(2,3)},
1,4

Poznamka 2.2 Studentim vadi, Ze neni jasné, zda se mysli zobrazeni f: J — H, coZ
je zobrazeni z celého J, nebo f: (J) — H, coZ je zobrazeni z podmnoZin J.

Priklad 2.23 Urcete definicni obory funkci dangjch predpisem

f(z) =1In(sin(2z)), g(x)=logylogglog,z, w(z)= (2z)!, h(z)= i

sin(mx)’

(Reseni: Dy = Upey (0 + km,m/2 4+ k), Dy = (4,400), Dy = {k/2,k € ZiY, Dy =
RT\N) )
Postup reseni:

o Jedinou podminkou na Dy je sin2x > 0. Tato funce je m periodickd, proto ji staci
vySetrit na intervalu [0,7]. Na tomto intervalu je sin2x kladny pro x € (0,5%).
Celkem Dy = Jc7(0 + km, 5 + k).

o V pFipade funkce g poZadujeme splnéni podminek

z >0,
logyjz >0 x> 1,
logglogyz >0 & logyx > 1 x> 4.

Prinikem podminek dostaneme Dy = (4, +00).

o V pripadé funkce w potrebujeme mit celd nezdpornd cisla do faktoridlu. Proto

D, ={k/2,k € Np}.
e Posledni funkce vyZaduje splénéni dvou podminek:
x > 0 Asin(mz) # 0

Jeliko# sin(nz) = 0 & nx = km, k € Z < x € Z, pak D, = R N Z =R" N
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Priklad 2.24 Urcéete obory hodnot funkci f, g a w z pfedchozi ulohy, tj.:

f(z) = In(sin(2z)), g(x) =logylogglog,x, w(zx)= (2z).

(Reseni: Hy = (—00,0), Hy =R, H, = {k!|k € N}) )
Postup reseni:

e jelikoZ pro x € (0, %) je sin(2x) € (0,1). Pak tedy Hy = (—o0,0)

o tip: Hy = R. Musime tedy ukdzat, Ze k libovolnému y € R existuje x € Dy, tak Ze

y = f(x) = log, logs log, . Mocnénim dostaneme x = 43| Jisté plati, Ze x € Dy.
Jinak zapsdano

Yy
=4 >4 37 >1°=30 s 2v >0,
kde posledni nerovnost plati pro vsechna y € R.

e H,

Priklad 2.25 Naleznéte obory hodnot nasledujicich funkci:

flz)=2% Dy=(-12)
w. f(x) =logz, Dy = (10,1000)
. f(x) =2+ |2z], Dy=(0,1)
. f(n)=n(-1)", neN

(Reseni: i. (0,4), 4. (1,3), 4i. (0,2)U(3,2), iv. {2k|k e N} U{-2k + 1|k € N} )
Postup reseni:

i. Rozdélime definicni obor na nejvétsi intervaly, na ktergjch mizZeme invertovat vztah
f(x) = y. Ndsledn¢ jej na téchto intervalech invertujeme. Plati y = 2? & x =
—yproxr e (-1,0)ay= 22 e = VY pro x € (0,2). Obor hodnot tedy ziskame
resenim soustavy nerovnic —1 < —/y <0, 0 < \/y < 2.

ii. Inverzi vztahu f(x) =y dostaneme logz =y < = = 10Y, kde x € (10,1000). Obor
hodnot tedy ziskame Tesenim soustavy nerovnic 10 < 10Y < 1000.

iii. Nejdrive predpis funkce zjednodusime. Plati f(x) = x pro xz € (0,1/2) a f(x) =
x+1 prox € (1/2,1). Inverzi vztahu f(x) =y dostaneme x =y pro x € (0,1/2) a
x=y—1prox € (1/2,1). Ddle postupujeme stejné jako v predchozich pripadech.

w. Z predpisu funkce [ vidime, Ze v oboru hodnot jsou zdapornd lichd c¢isla a kladnd
sudd cisla. To lze napriklad zapsat Hy = {2k|k € N} J{—2k + 1|k € N}.
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Obrézek 3: Grafy funkei f(z) = 22, f(z) =logz, f(z) = 2+ [2z], f(n) = (—1)"n. Pozor,
graf funkce f(n) = (—1)"n jsou pouze diskrétni body a nikoliv po ¢astech linearni funkce,
ktera je vyzobrazena! Podobné je to s vertikdlnimi ¢arami ve funkci f(x) = = + |2z,
které nepatii do oboru hodnot této funkce (tyto kiivky ani nelze popsat zadnou funkei).

y =Xx"2 y = log x
8 - 2
6_
0_
4_
_2_
2_
O_ T T T _4_ T T T T T
-2 0 2 0 250 500 750 1000
y = x + floor(2x) y =n(-1)"n
4 5
2_
0_
O_
_5_
_2_
-1 0 1 2 0 2 4 6 8

Priklad 2.26 Naleznéte obory hodnot nasledujicich funkci:
i f@) = (@+1)/@?+2+1), Dy=FR
i. f(r) = (z+1)/(z®>+32+1), Dy =R~ {(-3+5)/2}

(Reseni: i. Hf = (—%,1), 4. Hf =R )
Postup teseni: Z definice oboru hodnot je Hy = {y € R|(3x € Dy NR)(f(x) = y}).
Hleddme tedy y € R, pro kterd existuje teseni x € Dy NR rovnice f(z) = y.

i. V tomto pripadé poZadujeme, aby x € Dy "R = R. Rovnice y = f(x) je ve tvaru
y=(@+1)/@+e+1) ey’ +ay-1)+y-1=0.

Proy =0 jex =—1¢€R. Proy# 0 mdme kvadratickou rovnici s diskriminantem

D(y)=—=3y>+2y+1=-3 <y+:1))> (y—1).

Aby 7eSeni x patiilo do R, musi byt diskriminant nezdporny. To je proy € <—%, 1).

Dostdvdme tak Hy = (—%,1).
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ii. Zde pozadujeme v € R\ {(—3 £ /5)/2}. Rovnice y = f(z) md tvar
y=(x+1)/(x*+3z+1) sy’ +2@By—-1)+y—1=0.
Proy =0jex = —1¢c Dy. Proy # 0 fesime kvadratickou rovnici s diskriminantem
D(y) =5y — 2y + 1.

Diskriminant spliuje D(y) > 0 pro vsechna y € R. Reseni x pro dané y € R vsak

—3+v5
2

nemusi patrit do Dy. Takovd y, pro kterd je x = , musime vyloucit. Resime

tedy
- —By-1)+vD(y) _ 3i\/5@
2

2y

x=ux(y 4y —2y+1=0.

Tato rovnice nemd redlné koteny, a tudiZ Zadnd y nevyloucime. Proto Hy = R.

Grafy funkci f zachycuje Obrdzek 4.

Obréazek 4: Grafy funkei f(z) = (z+1)/(z*+x+1) vlevo a f(x) = (z+1)/(z* + 3z +1)
vpravo.

Priklad 2.27 Urcete obor hodnot funkce f : C — C definované vztahem
f(z)=242Z2+4 22+ iz.

(Reseni: H; = {a+ ibla,b € RA—b*>—4b+2a+1>0} )
Postup tesent: Z definice Hy = {w € C|(3z € DyNC)(f(2) = w}). Napiseme z = x + iy
aw = a+ i, kde x,y,a,b € R. Pak z = © — ty. Po dosazeni do rovnice f(z) = w
dostavdame

w=f(z)eat+ib=a>+9*+3x—y+ilr—y).
Hledame tedy a,b € R, pro kterd existuji x,y € R tak, Ze z = x+1y € DyNC a je spinéna
predchdzejici rovnice. Porovndnim redlnych a imagindrnich slozek dostdivame nelinedrni
soustavu dvou rovnic

2 +y* +3r -y =a,
x—y=nb.
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Po vyjadrent x = b+ y z druhé rovnice a dosazeni do prvni dostdvaime
2y% +2y(b+ 1) +b* +3b—a=0.
Diskriminant je roven
D =4[(b+1)* — 2(b* + 3b — a)] = 4(—b* — 4b+ 2a + 1).
PoZadavek na tesitelnost je, aby D > 0. Obor hodnot pak mizZeme zapsat

Hp = {a+ibla,b € RA—b*—4b+2a+1 > 0}.

Priklad 2.28 Budte fi(z) = 22, fo(z) = 2%, f3(x) = sgnzx. Urcete definicni obory a
obory hodnot funkct f; o f;, kde i,j = 1,2,3, a napocitejte (f; o f;)(x).

(Reseni: . fi(fi(z)) = 2%, Dpopy = R,  Hpop, = R, ii. fo(fo(z)) = 2%,
Df,or, = R, Hy,op, = (1,400), iii. f3(fs3(z)) = sgnuw, Dpop, = R, Hpyop 7:
10,1, =1}, dv. fi(fa()) = 2(22), Dyof, = R, Hyof, = R*, w. fo(fi(z)) = 27
Dpyop =R, Hippopy = (1,400), vi. fi(fa(2)) = (sen(2))?, Dpop, = B, Hpop, =
(0.1, vii. fo(i(@)) —sen(@®),  Dpuog, =Ry Hyppop, = 0,1}, vi. fa(fo()) — 280,
ff}ZOf; =R, Hfzofs {1 2, 2} iT. f’%(fQ( )) = Sgn(?l?)f Df:sofz = R, Hffsofz =
1},

Postup reseni:

o filfi(z)) = (@*)* =2, Dpop =R, Hpop =Ry,

o folfo(2)) =2%, Dpop, =R, Hpypop, = (1,+00),

o f3(f3(x)) =sgn(sgn(z)) =sgnz, Dypop, =R, Hpop ={0,1,-1},
o filfo(e) = (29 =2@",  Dpop, =R,  Hpop, =RY,

o fo(fi(2)) =2, Dpop =R, Hpop = (1,4+00),

o fi(f3(x)) = (sgn(x))®, Dpop, =R, Hpop, ={0,1},

o fs(fi(z)) =sgn(@®), Dypop =R, Hppop ={0,1},

o fo(fs(a)) =2, Dpyop, =R, Hpop, ={1,2,5},

o f3(fa(x)) =sgn(2), Dpop, =R, Hppop = {1},

Priklad 2.29 Zapiste pomoci kvantifikdtori, Ze zobrazeni h je injektivni, resp. M-surjektivni,
resp. bijektivni.

(Reseni:

o injektivita: (Vx,y € Dp)(h(z) = h(y) =z =y),

39



o M-surjektivita: (Vy € M)(3x € Dy)(h(z) =y),
o bijektivita: (Vy € M)(31x € Dy)(h(z) = y).
)

Postup reseni:
o injektivita: (Vz,y € Dy)(h(z) = h(y) = z =vy),
o M-surjektivita: (Vy € M)(3z € Dy)(h(z) =vy),

o bijektivita: (Vy € M)(31x € Dp)(h(z) =vy).

Priklad 2.30 Necht zobrazeni f : (R) — R je definovdno vztahem f(z) = Zt1. Urcete
i. Dy a Hy,
ii. f~YM) pro M = (2,3)
iii. f(N) pro N = (3,4).

(Reseni: Dy =R~ {1}, Hf =R~ {1}, [~} (M) =M, f(N)=(3,2) )
Postup reseni:

e Dy =R~ {1}. Obor hodnot: budeme hledat, pro jakd y md rovnice i—ﬂ =y Tesent.
Jednoduchou dpravou ziskdme rovnict

z(l—y)=-1—y.
Tato rovnice md Tesent pro viechna y € R\ {1}, a tedy Hy = R~ {1}.
o 7 definice vzoru f~1(M) = {z € Dy|2 < ¥ < 3} musime vyiesit dvé nerovnice:

r+1 r+1

2 < ,
r—1 r—1

< 3.

V zavislosti na tom, zda x —1 > 0 nebo x — 1 < 0 se jednd se o prunik intervali
(1,3) a (—o0, 1) U (2,00), tj. (2,3). Vzor je proto f~1(M) = (2,3) = M.

e V definici obrazu f(N) = {y € R|(3z € N)(f(z) = y)} si ze vztahu L = y

vyjddrime x a dostaneme % = x. Md platit, e x € N = (3,4), coZ opét vede na

soustavu dvou nerovnic:

Vysledkem je interval <%, 2> a tedy f(N) = <%, 2>.
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3 Treti tyden

3.1 Zobrazeni, funkce, defini¢ni obor, obor hodnot, zobrazeni M-surjektivni,
injektivni a bijektivni, skladani zobrazeni

Poznamka 3.1 Pro f : A — B a M mnoZinu je zobrazeni M -surjektivni (nebo-li na
M), pokud M C Hy. Tedy samostatny pojem ,surjektivni“ definovan neni. Podobné
»M -bijektioni“ vs. bijektivni.

Priklad 3.1 Volte vhodny definicni obor Dy C R pro funkci f : Dy — (—1,1) danou
predpisem f(x) = sinx tak, aby byla

i. (=1, 1)-surjektivni a soucasné neinjektivni,

ii. injektioni a soucasné nebyla (—1,1)-surjektioni,
iii. (—1,1)-bijektiond,
iv. neinjektivni ani nebyla (—1,1)-surjektiond.

(Reseni: napriklad: i. Dy =R, i. Dy = (—n/2,7/2), @i. Dy = (-=5,%), w. Dy = (0, 7))
Postup teseni: MozZna Tesent jsou napriklad

i. Df =R,
ii. D= (~2,1),
iii. Dy = (1,1,

. Dy =(0,7).

Priiklad 3.2 Najdéte inverzni funkci k funkci

ar +b

)= cx+d

na jejim definicnim oboru. Jakou podminku must spliovat koeficienty a,b,c,d, aby in-
verze existovala?
D& omde  £—1(,) — yd=b o 1o ; - ; .
(Reseni: f~'(y) = el Podminka pro existenci inverze je ad # be. )
Postup reseni:
Inverzni funkci ziskame z vyrazu

ar+b __
cx+d

y vyresenim pro x. Plati

d—1b
ax+b:y(cx+d)<:>x(a—yc):yd—b@xzzﬁyc = ().

Pro defini¢ni obor Dy-1 =R\ {%}
Inverze neexistuje pokud f ment prostd. To nastane, pokud

(3z1,22 € Dy, 21 # 22)(f(71) = f(22)).
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Upravou rovnice f(x1) = f(x2) dostaneme

f(z1) = f(x2) & (azxy + b)(cxa + d) = (axe + b)(cx1 + d) &
0 =ad(xa — 1) + bc(zl — 22) & 0 = (1 — z2)(be — ad).

Funkce f tedy je prostd prdvé tehdy, kdyz plati bc # ad.

Priklad 3.3 Necht zobrazeni f : R — R je definovano vztahem f(x) = =
i. Urcete Hy a obor hodnot restrikce f| to0)-
ii. Vysetrete injektivitu zobrazeni f i injektivitu restrikce f| yoo)-
1 X oo e o 1 1 . N . . o 1
(Reseni: Hjy = <f§. §>, f ment injektivni, restrikce ano, Hf‘<l.+x) = (0, §> )
Postup teseni: Opét budeme zkoumat mnoZinu y € R, pro kterd existuje Tesent rovnice
x —_—
211 7

Hledame tak vsechna moznd y, kterd ziskame pokud x € R. Rovnici upravime na tvar
0=yz?—z+y
a jeji Teseni rozdélime na dva pripady:
e y = 0: pak rovnice prejde na tvar 0 = —xv € Dy a tedy y =0 € Hy,
e y # 0 : kvadratickd rovnice md redind vesend, pokud D =1 — 4y* > 0, tj. |y| < %

Celkem tedy Hy = (—3,3).

V pripadé restrikce musime jesté ovérit, zda reseni predchdzejici rovnice nemd reseni
mimo definicni obor, tj. musi platit x € (1,400). Aby tesent bylo v definicnim oboru,
poZadujeme, aby platilo

14 /1 —4y? 1— /1 —4y?
m1:u21nebox2:—yzl.

2y 2y

Resent nerovnice rozdélime na dvé casti. Nezapomenme, Ze v tomto pripadé jsme vylou-
¢ili hodnotu y = 0, jiz odpovidd x = 0, které nepatri do definicniho oboru restrikce.
o y>0:

JelikoZ vime, Ze Hf|< C Hy, pak y € (0, %) Dostdvdme nerovnici

1,+00)

+1—4y%2 > 2y — 1.
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© : Nerovnice —/1 — 4y? > 2y — 1 prejde na /1 — 4y? < 1 — 2y. Nerovnici
lze umocnit, neb pro y € (0, %) se na obou strandch vyskytuji nezapornd cisla

1

1*43/2§1+4y2—4y©0§y(2y—1)©y25.

1

Nerovnice je tedy splnéna pouze proy = 5.

@ : Nerovnice /1 — 4y? > 2y — 1 je splnéna vidy, nebot pro y € (0,3) je na
levé stran€ vZdy nezdporné ¢islo a na pravé strane vidy nekladné céislo.
o y<0:

JelikoZ vime, Ze Hf|< C Hy, paky € (—%,O). Dostdvdme nerovnici

1,+00)

V1492 <2y—1

© : Nerovnice —y/1 — 4y? < 2y — 1 prejde na /1 — 4y? > 1 — 2y. Nerovnici
umocnime, neb proy € <—%, 0) se na obou strandch vyskytuji nezdpornda cisla.
Dostaneme

1— 42 > 1+ 4> —dy < 0> y(2y — 1).

Vzhledem k podmince y < 0 tato nerovnice nemd fesent.

@ : Nerovnice \/1 — 4y? < 2y — 1 nemd fesent, nebot pro y € (—3,0) je na
levé strané vidy nezdporné cislo a na pravé strane vZdy zdporné cislo.

Resend nerovnice existuje pouze pro (0, %>, jelikoZ pro takova y vSechna x z kvadratické
rovnice splniugi podminku x > 1. MuZeme psdt Hf|<1,+oo) = (0, %> Nula tam nepatri. Jeji
vzor je 0, kterd neni v defini¢nim oboru.

Nyni prejdeme k vysetreni injektivity. Funkce f neni injektioni, pokud

(3z1,22 € Dy, 1 # x2)(f(21) = f(2))-

Upravami dostaneme

I T2
= Rt =
feg =1 e o = o

e x(zd 4+ 1) = 29(2? + 1)
0= (331 — .732)(.%21’1 — 1)

S xy=z9Vrer =1

Puvodni funkce tedy nent injektivni, miZeme volit naptiklad x1 = % a xo = 2. Jeji re-
strikce uz injektivni je, jelikoz v definicnim oboru jsou x > 1 a pro ty jiz druhd podminka

nikdy platit nebude (platila by pouze pro x1 = x9 = 1 ale rovnost je vyloucena). Proto

11 1
Hy = <—2, 2> ’Hf|<1,+oo> = <O, 2>, f neni injektivni, restrikce ano.
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Piiklad 3.4 Necht zobrazeni f : (1,2) — (0,2) je definovdno vztahem f(x) = \/z(x — 1)
a zobrazeni g : N x N — N vztahem g(m,n) = m - n. VySetrete u funkci f a g, zda jsou

1. injektivng,
it. (0, 2)-surjektivni (u funkce f), resp N-surjektivni (u funkce g).

(Reseni: f je injektivni, neni (0, 2)-surjektioni; g nent injektivni, je N-surjektioni. )
Postup reseni:

x Funkce h je injektivni, pokud (Vx1,x2 € Dp)(h(z1) = h(z2) = 71 = x2).
« Funkce h je M-surjektivni, pokud (Yy € M)(3z € Dp)(y = h(x)).
o Funkce f:

1. injektivita:

Vari(zy — 1) = Vao(ze — 1) & z1(x) — 1) = 29(20 — 1)
Sari-r3+r—21=0
& (z1 —x2)(r1 +22) + (22 — 1) =0
& (1 —x9)(r1 +22—1) =0
Sry=r9Vr+a0=1.

Z druhé podminky vychdzi, Ze kdyby platilo xo = 1 — x1, nemdme injektivitu.
Plati ale Dy = (1,2), tj. 1 € (1,2). Pro takovd x1 pak plati xo =1 —x1 ¢
(1,2) = Dy, tj. x2 nebude v definicnim oboru. Proto f je injektivni.

ii. surjektivita: Ovérujeme, zda (Vy € (0,2))(3z € (1,2))(y = f(x)). ProtoZe pro
Dy = (1,2) jsou obé strany nezdporné, lze umocnit

Ve(z—1)=ye0=2%—z—y>

Abychom obdrzeli redind veseni, musi platit D = 1 4 4y®> > 0, co# plati. Pro
dané y tak musi prislusné x splriovat

1+ /1 + 442

5 € (1,2).

T12 =

Znaménko © vede na soustavu nerovnic —1 > /1 + 4y? > —3, kterd zjevné
nemd resent. Pro ® dostdavame nerovnice

P e V;+4y2<2@2<1+m<4@1<m<3.
Proni nerovnost je splnéna vidy. Z druhé nerovnosti dostdvdme podminku
1+42 <94’ <8e |y < V2.
Proto f neni (0,2)-surjektivni, nebot (0,2) neni podmnozinou (—v/2,v/2).
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o Funkce g:
i. injektivita: g nent injektivni, protoze napr. g(1,2) = g(2,1) = 2.
1. N-surjektivita: Mdme vySetrit, zda plati vyrok
Ml e N)(3m,n e N)(m-n=1)

K libovolnému l € N zvolime n =1 a m = 1. Funkce g je N-surjektivni.

Ptiklad 3.5 Necht zobrazeni f : C — C je definovdno vztahem f(z) = z3. Urcete
FHR) a vysetrete, jestli f je injektivni a C-surjektioni.
(Reseni: f~'(R) =RU {(1, + bila,b € RAV3a = ib}, neni injektioni, je C-surjektivni

)

Postup reseni:

e wvzor: Hleddme vzor mnoziny R. Z definice f~1(R) = {z € C|z® € R}. Cislo z € C
zapiseme jako z = a + i, kde a,b € R. Pak

(a+ ) = a® + 0% + 32 + 3a’b?
= a® — b+ 3a%bi — 3ab?
= (a® — 3ab®) + i(3a*b — b?).
Aby 23 € R potiebujeme, aby platilo
3 - =0 b(3a®> - ) =02b=0Vb==+V3a.
Celkem tedy f~'(R) = {a+ ibla,b € RA (b=0Vb==%V3a)}.

pozn: Vzor lze také hledat pres goniometricky tvar z € C.

o injektivita: Tipneme, Ze funkce neni injektivni, tj. (Iz,w € C,z # w)(f(z)
f(w)). Pres Moivrovu vétu budeme hledat z,w € C, pro kterd plati 2> = w
Pomoci Moivrovy véty z rovnice dostavame (rovnost redlné a imaginarni slozky)

3

2|2 cos 3 = |wl|? cos 34,

|2|? sin 3¢ = |w]|? sin 34,

kde z = |z|(cos p+isin¢) a w = |w|(cos+isiny). Volme napriklad |z| = |w| =1,
p=0avy = %ﬂ'. Pak jsou predchdzejici rovnice splnény a pritom zjevné z # w.
Proto f nent injektivni.

o C-surjektivita: Ovérime, zda (Yw € C)(3z € C)(2% = w). Pomoci Moivrovy véty
2|3 (cos 3p + isin 3p) = |w|(cos ) + sinp).
K libovolnému zadanému w muZeme volit napt. |z| = /|w| a ¢ = % Proto f je

C-surjektivni.
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Priklad 3.6 Urcete definicni obory funkci fog a go f, kde
flz) =tgz, g(z) =

Okomentujte, zda se tyto dvé sloZen€ funkce rovnaji ¢i nikoli.

(Reseni: Doy = R(J{\{ (% + kﬂ')2) ke N()} » Dyor = Ukez <l{m km + %) Tyto sloZené
funkce se nerovnaji. )

Postup reseni:

e fog: Dostavame funkci f o g = tg(y/x). Podminky na definiéni obor tedy jsou:
3720/\\/575g+k7r<:>:r20/\x75(g+k7r)2.

Celkem tedy Dyog = RS ~ {(3 + km)?|k € Z}.

e go f: Dostavame funkci g o f = \/tgx. Podminky na defini¢ni obor
x#g—i—k‘w/\tg:ﬂZO.

Celkem tedy Dyor = ey (km, 5 + kmr).

Funkce se nerovnagi, protoze nemaji stejny definicni obor (nelze tedy ani zkoumat rovnost
ve véech bodech).
3.2 Cyklometrické, hyperbolické a hyperbolometrické funkce
Priklad 3.7 Urcete definicni obor, obor hodnot a nakreslete graf ndsledujicich funkct

i. f(x)=|arcsin(—2z)|,

i. f(x) = —2arcsin(|z + 1|) + 7,

ii. f(r) = |arccos(l —3) — 5.

(Reseni: i. Dy = (—3,3), Hp = (0, %), ii. Dy = (—2,0), Hy = (=3, T} ii. Dy = (0,4),

Hy=(0,3) )
Postup teseni: Pro c¢islo x € R a mnoZinu M definujme operace

o M+uz={y+azly €M},
o [M|={|z|:ze M}.
Resend je ndsledugici:
i.  ® Dgrgin=(-1,1) = —2z€(-1,1) =z € (-3, )= Dr=(-3,3).
® Huyrsin=(—%,5) = Hy =(0,3).

i. e Pro Dy: tesime nerovnici |x + 1| < 1, z ¢ehoZ vidime, Ze Dy = (=2,0).
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e Pro Hy: v argumentu [ vystoupi z = | + 1| € (0,1), proto
Hf = _2<07 g) + % = <_%T7ra %)

iwi. e Pro Dy: fesime nerovnici —1 <1 — 3 <1 z cehoZ vidime, Ze Dy = (0,4).

o Hy =[(0,m) = 3| =[{=3, )| = (0, %)

Priklad 3.8 Dokazte vztah

™ .
arccosr — 5 — arcsinx.

Pro kterd x tato identita plati?
(Reseni: plati pro vsechna x € (—1,1) )
Postup reseni:
Aplikact funkce cosinus na ob€ strany dokazované rovnice dostaneme

cos(arccos x) = z,

cos(g — arcsin x) = cos (g) cos (arcsinz) + sin (g) sin (arcsin z) = sin (arcsinz) = .

Protoze obé strany dokazované rovnosti jsou ¢isla z intervalu (0,7) a funkce cosinus je

na tomto intervalu prostd, plati

v . T .
cos(arccos x) = cos(§ — arcsinx) = arccos x = 5 —arcsing.

Priklad 3.9 Odvodte nasledujici vztahy
i. cosh?z —sinh?z = 1,
i1. sinh 2x = 2sinh x cosh x.

Pro ktera x tyto identity plati?
(Reseni: plati pro vSechna x € R )
Postup teseni: Primo z definice odvodime

2 2

cosh? z — sinh? z = ( 1

Obdobneé pro druhou identitu upravou levé a pravé strany dostdvaime

1
LS = 5(62“” — e ),

1 T —x T —x 1 2x —2x
PS:§(e —e )" +e )25(6 —e ).

Rovnost tedy plati. Identity plati pro kaZdée x € R.

Priklad 3.10 Zjednoduste ndsledujici vyrazy:
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i. sin (arctgx),
ii. cos (arcsin z),
iti. sinh (argcoshx).
Pro ktera x jsou dané dpravy korektni?

(Reseni: 1. \/L prox € R, i1. V1 — 22 prox € (—1,1), 4ii. Va2 —1prox>1)

1422
Postup reseni:

1. Funkci sinus vyjddrime pomoci funkce tangens. Plati

9 sin? z sin? x . 9 tg? x
tg T = 53— = 5 = ST = — 3

cos“x 1—sin“x 1+tg“zx
tg?(arctg ) z?

.2
= s arct = = .
in”(arcte ) 1+ tg2(arctgz) 1+ 22

Protoze pro viechna © € R mad sin (arctgx) stejné znaménko jako x, dostdvame

odmocnénim sin (arctgx) = \/19;7

1. Funkce cosinus vyjddrime pomoct funkce sinus. Plati

cos?(arcsinz) = 1 — sin®(arcsinz) = 1 — 22,

Protoze arcsinz je pro * € Dgpesin = (—1,1) ¢islo z intervalu (—7/2,7/2), na
kterém je cosinus nezdporny, dostdvame odmocnénim cos (arcsinz) = /1 — z2.

1i. Hyperbolicky sinus vyjadrime pomoct hyperbolického cosinu. Plati
sinh?(arg cosh z) = cosh?(argcoshz) — 1 = 2% — 1.

Protoze pro € Dgrgeosh, = (1, +00) je sinh (argcoshx) > 0, dostaneme odmocné-
nim sinh (arg coshz) = va? — 1.

Priiklad 3.11 Definujte funkce argsinhx a argtgh x, naleznéte jejich definiéni obory a
obory hodnot a nakreslete jejich grafy.
(Resvenl/-' 0. Da'rysmh = Ha'rgsmh =R, u. Da'rgtgh = (*1-, 1)7 Hargtgh =R )

Priklad 3.12 Odvodte identity
i. argsinhz = In(z + Va2 + 1),

i. argtghx = 11n(

5 lﬂ).

1—x

Pro kterd x tyto rovnosti plati?

(Reseni: i. pro viechna x € R, ii. pro vsechna x € (—1,1) )
Postup reseni:
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.

3.3

Z rovnice sinhx = %(ez — e ") = y vyjadrime x v zdvislosti na y. Vyndsobenim

rovnice 2e* dostaneme rovnost
e? — 2ye” —1 = 0.

Po substituci z = e® prejde predchdzejici rovnice na tvar
22— 2z —1=0.

Tato kvadratickd rovnice md diskriminant roven D = 4y? +4 > 0. Odpovidagici

resent jsou
2y + \/4y? + 4
ng= AEVIPHE_ AT

Koten s © je zaporny, coz je spor s kladnosti exponencidaly (viz substituce). Do
substituce dosadime koren s @

e =y+Vy?+1

a dostdvdme argsinhy = z = In(y + \/y? + 1). Vztah plati pro kazdé y € R.

3 i T __ ,—x 2z __ e, v, s .
Z definice tgh(zx) = zg;lﬁf: =S7= = ggzﬁ = y vyjddrime x v zdvislosti na y.

Upravami dostaneme

62x 1= y(62x + 1) — y62x +v,
1

2z _ +y
1—y’
1 1
x = = In( + y)
2 1—y
Dostdvdme argtghy = x = %ln(}f—g) Vztah plati pro kazdé |y| < 1.

MnozZinové operace, velikost a ekvivalence mnoZin

Poznamka 3.2 Pojem mohutnosti nebyl na prednadsce explicitné definovan. V piikla-
dech se budeme ptdt, kolik md dand mnoZina prvki.

Priklad 3.13 Dokazte De Morganovy zakony pro sjednoceni a prunik mmozZin pfes in-
dexovou mnoZinu libovolné mohutnosti, tj.

U\<ﬂ Aa> = J (U~4), U~ (U Aa> = () (U~ Ad).

a€ly a€ly a€ly a€ly

Postup reseni:

o Dokazeme dvé inkluze:
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7. U~ (ﬂaela Aa) - Uaela (UN Ay):

Volme © € U N\ (Naey, Aa). To implikuje, Ze (x € U Nz ¢ (Nper, Aa))-
Cili mdme, Ze (3a € I,)(x ¢ Ay). Z toho (3a € I,)(x € U \ A,). Cili
S Uaela (U N Aa)'

1. U~ (ﬂaela Aa) D) Uaela (U Ay):

Volme © € Uyer, (U N Aa). To implikuje, Ze (3o € In)(x € (U N Aq)). Cili
mdme, Ze (x € UA (Ja € I,)(x ¢ Ay)). Tedy x ¢ (Nyer, Aa), ale zdrover

z e U. Cili mime x € U\ (Naer, Aa)

o U~ (Uaela Aa) = Naer, (U N Aa):

:EEU\(U Aa)@meU/\meﬁ UAa

a€cl, acly
sreUNNacel,)(x ¢ Ay)
& NVaely)(xeUN A,

= ﬂ (U~ Ay).
a€ly
Priklad 3.14 DokaZte, Ze
(ANC)NB=ANn(B~(C), (ANB)N(B~C)=0, BUANC)~(A\B)=B.
Postup reseni:

€e(ANC)NBewxeBAze ANC
sSreBANreANz¢C
sreANze(BNC) wxeAn(BNC)

e Sporem. Necht v € (A~ B)N (B~ C). Pak
E(ANB)ANze(BNC)srxec ANz ¢ BANzeBAx ¢C,
coZ je spor.
e Plati

r€BUANC)N(ANB)ezecBUANC)Nz ¢ (AN B)
sreBUANC)AN(x ¢ AVa € B).
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Pomoci této ekvivalence nyni dokdZeme obé inkluze v zaddni. Pokud je x € B,
podle druhého tadku této ekvivalence zrejmé plati i x € BU(ANC)~ (AN B).

Druhou inkluzi ukdZeme sporem. Predpoklddejme, Ze plati x € BU(ANC)\ (AN B)
a zdroven x ¢ B. Protoze x ¢ AV x € B, musi byt x ¢ A. To znamend, Ze plati
x ¢ (ANC). Protoze ale plati x € BU(ANC), musi x € B, coZ je spor.

Priklad 3.15 Zjednoduste vyjadreni nasledujicich mnoZin:

.

0.

LJ(_nvn%

neN

(4
n'n)’

neN

et n+1l n

r+1
r] T 24_1 .
reR r

(Resend: i. R, ii. {0}, 1. (1/2,2), iv. 0 )

Postup reseni:

1.

Budeme chtit ukazat, Ze U (—n,n) = R. Chceme tedy ukdzat dvé inkluze. Inkluze
neN

U (—n,n) C R je jasnd. Pro dikaz druhé R C U (—n,n) si vezmeme libovolné
neN neN

z € R. K nému najdeme n € N tak, Ze |x| < n. Pak jisté plati, Ze x € (—n,n) a
tedy x € U (—n,n).

neN
11 )

Budeme chtit ukdzat, Ze ﬂ <—,) = {0}. Opét mame ukdzat dvé inkluze.

n n
neN

11
Inkluze {0} C ﬂ <— > je jasnd, jelikoZ pro kazdé n € N plati, e —L <

n’'n
neN
11
0 < L. Druhou inkluzi ﬂ <_n’n) C {0} ukdZeme sporem. Necht tedy x €

neN
11
ﬂ <—, ) a pro spor predpokladejme, Ze x > 0. Pak jisté nalezneme n; € N
neN non
tak, Ze n—ll < x (napr. n; = L%J + 1). Pak ovsem x ¢ < Lo ), coZ je spor s

S onitng
11

predpokladem, Ze x € ﬂ <—, ) Podobné pro x < 0 (nutné ukdzat také).
n’'n
neN
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1 1

1i. UkdZeme, Ze U n ,i = (=,2 ). To se ukdZe snadno, jelikoZ délame
oy \ T +1" n 2

sjednocent intervali, které jsou do sobe vnofeny: Funkce f(n) = T Je rostouct

a funkce g(n) = "TH je klesajici. Proto minimum funkce f bude dolni hranice

intervalu a mazimum funkce g bude horni hranice intervalu.

1
w. UkdZeme, Ze ﬂ < rt > = (. Staci najit dva disjunktni intervaly. Naptiklad

r
12
reR re+l
pro r = —1 mdme interval [_1 = (—1,0) a pro r =5 mdme interval Is = <57 2%),
1
JelikoZ I_1(\Is = 0, pak musi i ﬂ <7‘, 7211) = (), protoZe délame prinik s

reR
prdzdnou mnozinou.

Priklad 3.16 Necht f : R — R. Ukazte, Ze plati

1
U {zeRIlr@I> 2} = o eRIf@) 20,
neN

Postup Feseni: Pro prehlednost oznacime B = o {z € R||f(z)| > 2} a A = {z €
R| f(z) # 0}. Chceme tedy ukdzat, Ze A = B, tedy dvé inkluze:

i. A C B: Predpoklddame, Ze v € A. Chceme ukdzat, Ze v € B. JelikoZ x € A, plati
f(z) # 0. BUNO: f(z) > 0. Pak jist¢ ezistuje n € N tak, Ze f(z) > 1. Cislo n
muzeme definovat jako n = Lﬁw)J + 1. Pak je jiZ jasné, Ze x € B

i1i. B C A: Predpokladdme, Ze x € B. Chceme ukazat, Ze x € A. Pro spor predpokla-
dejme, Ze v ¢ A. JelikoZ x € B, pak |f(x)| > % pro jisté n € N. Zdrover ale v ¢ A
a tedy f(x) =0, coZ je spor.

Priklad 3.17 Volte nespocetné mnoziny A, B tak, aby A~ B byla
1. prazdnd,
1. konecnd,
i, spocetnd,
1. mespocetnd.

(Reseni: Napiiklad: i. A=B=R, 4. A=RaB=R~ {1}, 4. A=R a B=R\N,
iv. A=R aB=R~(0,1)

)
Postup reseni:

pozn: Pripomenuti vztahu C . (B~ A) = (CNA)U (C \ B).
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Priklad 3.18
1. Kolik prvku magi ndsledujici mnoziny
{1}, {1,1}, {neNjn<10}, {1,2,{1,2},0}?

1. Kolik prvkd md prdzdnd mnozina? Kolik prvkid md mnozina véech prdazdniych mnozin?
Kolik prvki md mnoZina vsech mnozin obsahujicich pouze prdzdnou mnoZinu?

(Reseni: 1,1,9,4;0,1,1.)
Postup reseni:
i. Postupné 1, 2, #{1,2,3,4,5,6,7,8,9} = 9, mnoZina md 4 prvky a to: 1,2, {1,2},0.

1. Prdzdnda mnozina neobsahuje Zadny prvek. ProtoZe prazdnd mnozZina je pouze jedna,
mnozina vsech prazdnych mnoZin obsahuje prdave jeden prvek a to prazdnou mnozinu.
Pocet mnozin, které obsahuji pouze prizdnou mnozZinu, je jedna. Proto mnoZina
vSech mnozin obsahujici pouze prazdnou mnozinu, obsahuje pravé jednu mnozinu
(tu, kterd obsahuje pouze prizdnou mnoZinu).

Priklad 3.19 DokaZzte, Ze
i. (a,b) ~ (¢,d), (a,b) ~ {(c,d), (a,b) ~ {(a,b),
it. (0,1) ~ (0,00) ~ (—00, 0),

kde a,b,c,d € R, a < b, c < d.
Postup reseni:

e U pronich dvou ekvivalenci volime prislusnou bijekci f jako linedrni transformaci
jednoho intervalu na druhy, tj. pro

f(x):gg:;l(d—cﬂ—c

plati, Ze f: (a,b) — (¢,d), nebo f: (a,b) — (c,d) bijektivné (injektivné a surjek-
tivné). V pripadé treti ekvivalence puzijeme “posunuti”. V intervalu (a,b) vy-
bereme spocetnou nekonecnou mnozinu M = {x1,x2,x3,...}. Bijekci definujeme
ndsledovné

x, x € (a,b) \ M,
flx) =< a, x = x,
Tnt+l, T =2Tp,n > 1.

Pak je videét, zZe f : (a,b) — (a,b) bijektivné (injektivné a surjektivné).
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o Jelikoz ekvivalence je transitivni, staci ukdzat, Ze (0,%) ~ (0,+00). Ekvivalence

’2
mezi (0,1) a (0, 5) je ukdzdna v minulém prikladu. Pro dikaz teto ekvivalence staci
vzit napr. f(x) = tgx. Abychom ukdzali ekvivalenci (0,00) ~ (—o0,00), mizeme
vzit napr. f(z) = In(x).

Priklad 3.20 Dokazte, Ze

i. mnozina Q je spocetnd,

1. mnozZina R je nespocetnd.

Postup reseni:

1.

Chceme ukdzat, Ze Q ~ N. Pro libovolné q € Q definujme zobrazeni ¢ : Q — Z x N
vztahem

#(q) = (p,q),

kde q = g je v zakladnim tvaru ( p,q jsou nesoudélnd). Je zrejmé, Ze definované
zobrazen je prosté. VyuzZijeme, Ze kartézsky soucin spocetnych mnozin je spocetny.
Tedy 7 x N je spocetna mnozina. Mnozina ¢(Q) C Z x N je tedy urcité spocetnd
(nekoneénd podmnoZina spocetné mnoziny je spocetnd). ProtoZe ¢ je prosté zob-
razent, dostdvame Q ~ Z x N ~ N,coz jsme chtéli ukdzat.
Jing zpusob: pomoci Cantorova diagondlniho argumentu

Ukazeme, Ze i interval (0,1) je nespocetny. Jelikoz (0,1) C R bude pak jasné, Ze R
je také nespocetné. Budeme postupovat sporem. Necht interval (0,1) je spocetny.
Pak ezistuje bijekce ¢ : N — (0,1). Jingmi slovy, miZeme vytvorit list se vsemi
redalnymi ¢isly z intervalu (0,1). Priklad takového listu je uveden v Tabulce 5. Nyni
zkonstruujeme redlné cislo X € (0, 1), které nebude na seznamu. Pro kaZdé n € N,
necht n-té desetinné misto ¢isla X je rovno n-tému desetinnému ¢islu n-té c¢isla
+1 pokud tato cifra je mensi nez 9. Pokud tato cifra je 9, definujeme cifru jako 0.
V nasem pripadé by cislo vypadalo X = 0.1315.... Z konstrukce je jasné, Ze nase
cislo nemize byt v nasem seznamu a dand bijekce tedy neni surjektivni. Coz je
spor.

0.0234242420905903943493
0.3243429342942949243924
0.5000000000000000000000
0.2034230492094029402949

N R

Tabulka 5: Tabulka pro dtkaz, ze mnozina R je nespocetna.
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3.4 Omezenost mnozin

Priklad 3.21 Zapiste pomoci kvantifikdatori definici omezené a shora ¢ zdola omezené
mnoziny a definici horni/dolni zdvory.

(Reseni:

e M je omezend zdola < (3K € R)(Vz € M)(z > K).
Kazde takove K s touto vlastnosti se nazyvd dolni zdvora mmnoZiny M.

e M je omezend shora < (3K € R)(Vx € M)(z < K).
Kazde takové K s touto vlastnosti se nazyvd horni zdvora mnoziny M .

o M je omezend < (3K € R)(Vx € M)(|z| < K).
)

Postup reseni:
pozn: Hornich ¢ dolnich zdvor mizZe byt vice (mnoZiny hornich a dolnich zdvor).

Priklad 3.22 Rozhodnéte o omezenosti zdola a shora ndsledujicich podmnoZin R
i. {2—n|n e N},
i. {x > 0| sin(5z) > 16sin® 2},
. {¥/n+1— ¥n|neN}

(ReSeni: i. omezend pouze shora, ii. omezend pouze zdola iii. omezend zdola i shora )
Postup reseni:

1. Mnozina je omezend shora, zdvorou je napriklad K =1 nebo K = 1,23. MnoZina
nent omezend zdola, jelikoZ plati negace omezenosti zdola, tj.

(VK € R)(In e N)(2—n < K).
Jako prvek n lze napriklad volit n := || K[| + 3.
1. Zdola je zjevné omezend nulou. Pro omezenost shora zkoumejme nerovnici
sin(5z) > 16sin®(x).

Vsechna x ve tvaru x = km, k € Z, zjevné splriuji nerovnost, jelikoz sin(5kmw) =0 a
soucasné sin®(km) = 0, tj. 0 > 0. MnoZina je tedy shora neomezend, co i formdiné
dokdazeme. Chceme ukdzat, Ze plati

(VK € R)(3z € R, sin(5x) > 16sin°(z))(z > K).

Volime-li napr. x = (||K|| + 1)7, pak sin(5z) > 16sin’(x) a soucasné spliiuje
poZadovanou nerovnost x > K.
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1i. Upravime predpis proki mnoZiny
+1)23 4+ Y (n+1)n+n?3
3/n+ _ 3 — 3/n+ _3n.(n
\/’ ( \F) (n+1)2/3+ 3/(n+1)n+n2/3
B n+l-—n
(n+1)23 4+ 3/(n+ 1)n +n2/3
_ 1 !
(n+1)*3 4+ /(n+ )n+n?2 ~ 3

>1 >1 21

MnoZina je tedy omezend shora. Horni zdvorou je napr. K = % Dale plati, Ze
Vn+1—n > 0. MnoZina je tedy omezend zdola. Dolni zdvorou je napy. K = 0.

Priklad 3.23 Rozhodnéte o omezenosti zdola a shora pro ndsledujicich podmnoZin R
i. {22 4+5x — 6|z € (—1,+00)},
ii. {z €Rlz?+5z—6¢€ (—1,4+00)}.

(Reseni: i. omezend zdola, ii. neni omezend zdola ani shora )
Postup reseni:

i. Krivka y = x? + 5z — 6 je parabola s vrcholem [—5/2,—49/4]. Mnozina je tedy
omezend zdola napt. cislem —49/4. Ddle dokdZeme, Ze mnoZina neni omezend
shora. Chceme ukdzat, Ze plati

(VK € R)(3x € (—1,+00))(2* + 5z — 6 > K).

+1.

Pomoct odhadu 22 +5x —6 > 5z —6 > K muZeme = volit napt. jako r = 7|Ké+6

1. 'V druhém pripadé upravime vyjddrent dané mnoZiny. MnoZina je tvorena takovymsi
x, pro kterd plati
22452 —6>—-1< 22 +52—5>0.

Kvadraticky vyraz md nulove body x1 2 = %3‘/5 Lze tedy psdt

—5-3vV5. ,—5+3V5
, o0

{z e R|2* + 52 — 6 € (—1,+00)} = (—o0, 5 IU(— ).

Z tohoto zdpisu je vidét, Ze mnoZina neni omezend zdola ani shora.

Priklad 3.24 Rozhodnéte o omezenosti zdola a shora pro ndsledujici podmnoziny R.
Pokuste se urcit prislusné mnoziny vsech dolnich a hornich zdvor.

i. 0
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ii. {gaty|n € N}

wi. {2545/ € R}

(Re§em’: Necht My, je mnoZina hornich zdvor a My mnozina dolnich zdvor. Visledky:
1. omezend, Mg = My = R, 7. omezend, pricemz My = <§ +00) a My = (—oc, §> 111
neni omezend zdola ani shora )

Postup reseni:

i. Prdzdnd mnoZina je z definice omezenosti omezend. KazZdé redlné c¢islo je hornd i
dolni zdvorou.

1. Z definice snadno uka’z?eme Ze prvky mnoZiny tvori rostouct posloupnost. Tipneme,

Se proky rostou k ¢islu 2 Jiste, plati, Ze 2" 1 < 2. Pro dikaz, Ze 3ddné islo mensi
proky 3. p = 2 :

nez % nem horm zavomu najdeme pro kaide’ € € R+ néjake’ n € N takove, Ze

plati > % —¢, tedy 3n+1 < e. Pomoci odhadu <z <z < € zjistime, Ze

3n+1 3n+l
vhodnym n je napt. n = |1/e|+1. MnoZina hornich zavor ]6 proto My, = <3,+oo)

JelikoZ pro kazdé n € N plati, Ze 3 125 1 (kde ¢islo 5 Jje pruni clen vyse zminené
rostouct posloupnosti), mnozina dolmch zavor je My = (— 00, §>

1i. Tip: mnoZina je neomezend shora, tj. budeme chtit ukdzat, Ze plati

3

(VK e R)(Fz € R)(m

> K).

Predpokldadejme, Ze x je kladné. Pomoci odhadu zdola dostaneme

3 3

x > v f§>K
22410 7 22422 2 ’

Tento odhad plati pro x® > 10. Pokud zvolime napt. x = 2|K| + 10, tj. zajistime
x? > 10, bude predchdzejici vyjrok splnén. Ddle ukdZeme neomezenost zdola, tedy

platnost vyroku
3

(VK € R)(3x € R)( < K).

x2+10
Predpokladejme, Ze x je zdporné. Pomoci odhadu shora dostaneme
3 3
T x T
< =-<K
22+10 " 222 2

pro 2 > 10. Staci proto volit napt. x = —2|K| — 10.

Priklad 3.25 Rozhodnéte o omezenosti zdola a shora pro ndsledujici podmnoZiny R.
Pokuste se urcit prislusnée mnoZiny vsech dolnich a hornich zdvor.

i. {logy(z)[x € (0,5)},
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ii. {arctg (%) |z € R}.

(Reseni: Necht My, je mnoZina hornich zdvor a My mnoZina dolnich zdvor. Vyjsledky: i.
omezend shora, pricemz My = (logy 5, +00), neni omezend zdola, ii. omezend, pricemz
AN, — (_ _ _ /T

My = (=00, %) a My, = (5, +00) )

Postup reseni:

e Logaritmus je rostouci funkce. Proto logsx < logy5,Vx € (0,5). MnoZina hor-
nich zdvor je tedy mnozina (logy 5, +00). Mnozina neni omezend zdola, tj. musime
ukdzat, Ze

(VK € R)(3z € (0,5))(logy z < K)

Pro dikaz vgroku, miuZeme pro dané K volit napr. x = e IKI-1,

o Funkce f(z) = ﬁ je sudd, takZe staci wvazZovat x € Rar. Z definice snadno
ukdzeme, Ze na intervalu (0, +00) je ostre klesajici s mazimem f(0) = 1. MnoZina

hornich zdvor je proto (1,+00).

Pro kazdé © € (0,400) je f(x) > 0. MnoZina je tedy omezend i zdola. Jesté
ukdZeme, Ze Zddné kladné ¢islo neni dolni zdvorou, tedy pro kaZdé ¢ € RT najdeme
T € Rg takové, Ze plati H% < e. Pomoci odhadu HlmQ < ?12 < € zjistime, Ze
takovym x je napt. x = 1/y/e + 1. MnoZina dolnich zdvor je proto (—oo,0).

o Jelikoz Huretg = (—5,%5), je mnozina omezend zdola i shora. UkdZeme, Ze Zddné

cislo a € (=%, 5) neni horni zdvorou, tedy Ze pro kaZdé takové a najdeme x € R
. 2z , o _
splnugict arctg <12+x+1 > «. Zvolme takové o a vyjddreme ho ve tvaru a =

arctgy, kde y € R. ProtoZe funkce arctg je ostre rostouct, staci najit x, kieré

. . . 5_ 5
vyhovuje nerovnosti > y. To nalezneme pomoci odhadu —£=%- > 3% —

_zP—x -z 3x?
z24z+1 r24z+1 322

x3 >y, ktery plati pro x > 1. Zvolime napt. x = |y| + 10.

Jeste ukdaZeme, Ze Zidné cislo o € (=7, 5) nent dolni zdvorou, tedy Ze pro kaZdé

takové a najdeme r € R splnujici arctg <%) < a. Vyjadreme o opét jako
a = arctgy a vyuZijme rust funkce artcg. Hledané x nalezneme pomoci odhadu
°—zx x®—2%/3 (2/3)x"

= 23/3 < y, ktery plati nap¥. pro x < —3. Zvolime

z2+r+1 z2+1 22
napt. x = —3y| — 30.

MnoZina hornich zdvor je proto (%,+00) a mnoZina dolnich zdvor (—oo, —3).

Priklad 3.26 Rozhodnéte o omezenosti ndsledujicich podmnozin C:
i. {b+cosgp+ i3 +sing)|p e R},
i. {100z + 22| |z| < 2}.

(Reseni: i. omezend, ii. omezend )
Postup reseni:
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1. Plati

15 + cos ¢ + (3 + sin p)|? = (5 + cos p)? + (3 + sinp)?
=25+ 10cos ¢ + cos® ¢ + 9 + 6sin ¢ + sin? ¢
=35+ 10cosp + 6sinp < 51 < 64.

Pro proky z = 5+ cos p + 4(3 + sin ) mnoziny plati, Ze |z| < 8. MnoZina je tedy
omezend.

1. Opét ukdaZeme, Ze mnoZina je omezend. Pomoci trojuhelnikové nerovnosti dostd-
vame
1220 4+ 1002| < |2]*° 4 100]2| < 2%° + 100 - 2.

MnoZina je tedy omezend.

Priklad 3.27 Rozhodnéte o omezenosti ndsledujicich podmnozin C:
i. {z7Y ]z +i- 3] <1},
ii. {a+dbla,beR, (a+0b)(a—0b)=1}.

(Reseni: i. omezend, ii. neomezend )
Postup reseni:

i. Rozepsdnim pro z = a+ b € C, kde a,b € R, dostaneme

|z4i-3| <1 & [(a=3)+ib+1)| < 1o V(a—3)2+ (b+1)2 <1 & (a—3)*+(b+1)? < 1.

Vidime, Ze body z € C mnoZiny |z +1i — 3| < 1 tvori kruh se stredem v bodé 3, —1]
a jednotkovgm polomérem. Pro z € C splnugict |z +1— 3| < 1 tedy plati, Ze |z| > 2,
protoze vzddlenost od nuly k hranici (okraji) tohoto kruhu je urcité vétsi nez 2 (tj.
velikost takového komplexniho cisla je |z| > 2). Pruky vySetfované mnoZiny proto
splriugi ]%| < % a mnoZina je tedy omezend.

ii. Pro prvky vysetfované mnoziny, kterou nazveme M, plati (a +b)(a —b) = 1 &
a’? —b? =1« a® =b%+ 1. Ukdzeme, e mnozina M neni omezend, tj. plati virok

(VK € R)(3z € M)(|2| > K).

Ekvivalentni nerovnost je |z|?> > K?2. Pro modul plati |z|* = |a + ib|?> = a® + % =
20% + 1, kde ja;me vyuZili vlastnost prvkd mnoZiny M. Chceme ukdzat, Ze 2b> +1 >
K? < p? > % Odhadem dostaneme

K?2-1
5

Staci volit b = |K| + 1. Dosazenim dostaneme a = +/(|K|+ 1)?> + 1. Pro takové
z = a + @b turzent plati. MnoZina je proto neomezend.

99



Priklad 3.28 Rozhodnéte o omezenosti mnoziny

{z € R|(3n € N)(log,n =n)}.

(Reseni: omezend)

Postup reseni: Prepiseme rovnost log, n = n do jiného tvaru. PouZitim vztahu log, b =

log,. b
Tog-a dostdavame

1 1
n =log,n = DT sz =~ Inn = lnnt/"
Inz n

V mnoziné jsou tedy obsaZeny takové x, ke kterym nalezneme n € N splriujici

T =nt/"

x musi byt kladné. MnoZina je proto omezend zdola. Omezeni shora ukdZeme pomoct
odhadu nt/™ <2 & n < 2" Tento odhad se snadno dokdZe pomoci matematickeé indukce.

Z odhadu vidime, Ze mnoZina je omezena horni zdvorou 2. MnoZina je omezend i shora.
Celkem je omezend.

Priklad 3.29 Rozhodnéte o omezenosti ndsledujicich mnozin:
i. My ={1=|z e R},
ii. My = {1752|z € C~ {i, —i}}.

(Reseni: My omezend, My neomezend)
Postup reseni:

e Mnozina My je omezend, jelikoZ

1

< =1
— 140

1
14+ 22

o UkdZeme, Ze mnoZina My je neomezend. Ovérime, Ze plati
1
VK ¢ RT)(3z € C~ {i,—i})(|——]| > K).
( )32 € Cx i~ (I > K)

Pro dané K budeme hledat z ve tvaru z = 0+1b pro b € (0,1). Pak muZeme upravit
nerovnict na tvar

1 1 1 K-1
= = K 2
‘1—1—22 ‘1—192 —p o ey
Pak b volime jako
% pro K <1,
b: K 1
75 .o
% jinak.
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Piiklad 3.30 Budte
i. My ={z€eC|(z+ 1) =(z-1)9},
ii. My ={z€C||z+ 1 = |z — 1]|1°}.

Urcete v jakém vztahu jsou mnozZiny My, Ms a rozhodnéte o jejich omezenosti.
(Reseni: My omezend, My neomezené My, My C Ms)
Postup reseni:

i. Proky této mnoziny sphiuji polynomidlni rovnost (z + 1)1 = (z — 1)10 se stejngm
znaménkem a koeficientem u nejuyssi mocniny 2'0. Tato nejuyssi mocnina se proto

9
odecte a zbyde polynom stupné 9. Proky mnoZiny magi spliiovat Y ¢2" = 0, kde

k=0
¢ € R, cg # 0. Rovnice md v C nejvyse 9 ruznych komplexnich feseni. Tato Teseni

jsou prvky mnoZiny. MnoZina M,y je proto konecnd, a tedy omezend.

1. MnoZinu My tvori body komplexni roviny, které maji stejnou vzddlenost od bodu
w=—1+1 ah =1+ (geometricky se jednd o vertikalni primky prochdzejici
body [—1,0] a [0,1]). Body mnoziny proto musi lezet presné mezi témito dvéma
primkami (na vertikdlni primce prochdzejici bodem [0,0]). Jednd se tak o mnoZinu
ryze komplexnich cisel z = 0+ i, tj. My = iR. MnoZina je neomezend.

Vztah mezi mnoZinami My, My je ndsledujici. Je-li = € My, tj. plati (z + 1)!10 =
(z — D9 pak plati |(z + 1) = |(z — )10 < |(z + D! = |(z — 1)|'°, a proto z € M.
To znamend, Ze M; C M.
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4 Ctvrty tyden

4.1 Supremum a infimum mnozZiny

Priklad 4.1 Zapiste pomoci kvantifikatori definice minima, mazima, infima a suprema
podmnoziny R. Cemu se rovnd sup() a inf 0?2

Postup reseni: Necht M C R. Pak
i. @ € M je minimem M, pravé kdyz (Vx € M)(a < z),
it. @ € M je maximem M, pravé kdyz (Vo € M)(a > z),
ii. a € R je infimem (nejvétsi dolni zdvora) M, pravé kdyz
(Vz e M)(z > a),
(Vb e R, b > a)(Fx € M)(z < b).
. a € R je supremem (nejmensi horni zévora) M, pravé kdyz
(Ve e M)(z < a),
(VbeR,b< a)(Fz € M)(x > D).
Pro prazdnou mnozinu plati sup ) = —oco a inf ) = +oo0.

Piiklad 4.2 Zkuste uhddnout sup M, inf M, max M, min M a ndsledné své tipy doka-

Zte: )
n

M = N;.

{Sn—i—l ne }

(Reseni: min M = inf M = 1/2, sup M = 2/3, mazimum neezistuje)

Postup teseni: Tipneme si, Ze minima je nabyvano pro n = 1, tento tip nasledné ovérime.
Plati:

—_

2n
>77
n+1~— 2
dn > 3n 4+ 3,
n>1.

Minima je tedy opravdu nabyvano pro n = 1 a mé hodnotu % Protoze minimum M

existuje, pak inf M = min M. U suprema tipujeme (na zakladé limitniho pfechodu)
hodnotu %, tento tip nasledné ovérime.

i. Nejdfive ukazeme, ze 2/3 je horni zavora:
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2
on < =(3n+1),

-3
2
2n < 2 -
n < n+3,
0<2
73'

1. Nyni ukadZeme, Ze je to nejmensi horni zavora:

2n 2
= Z_
(Ve > 0)( nGN)(3n+1>3 5),

2
2n>2n+§—35n—5,

- 1 /2 2 1
n>—|z—¢)]=——-.
3 \ 3 9¢ 3
Nyni sta¢i volit n = || & — %|] + 1.

3

Priklad 4.3 Zkuste uhddnout sup M, inf M, max M, min M a ndsledné své tipy doka-

Zte: 5
X

M = RY.

{x2—|—10 ve }

(Reseni: inf M = —oo, sup M = 400, minimum ani mazximum neexistuje)

Postup reseni:

o inf M = —oc:

Ukazeme, ze mnozina je neomezend zdola, tedy

23
inf M = —o0 < R)(d R .
in 00 (Ve e R)(Fz € )<x2+10<c>

Predpokladejme, ze x je zaporné. Pomoci odhadu shora dostaneme

$3 .fg T
==-<c

P— <7
z24+10 222 2

pro 22 > 10. Staéi tedy volit napiiklad = = —2|c| — 10.
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e sup M = +oo:

Ukazeme, ze mnozina je neomezené shora,

25
M = R)(3 R)| —— .
sup +o00 <= (VeeR)(Iz € )<x2—|—10 >c>

Opét vyuzijeme vhodného odhadu. Pro = > 0, kde 22 > 10, plati

x> 3

> =
22 4+10 7 z2422 2

| 8

Staci tedy volit napiiklad max{2¢ + 1,100}.
Minimum ani maximum mnoziny M neexistuje.

Priklad 4.4 Zkuste uhdadnout sup M, inf M, max M, min M a ndsledné své tipy doka-

Zte:
2y/x =3
M = L
V42
(Resend: inf M = —3/2, sup M = 2, minimum ani mazimum neezistuje)
Postup reseni:

‘JUE(O,-FOO)}.

o inf M = —3/2:

i. Nejdrive ukazeme, Ze -8/2 je dolni zavora:

(Vz € (0, 450)) <m’ > —3/2) ,

2y/x —3> —%(\/EM),
23> —VE-3
7
FVr =0,
Vo 0.
1. Nyni ukdZeme, Ze je to nejvétsi dolni zdvora

2z -3
VI +2

3
2f—3<—§f—3+s\/a?+2e,

(;—5>\/§<2€.

(Ve > 0) (3z € (0,4+)), ( < =3/2 —|—e> ,
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Pro ¢ > % nerovnice plati pro libovolné x, volime tedy napriklad x = 68
(#jardajagr). V opaéném pripadé staci volit \/x = 6(% — )7L, tedy presnéii,
za x volime druhou mocninu tohoto vyrazu. Infimum neni nabyvdno, tedy
minimum neexistuje.

e supM = 2:
1. Nejdrive ukdZeme, Ze 2 je horni zdvora:

(V2 € (0, +00)) <2\/€+—23 < 2),

2Vx — 3 < 2(Vx +2),

2Vx — 3 <2z + 4,
0<1.

1. Nyni ukdZeme, Ze je to nejmensi horni zdvora:

(Ve > 0) (3 € (0, +00)) (2\\//5;5’ > 9 —5) ,

2V — 3> 2V + 4 —evx — 2¢,
eV > 7 — 2¢,
7
Vo> - —2.
g
49

Nyni staci volit napriklad /x = g, tedy x = Zz. Supremum neni nabyvdno,
mazximum tedy neexistuje.

Priiklad 4.5 Zkuste uhddnout sup M, inf M, max M, min M a ndsledné své tipy doka-
Zte: )
M = 1——,2].
n(-2)
neN

(Reseni: min M = inf M = 1, sup M = 2, mazimum neezistuje )
Postup teseni: Dokdzeme, ze M = (1,2). Inkluze (1,2) C M je jednoduchd. Necht
x € (1,2), pak

1<z <2,

a tedy jiste pro kazdé n € N plati, Ze
1
1-—<z<?2,
n

a celkem tedy x € M. Druhd inkluze M C (1,2). Necht x € M, pak x musi spliiovat dvé
nerovnosti:

1
1——<z,VneN,
n
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T < 2.

Z proni podminky plyne, Ze x > 1, Ze druhé x < 2. Celkem x € (1,2). Dokdzali jsme
tedy, ze M = (1,2) a nyni je jiZ uloha jednoduchd. Jednoduse lze ukdzat, Ze min M =
inf M =1 asup M = 2. Mazximum neexistuje.

Priiklad 4.6 Zkuste uhddnout sup M, inf M, max M, min M a ndsledné své tipy doka-

Zte: .
M= (0, 2— n> .
neN
(Reseni: inf M = 0, sup M = 2, minimum ani mazimum neexistuje )
Postup teseni: Obdobné jako u minulého prikladu ukdzeme, Ze M = (0,2). Z toho jiz
plyne, Ze minimum ani mazimum neexistuji, inf M =0 a sup M = 2.

Piiklad 4.7 Zkuste uhddnout sup M, inf M, max M, min M a ndsledné své tipy doka-

Zte:
1
M=< —F—— eN;.
{@,) rz|” }

(Resent: min M = inf M = 3/7, sup M = 1/2, mazimum neezistuje)

Postup teseni: Tipneme si, Ze prvky mnoziny tvori ostie rostouci posloupmost, a mi-
nimum nastane pro n = 1. Supremum si tipneme limitnim prechodem n — +oo, tj.
. _ 1 o .

tipneme sup M = 5. Dikaz:

1. Minimum:

Ovérime, Ze minimum je Tovno :

Minimum je tedy skutecné nabyvdno pro n =1 a md hodnotu %

7. Supremum:
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Nejprve overime, zda je % horni zdvorou:

1 >
7_57
(3)" +2
> 1 - 2¢,
(3)" +2
1 n
2> (1-—2e) <2+<3> >,
1—2¢
3" .
> 4e

Abychom mohli nerovnici zlogaritmovat, odhadneme vijraz jeho absolutni hodnotou
a soucasné v odhadu pricteme jednicku, abychom se vyvarovali logaritmovdni nuly
(pro hodnotu e = 3 ). Plati

1—2e
4e

1—2e
4e

+1).
e

+1>

3">’

1-—2¢
n > logs 1

Vhodné n muzZeme volit napriklad takto:

1-—2¢
n = ||logs 1

Priklad 4.8 Zkuste uhddnout sup M, inf M, max M, min M a ndsledné své tipy doka-

M:{a+i aE(O,l)}.

(Resend: inf M = 2, sup M = +00), minimum ani mazimum neezistuje)

Postup teseni: Hypotéza: na intervalu (0,1) by mohla byt funkce monotonni. Jdeme-li
s a k nule (zprava), vyraz jde k plus nekonecnu (tip na supremum), jdeme-li k jednicce,
vyraz jde ke dvojce (tip na infimum).

67



.

Infimum: Nejprve ovérime, zda je 2 dolni zdvorou:

1
a+—->2,

a
a®—2a+1>0,
(a—1)%2>0.

Nerovnost plati, pruni podminka infima splnéna. Druhd podminka md tvar

1
a+—-<2+c¢,
a
a?+1
a
a2 —2a+1
— <
a

—2 <k,

Nyni pouzijeme odhad, a € (0,1) plati tedy, Ze a® < 1,

a?—2a+1 1—2a+1
< <

a a
2 —2a

a
2

24¢

Y

<e,

< a.

Pro splnéni nerovnosti a soucasné zachovdani a € (0,1) staci volit a jako primér
mezi spodni hranici a jednickou, tedy

sup M = +o00: chceme ukdzat, Ze mnozina neni shora omezend, tj.

(VK € R)(Ja € (0,1)) <a+(11 > K) :

Plati
1 241
at—->K & @ > K.
a a
Ddle vyuzijeme odhad a® > 0,
2
a“+1 1
> - > K.
a a

Staci tedy volit napr. a = min{mﬁ(| , %}
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Piiklad 4.9 Zkuste uhddnout supremum, platnost své domnénky dokazte a rozhodnéte,
zda je supremum nabyvdno:

n®+3n+5
sup ﬁ nEN .

5 s 23 o _
(Reseni: —%, nabyvdno pro n = 3.)
Postup reseni:
MnoZinu oznacime M o ukdZeme, Ze sup M = —%. Tuto hodnotu muzeme ziskat
vySetrovanim monotonie posloupnosti tvorené prvky M. Pruni podminka md tvar

2
n“+3n+5 <_23>‘

(V”EN)< 1-2n  — 5

FEkvivalentnimi upravami dostdavame

2
3 5 23
% < —F ©5(n” +3n+5) > ~23(1 - 2n) & 5n° — 3In +48 > 0.
—2n
Nerovnice md diskriminant D = 9611 —5-4-48 = 961 — 960 = 1. Nulové body tedy jsou
n =3 any = 1—56. Vyse uvedend nerovnost tedy plati pro vsechna prirozend cisla a pro
n = 3 dokonce plati rovnost. Nasli jsme tedy mazimum dané mnoZiny, které je soucasné

supremem.

Piiklad 4.10 Dokazte ndsledujici tvrzeni a rozhodnéte, zda je infimum nabgvdno.

. 3r+1— 222
infd =——— "
2+ bx

a:G]R+} = —2.

Postup teSeni: Nejprve ukaime, Ze —2 je dolni zavorou, tj. (Vz > 0) <% > —2).

Jednoduchymi upravamsi dostavame
3z +1—22%> 222 — 10z < 1> —13z,

a vyrok tedy plati. Rovnost nenastdvd pro Zddnd pripustnd x. Ddle ovérujme druhou

podminku, tj.

3z + 1 — 222
z? + bz

Prevedenim -2 na levou stranu zjistime, Ze mdme za ukol nalézt x > 0 tak, Ze

(Ve > 0)(Jz > 0)( < —2+¢).

3z +1—222+4+222+10z 13z +1
= < E.
2 + bx 2 + bz

S vyuZitim odhadu dostdvdme

13+1 _ 130+13-5 _13(+5) _ 13
22 +5x = 22+5x  z(r+5) oz

Volime tedy napriklad x := % + 1.
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Piiklad 4.11 Zkuste uhddnout infimum a supremum nasledujici mnoZiny, platnost svijch
domnének dokazte a rozhodnéte, zda supremum a infimum jsou nabyvdana:

nGN}.

(Reseni: sup M = 1, inf M = —1, nejsou nabjvdna )
Postup reseni:

(_1 n+1

far+ 2

o Tipneme, Ze sup M = 1. Musime ovérit dvé podminky:

; (=p"tt .
i. (VneN) ((—1)n + E < 1).
Pokud bude n sudé, pak predchdzejici nerovnost prejde na tvar 1 — % <1, coz

jisté plati. Pro n liché dostdvame —1 + % < 1, ktera opet plati.

ii. (Ve > 0)(3n € N) ((—1)” p U S g) :

n
K danému € budeme n hledat mezi sudymi c¢isly. Pro né predchdzejici rovnice
dostane vyraz

1 1
l—-—=-1>-c¢&n>-.
n €

Volme tedy napy. n = 2[1] + 2.

o Nyni ukdZeme, Ze inf M = —1. Opét musime ukdzat dvé podminky:
i (vn e N) ((~1)7 + S8 > 1)
Pro n sudé dostdvdme nerovnost 1 — % > —1, kterd plati pro kazdé n € N.
Pokud je n lich€ pak dostdvdme nerovnici —1 + % > —1, ktera take plati pro
kaZdé n.

y (=t .
ii. (Ve > 0)(3n € N) ((-1)% + G oy g).
Budeme hledat mezi lichymi n. Pak predchdzejici nerovnost prejde na tvar
1 1
—“1+-—<-14c&n>-.
n €

Volme tedy n=2[1] 4+ 1.

Priklad 4.12 DokaZte nasledujici tvrzeni a rozhodnéte, zda je infimum nebo supremum
nabyvdno.

i inf{z® —2? —z + 2|2 €(0,2)} =1,

ii. sup{x® —2? —x+ 2|2 €(0,2)} = 4.
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(Reseni: Obé jsou nabyvdna)
Postup reseni:

i. Pruni podminka infima md tvar
:L‘3—:U2—x—|—22 1.
FEkvivalentni upravou lze prevést na tvar
22— —z+1 > 0.

Pozorujeme, Ze +1 jsou korfeny, po rozkladu (déleni polynomu polynomem) dostd-
vdme nerovnost

(x —1)*(z+1) >0.

Pro x € (0,2) predchdzejici nerovnost plati, navic pro x = 1 nastdvd rovnost. Nasli
jsme tedy minimum (a tedy i infimum).

1. Pruni podminka suprema md tvar
933—:L"2—:v—|—2§4.
FEkvivalentni dpravou lze prevést na tvar
1:3—:U2—x—2§0.
Opét se da uhddnout koren x = 2. Po rozkladu na soucin dostdvdame
(22 + x4+ 1)(z—2) <0.
Pro x € (0,2) je proni zdvorka vZdy kladnd, druhd vZdy nekladnd. Rovnost nastavd

pro x = 2, nasli jsme tedy mazimum (a tedy i supremum,).

Piiklad 4.13 Zkuste uhddnout infimum a supremum nasledujici mnoZiny, platnost svijch
domnének dokazte a rozhodnéte, zda supremum a infimum jsou nabyvdna:

22
M- n+n+11neN '
n?+5

(Reseni: inf M = 2, sup M = 3, supremum je nabjvdno, infimum ne)
e Nejprve ukaZeme, Ze inf M = 2. Opét ovérujeme dvé podminky:

i. (Vn € N) (2252501 > 9).
ekvivalentnimi upravami dostdavame nerovnost n + 11 > 10, kterd plati pro

kazZdé n € N. Rovnost nenastdvd pro Zadn€ prirozené n.
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ii. (Ve > 0)(3n € N) (%fg“ <2 —i—e) .~

Nerovnost upravime na tvar

2 &
215 <2+4¢ w2 1

m2+n+11 n+1
2

Potom pomoci jednoduchych odhadi dostdvame,

n+1<n+1<2n 2
n2+5 n? n2 n

Staci tedy volit n = [2] + 1.

o Nyni ukdZeme, Ze sup M = % V tomto pripadé mdme ukdzat

i (vn e N) (224l < 1)
Plati
2n? 11 7
ANt e tan+33<
n®+>5 3
s0<n?—3n+2.

Polynom na prave strané md koveny n1 = 1 a no = 2. Vidime tedy, Ze vyrok

plati. Zdroven nastdvd rovnost pron = 1 ¢in =
nabyvano a mazximum ezistuje.

Priklad 4.14 Tipnéte si supremum a infimum mnoZiny
M = {a? € ]Rﬂ sinxcosx = 0}.

Spravnost svych tipi dokazte.
(Reseni: sup M = +oo, inf M = 0)

Postup fesent: Uvazujeme x € R, soucasné © = 0 zjevné 7esi danou rovnost, minimum
(a tedy i infimum) mnoziny je tedy 0. Rovnici ddle vyhovuji vSechna TeSeni ve tvaru
x = km; k € N (tam je sin(z) = 0, vSechna feseni rovnice jsou x = *T), supremum

7n? + 35,

2, a tedy supremum je

mnoZziny je tedy plus nekonecno, coz formdlne dokdazeme. Chceme ukdzat:

(VK € R)(3z € R}, sinzcosz = 0)(z > K).

V tomto pripadé staci volit
z = ([|K|] + ).
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Priklad 4.15 Bud )
M:{sin nEN}.
n

Urcete, cemu se rovnd inf M a svou hypotézu dokazte. Mize se hodit nerovnost sinx < x
platnd pro x > 0.

(Reseni: inf M = 0)

Postup reseni: Jdeme-li s n — 400 argument se blizi nule, tedy nds tip je inf M = 0.
Tuto hypotézu ndasledné ovérime.

1. Proni podminka mad tvar

(¥n € N)(sin (1> > 0).

n

Podminka je splnéna, nebot sinus je funkce kladnd na intervalu (0,7), a tedy i na

(0,1).

1. Druhd podminka md tvar

(Ve > 0)(3n € N)(sin <1> <o)

n

S vyuZitim zminéné nerovnosti dostdvdme odhad

"(5) <
sm|— | < —<e.
n n

Staci tedy volit n = [ 1] + 1.

Piiklad 4.16 Bud
M, = {az® 4 2z — 3ax — 6 |z € R}.

Urcete, cemu se rovnd inf M, a sup M, v zdvislosti na parametru a € R, a svou hypotézu
dokazte.
(Reseni:

e o =0:supM, = +oo, inf M, = —o0,

. 24 19g4

e a>0:supM, = +oo, inf M, = —Ja"+12at4 41(?“ !
2 9 i .

e a<0:supM, =2 +tl2atd J}GZ“ 4 inf M, = —oo.

)

Postup reseni:
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e a = 0: Mnozina ma tvar
My = {2z — 6|z € R}

MnoZina je zjevné neomezend, infimum tedy bude —oo a supremum o0, coz for-
malné dokazZeme. Pro supremum je treba pro kazdé K € R najit x tak, aby platilo

K
2t —-6>K < x> ;6.

Volime tedy napriklad x = % + 1. Podobné u infima pro kazdé D € R hledame
x splnugjici

D+6
r—6<Dexr< + .

, v 7 _ D+6
Volime tedy naptiklad x = =5= — 1.

e a > 0: MnoZina predstavuje konvexni parabolu, jeji supremum tedy bude jisté +oo,
coZ nasledné ukdZeme. Pro kazdé K € R chceme najit © spliujict

ar’ +2x —3ax —6 > K < ax’+2x —3ax —6— K > 0.

Ze vzorce pro tesent kvadratické rovnice pro K > —6 dostaneme, Ze vhodnym x je
napr.

3a—2++/(2—3a)2+4(6 + K)a
xr =
2a
Pro K < —6 muZeme volit napr. x = 0.

+ 10.

Pri hledani infima nejprve nalezneme vrchol paraboly. Ten se nachdzi v bodé

3a—2 9a%2+12a+4
2a 4a ’

jehoz druhd soutadnice je nd$ kandidat na minimum (infimum). Tento tip do-
kdzZeme. Proni podminka md tvar

9a% + 12a + 4
4a ’
4a?z? 4+ (8a — 12a°)x + (3a — 2)? > 0.

aa:2+23:—3a:£—62—

Diskriminant nerovnice je roven nule, dosazenim zjistime, Ze uvedend nerovnost

plati. Soucasné pro x = 3‘;;2 nastdvd rovnost, nasli jsme tedy minimum, a tedy ¢

mfimum.

e a <0 V tomto pripadé mnozina predstavuje konkdvni parabolu, infimum tedy bude
—0o0 a suprema bude nabyvano wve vrcholu paraboly. Formdalni dukaz by probehl
analogicky jako v pripadé a > 0.
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Piiklad 4.17 Mohou existovat dvé mneprazdné podmnoziny A, B C R s vlastnostmi
supA=supB, infA=infB, ANB=0?

(Reseni: ano, napr. A=Q a B=R\ Q)
Postup teseni: Ano. Napriklad A licha cela ¢isla, B sudd celd ¢isla. Nebo raciondlni a
iractondlni cisla.
Priklad 4.18 Dokazte, Ze pro A, B C R plati
sup(A U B) = max{sup A, sup B}, inf(AU B) = min{inf A, inf B}.

Diskutujte zvldst pripady, kdy A nebo B jsou prdzdné ¢i shora/zdola neomezené mnoziny.
Postup reseni:

i. sup(AU B) = max{sup A, sup B}:
Nejprve diskutuyme trividalni pripady. Pokud alespori jedna mmoZina je prdzdnd,
napt. A = ), pak AU B = B, sup A = —o0, max{sup A,sup B} = sup B. Rov-
nost tedy plati. Pokud jedna mnoZina je neomezend shora, napt. A, pak sup A =
400, mnozina A U B je taky meomezend a turzeni opét trividlni plati protoZe
max{+o0,sup B} = +oo.

Nyni pro prehlednost definujme:

sup A = a,
sup B = f.

JelikoZ to jsou suprema, vime, Ze plati 4 podminky:

[\)

~— — ~— ~—
o~ o~ o~ o~
~— — ~— “—

Pripad jesté rozdélime na 2 pripady - bud o > 8 ¢i o < B. V pronim pripadé
mame max{c, B} = o a mdme ukdzat, Ze sup{AU B} = . Z podminek (1) a (3)
plyne

(Vx € AUB)(x < «),

jelikoz B < a. Mdame tedy dokdzanou proni podminku suprema. V druhé podmince
mame ukdzat, Ze

(Vo' € R, < a)(Fz € AUB)(z > o).
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Ta je splnéna diky podmince (2). At nam totiZ nepfritel dd libovolné o hledané
x € AU B najdeme v mnoziné A podle podminky (2), o které vime, Ze plati.
Dokdzali jsme tedy, zZe sup{ AU B} = «, coZ jsme chtéli. V druhém pFipadé, tj. kdy
B > a postupujeme obdobné. Zrychlené tedy: mame dokdzat, Ze sup{AU B} = 3.
Opét spojenim podminek (1) a (3) dostdvdme proni podminku suprema

(Vx e AUB)(xz < ),
jelikoz B > «. Druhd podminka suprema nyni plyne z podminky (4), z ni totiz
plyne
(V8 eR,8 < B)(3x € AUB)(x > ).
it. inf(A U B) = min{inf A, inf B}
Dukaz formaln€ stejng jako v pripadé suprem.
Priklad 4.19 Bud A C R. Definuyme —A := {—z|xz € A}. Dokazte, Ze
sup—A =—inf A, inf—A = —supA.

Postup r1eseni: Dokazeme, Ze sup—A = —inf A. Pro prehlednost oznac¢me inf A = «.

Pak z proni podminky infima mdme
(Vz e A)(x > a).
Vyndsobenim nerovnosti ¢islem —1, dostdavdme vyrok
Vze A)(—z < —a) & (Ve e —A)(z < —a),

a tedy —a je horni zdvorou mnoziny —A. Nyni ukdZeme, Ze tato zdvora je mejmenst.

Druhd podminka inf A = « Fikd, Ze
(Vo' e R, > a)(Fz € A)(z < o).
Tento vyrok miZeme ekvivalentné prepsat:

& (Vo eR,d > a)(Fz € A)(—z > —d)
& (Vo eR,d > a)(Fz € —A)(z > —d)
s V-—d eR,—d < —a)(Fzre -A)(z > —-d),

a tedy —a je nejmensi horni zdvora.
Druhd rovnost se dokdzZe obdobné.
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4.2 Pojem posloupnost, vybrana posloupnost, monotonie posloupnosti

Priklad 4.20 Pomoci kvantifikdtori zapiste definici omezenosti posloupnosti, definici
vybrané posloupnosti a definici skorovybrané posloupnosti. Tyto definice znegujte.

(Reseni:
e Posloupnost (ay) je omezend pravé tehdy, kdyz plati

(3K € R)(Vn € N)(Ja,| < K).

Negace:

(VK € R)(3n € N)(|an| > K)

e Posloupnost (a,) je vybrand z posloupnosti (by,) pravé tehdy, kdyz plati
(3(kn), {kn} CNA (Vn € N)(kpt1 > kn))(Vn € N)(a, = bg,).

Negace:

(V(kn), {kn} C NA (Y0 € N)(kps1 > kn))(3n € N)(an # by,,)

e Posloupnost (ay,) je skorovybrand z posloupnosti (by,) prave tehdy, kdyz plati
(3(ky), {kn} CNA (Va € RT)(Ing € R)(Yn € N,n > ng)(a, > a))(¥n € N)(a, = by,).

Negace:

(V(kn), {kn} CNA (Va € RT)(Ing € R)(Vn € N,n > ng)(a, > a))(3n € N)(a, # by,)

)

Priklad 4.21 Rozhodnéte o monotonii (ostrd/neostrd) a omezenosti posloupnosti (ay,),
kde

. n
1. Ap = 2_n’
. ap = n® — 5n2.

(Resent: i. neostre klesajici a omezend, ii. omezend zdola)
Postup reseni:
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_ n
i. Resime-li monotonii a, = o ptame se, zda (Vn € N)(an4+1 < ay,). Plati

n+1 n
Posledni nerovnost je pravdivd, a tedy pro kaZdé n prirozené plati apny1 < ap.
Posloupnost je (neostre) klesagict, protoZe plati a1 = az = %
Posloupnost je tedy omezend shora prdvé hodnotou %, soucasné je omezend zdola,
protoze se jednd o posloupnost kladnych cisel, tedy je omezena zdola nulou. Po-

sloupnost je tedy omezend, nebot je omezend zdola i shora.

i. Restme-li monotonii a, = n> —5n?, opét se ptame zda (Vn € N)(an+1 < ay). Plati

(n+1)> = 5(n+1)% > n? — 5n?,
n3—2n2—7n—4>n3—5n2,

3?2 —Tn—4>0.

Studujeme, kdy je nerovnost pravdivd. Kvadraticky clen md za korenyny = 2.81,n_ =
—0.47. Nerovnost je splnéna pron > 3, a tedy pro tyto hodnoty n plati apy1 > an.
TakzZe zde je posloupnost ostie rostouci. Pro n = 1,2 je ostre klesajici. Celkové
tedy posloupnost nent monotonni.

Posloupnost nabyva minima as = —18, a je tedy omezend zdola. Shora omezend
nend, nebot plati (VK € R)(3In € N)(n® — 5n? > K). Pokud odhadneme cleny
posloupnosti zdola, dostaneme n> — 5n? > n? > n > K. Kde u proni nerovnosti
pozadujeme n > 6. Proto staci volit n = | K| + 7.

Piiklad 4.22 Rozhodnéte o monotonii (ostrda/neostrd) a omezenosti posloupnosti (ay,),

kde
2n+3
iy = —5———
n?2+3n+1’
it anp = (n —+/n)™.
(Reseni: i. ostre klesajici a omezend, ii. ostre rostouci a omezend zdola)

Postup reseni:
i. Nejprve vyfesime monotonii. Ptdme se, zda plati (Vn € N)(an+1 > ay,), tedy zda
2n+5 S 2n+3

(n+1)2+3n+4 " n?+3n+1’
n?+4n+5<0.

Uvedend nerovnost nenastdvd pro Zadné n € N. Pro kaZdé prirozené n tedy plati
nt+1 < an a z definice je to ostre klesajici posloupnost. Mazximum nabyvd pro
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n =1, pro které a1 = 1, a je tedy omezend shora. Posloupnost je ziejmé omezend
zdola, a to napriklad nulou - jednd se o posloupnost kladnych clent. Posloupnost
je tedy omezend.

ii. Nejprve vyiesime monotonii. Ptame se, zda (Vn € N) (anpt1 > ay):

an = (n—vn)" = (vVn(vn—1))"
<(Wn+il(Wn+1-1)" (5)
=(n+1—vn+1)"

Nyni pro n > 2 plati, Ze vyraz wvniti zdvorky je vétsi nez 1, a tedy plati nerovnost

n+1-vVn+1D)"<(n+1-—vVn+1)"" =a,p.

s vs

Soucasné a; = 0 aaz = (2—+/2)2, co? je jisté kladné cislo. Celkové tedy dostdvdme,
Ze se jednd o ostre rostouci posloupnost. Jednd se o posloupnost kladngch cisel, tedy
je jisté omezena zdola (napt. nulow). Zbyva tedy ukdzat, Ze je neomezend shora, tj.
(VK € R)(3ng € N)(Vn > ng)(an > K). Plati odhad

(n— V)" > n—va>va(vi-1).

Proni nerovnost plati pro n > 3, posledni vyraz pak lze pro n > 5 odhadnout
nasledovné

Vvn(vn—1)>+vn> K.

Staci tedy volit ng = max{|K?| + 1,5}. Posloupnost tedy neni omezend shora.

Priklad 4.23 Vysetrete (stejngmi metodami jako u posloupnosti) monotonii funkce

_5x+3
2 —2°

f(x)

(Reseni: ostre klesajici na (—o0,1) a ostie klesajici na (1,+00) )
NS v g .. _ 5z43 Lo, Ly,
Postup Teseni: Vysetrujeme monotonii funkce f(x) = 575 na jejim definicnim oboru

Dy =R~ {1}. Predpoklddejme, Ze v <y a ukdZeme, Ze plati f(x) > f(y) :

or+3 _ by+3
20 -2 2y—2’

9 4 5 4
§+m—1 5_’_3/—17
1 1
r—1 g1

Monotonii vysetiujeme zvlast na intervalech (—oo,1) a (1,+00).



o (—o0,1):
Vyndsobenim nerovnice zapornymi cisly x —1 a y — 1 dostdvdame y > x, coZ jsme
predpoklddali. Funkce je tedy ma tomto intervalu ostre klesajict.

o (1,+00):
Podobné zde dostdvame vyndsobenim nerovnost y > x, a tedy funkce je ostre kle-

sajict © na tomto intervalu.

Priklad 4.24 Vysetrete (stejngmi metodami jako u posloupnosti) monotonii funkce
fay=o+
x)=1x+ —.
T

(Reseni: ostie rostouci na (1,00) a na (—oo, —1), ostie klesajici na (—1,0) a na (0,1)

)
Postup teseni: Funkce je lichd. Zameérime, se tedy na resent pro x,y >0 a x < y,
1 1
r+—<y+ -,
z Y
2 2
Ty +y <awy +x,
zy(lx —y) < (z —vy),
(zy —1)(z —y) <0.

JelikoZ x < y, pro platnost nerovnosti staci, aby xy > 1. Reseni se opét rozpadd na
dva pripady.

i. * > 1 a z predpokladu y > x pak zajisté plati, xy > 1, a tedy f(x) < f(y). Funkce
je ostre rostouci na (1,+00).

ii. ©€(0,1) ay € (z,1): xy < 1, a funkce je tedy ostre klesajici pro x € (0,1).
Z lichosti funkce potom plyne, Ze na (—oo, —1) ostre roste a na (—1,0) ostre klesd.

Priklad 4.25 Vysetrete (stejnymi metodami jako u posloupnosti) monotonii funkce

f(z) = V3sinz + cos z.

(Reseni: ostre rostouci na intervalech <—2§ + 2km, § + 2km), k € Z a ostre klesajici na
intervalech (% + 2km, 3% +2kn), k € Z )
Postup teseni: Funkci muZeme nasledujicim zpusobem zjednodusit:

f(z) = V3sinz + cosz

3 1
=2 ({ sinx + 2COS$>

™
:2 . ( 7)
sin a:+6
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Funkce sin(z) je rostouct na intervalech (—% + 2km, 5 + 2km), kde k € Z, a klesajici
na intervalech (5 + 2k, 37“ + 2k7), kde k € Z. Pak 2sin (m + %) je rostouci na

2
<—§ + 2%k, g +2%kn), keZ,

a klesajict na

1
(% + 2%, g 4 2%k, ke

Priklad 4.26 Vysetrete (stejnymi metodami jako u posloupnosti) monotonii funkce

| In z|

= arct .
J(z) = arctg Inz -1

(Reseni: ostre klesajici na (1,¢e) a na (e, +00), ostre rostouct na (0,1) )
Postup teseni: Funkce arctg je ostre rostouci na R, In je ostre rostouci na RY. Reseni
rozdélime na dva pripady.

e (0,1): predpokladdme x,y € (0,1), x < y. Pak

Inz—1

1
= arctg (-1 + —lnx—i-l>

1
—1ny+1> = f(y).

() = arctg (— Inz )

< arctg (—1 +

Posledni nerovnost plati, nebot 71n1x T < 71n1y 11 @ funkce tedy na tomto intervalu

ostre roste.

e (1,e) nebo (e,+00): predpoklidime x,y € (1,e) nebo x,y € (e,+00) a v obou

pripadech © < y. Pak:
f(z) = arct In
B & Inz—1

1
= arctg ( 1
arcg< +lnzL‘—1>

1
> arctg | 1+ .
Iny—1

_1
Inz—1

Posledni nerovnost rovnéZ plati, nebot

> lny%l, a funkce je tedy ma téchto
intervalech ostre klesajict.
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Piiklad 4.27 Budte (ay,), (bn) rostouci posloupnosti. Rozhodnéte o pravdivosti ndsle-
dujicich vyroki

i. (an + by) je rostouct
ii. (a2) je rostouct
iii. (anby) je rostouct

Pokud vyrok neplati, dopliite (minimdlni) predpoklady tak, aby se stal pravdivgm.
(Reseni: i. plati, ii. neplati, ale plati pokud (ay) je posloupnost nezdpornych cisel, iii.
neplati, ale plati pokud (ay,) a (by) jsou posloupnosti nezdpornych cisel)

Postup reseni:

i. Predpoklddame, Ze (ay) i (by) jsou rostouci posloupnosti, tedy a, < any1 a by <
bp+1. Sectenim téchto nerovnosti dostavame

an + bn < ap+t1 + bn+1a
coZ dokazuje, Ze i posloupnost (a, + by,) je rostouci.

1. Tvrzent neplati, uwvaZujme naptiklad posloupnost a, = —%. Ta je jisté rostouct,

ale soucasné a,% = 1/n? je posloupnost klesajici. Vyjrok je pravdivy za predpokladu,
Ze ap je posloupnost nezdpornych cisel. Za tohoto predpokladu miZeme umocnit
nerovnict an < ant+1 @ dostdvdme a% < a% 11, coZ dokazuge tvrzend.

1i. Tvrzeni opét neplati. JakozZto protipriklad ndm opét miuzZe poslouzit posloupnost
ap = b, = —%. Vyrok je pravdivy za predpokladu, Ze obé posloupnosti jsou nezd-
porné. Predpoklddejme tedy, Ze jsou nezdporné. Potom

bn S bn+1

anbp < apbpi1 < apg1bpga,
coz dokazuje tvrzend.
Piiklad 4.28 Urcete, v jakych pripadech je posloupnost (b,) vybrand (pripadné skoro
vybrand) z posloupnosti (ay).
i ap=cV", by=c" (¢>0,c#£1),
. ap =c", b, =D (6>0,c#£1),
i, ap =", by =c"TED (¢>0,¢#1).

(Reseni: i) vybrand, ii) skorovybrand, iii) nic)
Postup reseni:

o Zvolme k, = n?, tedy (k,) je ostie rostouci posloupnost. Z definice vybrané po-
sloupnosti je tedy (by) = (ar,) = (¢) vybrand z (ay) = (¢V™).
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o (ky), kde ky = 4n + 3(—1)", neni monotonni, a tedy (b,) neni vybranou z (a).
Ale (Vn € N)(k, = 4n + 3(—1)" € N), a je tedy skorovybrand.

o (kyn), kde k, = n+ (=1)" neni monotonni, a tedy (b,) neni vybranou z (a,). A

nend ani skorovybrand, nebot pron =1 je ky =0 ¢ N.

Priklad 4.29 Urcete, v jakych pripadech je posloupnost (b,) vybrand (pripadné skoro
vybrand) z posloupnosti (ay).

. - _4n2+4n—|—1
. ap=mn, b,= 1

g n+5 (n+1)1/2+5
1. ap, = , b= —
n+2 (n+1)1/2 +2

n+95 n32 45

1. ap = —— =

" n4+20 " p3242

(Resend: i) vybrand, i) vybrand, iii) nic)
Postup reseni:

2
4"22#‘;_?“ = (221111) =2n+ 1 = agps1. Tedy z definice k, = 2n + 1, coZ je
ostre rostouci posloupnost prirozenych cisel, a (by) je tedy vybrand z (ay,).

® b, = % = a(n-gl)!. Tedy z definice k, = (";1)!, coZ je ostre rostouci po-
sloupnost prirozengch ¢isel, a (by) je tedy vybrand z (ay,).

Zg%ig = a,3/2. Tedy k, = n3/2 je sice ostie rostouct posloupnost, ale ne

prirozenych cisel. Neni tedy vybrand ani skorovybrand.

.bn:

Priiklad 4.30 Dokazte, Ze kaZdd prostd posloupnost prirozengch ¢isel ma ostre rostouci
podposloupnost.

Postup teseni: UkdZeme postup jok danou podposloupnost nalézt. Oznacme prostou po-
sloupnost prirozenych cisel (ay,) a hledanou posloupnost (by,). Definujme by = ay. Dalsi
éleny definujeme postupngm prochdzenim posloupnosti (a,) dokud nenalezneme élen s
vy$si hodnotou nez je posledné definovany élen posloupnosti (by,). JelikoZ posloupnost ay,
je prostd, vyssi hodnotu vidy musime najit. Pseudo-algoritmus je popsdn v Algoritmus
1.
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Algorithm 1:
Vstup : a, pfirozena prosta posloupnost.
Vystup: b, ostie rostouci podposloupnost.

1 Definuj b1 = a;. Poloz n = 2.
2 while n < +o00 do

3 j=n

4 while j < 400 do

5 if aj; > bn—1 then

6 break

7 end

8 j=j+1

9 end

10 Poloz b, =aj an=n+1.
11 end

5 Paty tyden

5.1 Pojem limita posloupnosti, dikaz limity posloupnost z definice,
neexistence limity

Poznamka 5.1 Objekt oo neni v R definovdn! Je tedy nutné odlisovat 4+00, —oo v R
od oo v C.

Priklad 5.1 Uhddnéte a ndsledné pouzitim definice ukazte (v R)

lim n*, ke Q.
n—-+oo

(Reseni: 0 prok <0, 1 prok =0 a +oo pro k >0) Postup reseni:
e k < 0: Pak plati liI_’I_l n* = 0. Z definice pro libovolné pevné e > 0 hleddme ng
n—-+0o0
takové, Ze pro vsechna n > ng je |nF — 0| < e. Tuto podminku miZeme zapsat jako
nk < e a protoze k < 0 tak n=*l < €. A tedy n > ﬁ Pak ng staci volit jako

1

e k=0: Pak hI_P n* =1, protoze hleddme limitu konstantni posloupnosti a, = 1.
n—-+0o0

K danému € lze ng volit libovolné, napt. ng = 1.
e k> 0: Pak lirf n* = 400. Pro libovolné pevné K € R hleddme ng takové, Ze pro
n—-—+0o0
viechna n > ng je n* > K, tedy chceme, aby platilo, n > KY* ng stact volit
no = [|K|"*] +1.
Absolutni hodnota je volena pro pripady, kdy je K < 0.
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Priklad 5.2 Uhddnéte a ndsledné pouzitim definice ukazte (v R)

1
im ———.
n—+oo /n+ 1 — \/ﬁ
(Reseni: +00)
Postup reseni:

1 1 Vn+1+n

lim ——— = lim = lim vn+1+ = 400
it ndI— i note VRdl—vhvntl4 i noie v

Pro libovolné pevné K € R hleddme ng takové, Ze pro vSechna n > ng je vVyn+ 1+

Vn > K.

Pouzijeme odhad

vVn+1++vn>+\/n>K.
Pak staci volit ng = [KQ] + 1.

Priklad 5.3 Uhddnéte a nasledné pouzitim definice ukazte (v R)

k
n
lim — kde k € N, a > 1.
n——+oo ™
(Reseni: 0 )
Postup teseni: JelikoZ exponencidla roste rychleji neZ libovolny polynom, tipujeme, Ze
limita je rovna nule. Tuto domnénku dokdZeme chytrym odhadem.

’I’Zi'l€ - le - ’I’Zk
I+ (=) & ;
a” (14 (a—1)) > (M(a— 1)
7=0
T'Lk nk
ST k+1 n! k+1
(k+1) (—1) (n—k—1)I(k+1)! (a—1)
_onf (k+1)!
I S B T e
1 (k+1)!
. k
n (1—%) (1—r+1> (o — 1)k+1
l (k‘ 4 1)k+1 a

n(a— 1)k p’
kde v druhé rovnosti jsme pouZili binomickou vétu a prvni merovnost je platnd za

k
podminky n > k + 1. V posledni rovnosti jsme oznacili % = a. Posledni ¢len ma

byt mensi nez €. Tedy = < e. Celkové tedy staci volit ng

ng:min{[%} +1,k+1}.
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Priklad 5.4 Uhddnéte a ndsledné pouzitim definice ukazte (v R)

lim log: n.
n—-+oo 2

(Reseni: —oc)

Postup teseni: Ze znalosti funkce logaritmus tipujeme, lim login = —oo. Pro li-
2

i

n%lJroo

bovolné K € R hledame ng takové, Ze pro vsechna n > ng plati login < K. Pokud
2

je K € RT, pak nerovnost plati pro vsechna n € N. Pokud je naopak K € Ry, pak

nerovnost logi1 n < K plati pro n > 2%( Pak staci volit
2
1

Priklad 5.5 Uhddnéte a ndsledné pouzitim definice ukazte (v R)

lim sin —.
n—-+oo n
(Reseni: 0 )

Postup reseni: Tipujeme lir}rl sin% = 0. Pro libovolné pevné € > 0 hledame ng takove,
n—-+0oo

Ze pro vSechna n > ng je ‘sin%‘ < €. Pro ¢ > 1 nerovnost plati pro vsechna n € N.
Pro e <1 ziskdvame % < arcsine. Jelikoz arcsinz je pro x € (0, 1] kladny, muZeme psdt

1 . .
N> o Pak staci volit

1
ng = |: - :| + 1.
arcsin e

Priklad 5.6 Uhddnéte a ndasledné pouzitim definice ukazte (v R)

li 2).

Jm arctg (n”)

(Reseni: % )

Postup 7eseni: Tipujeme lim arctg(n?) = 5+ Pro libovolné pevné € > 0 hledame ny
n

—+00

takové, Ze ¥n > ng je |arctg (n?) — Z| < e. Vime, Ze arctg (n?) € (=3, %). Tuddz

e pro € > 5 staci volit ng € N libovolné,

e proe < 5 md platit — arctg (n2)+g < €. Upravami pak dostanemen > ,/tg (g - e).
T
ng = { tg(2—e>] + 1.
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Priklad 5.7 Uhddnéte a ndsledné pouZitim definice ukazte

lim i"n (v C).

n—-+00
(Reseni: oo )
Postup teseni: Tipujeme lir}rl i"n = oo. JelikoZ |i"n| = n. Stact pro lib. K € R wvolit
n—-+0oo
no = [|K|] + 1.

Priklad 5.8 Uhddnéte a ndsledné pouZitim definice ukazte

n — 51
li C).
n—l>r—iI-100 2n +1 (vC)

5 v 1
(Reseni: 5 ) .
Postup reseni: Tipujeme lim 5>

n—-+00

= % Pro libovolné pevné ¢ > 0 hledame ngy takove,

n-+1
zZe ¥n > ng je ;‘;f; — %’ < €. Odhadujeme shora
n-5i 1 | -lu |11 u 1 _ 11
on+i 2| |2@2n+4)|  212n4+i] 2 4n2+1 n’
Md byt splnéno 1771 < €. Pak staci volit
<]
ngo—=|— Jr]..
€
5.2 Limita vybrané posloupnosti
Priklad 5.9 Vypoctéte (v R)
n

lim ——.
n—+oo n! — 2n?2
(Reseni: 0)

Postup reseni: Tipujeme lim = lim L = 0. Oznacme a, = n. Pak

ng+oo ﬁ nStoo (M—1)1=2n
ag, = (n— 1) —2n, kde k, = (n — 1)! — 2n. Aby ag, byla vybrand z a,, musi platit, Ze
ky, je rostouct posloupnost prirozenych cisel . Z mnoZiny prirozenych cisel to bude pokud
n > 5. Aby byla rostouci musi byt splnéna podminka k, < kn11. Po dosazeni dostdvame
(n—1)!=2n < (n)! —2n—2. Upravami pak (n—1)(n—1)! > 2, co? je pravda pro n > 3.
Pak (ag, ) je vybrand z (ay). A jelikoZ lim n = 4oo, plati lim ax, = 400, a celkové
. L n—+00 n—-+0o0o

tedy e =0

Priklad 5.10 Rozhodnéte, zda ndsledugici limita (v R) existuje. Existuje-li, urcete jeji
hodnotu, v opacném pripadé své tvrzeni oduvodnéte:

TR )
n—+o0 2+ 3(—1)"

(Reseni: neezistuje )

L L g L . -1 ,
Postup teseni: Tipujeme, Ze limita neexistuje. Oznacme a, = W—)l)” Plati:
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. . —1)2n . 1 1
e lim a9,= lim 5"t~ = lim 5 = :.
n——+00 n n—+00 2+3(_1)2" n——+00 2+3 5
. . —1)2n+1 . 1
e lim a = lim e D lim —5—= =1.
n—-+00 n+l n—-+00 24+3(=1)2+1 n—too 273

Nasli jsme tedy dvé vybrané posloupnosti, které maji riznou limitu. Celkové tedy
limita zadané posloupnosti neeristuje.

Priklad 5.11 Rozhodnéte, zda ndsledujici limita existuje. Existuje-li, urcete jeji hod-
notu, v opacném pripadé sve tvrzeni oduvodnéte:

I 2 '
(Reseni: neezistuje )
Postup teseni: Oznacme a, = i’ Najdeme dve vybrané posloupnosti s ruznymai limi-
tami, z cehoZ vyplyne, Ze limita celkové neexistuje.

. . A2
e lim ag, = lim * =1.
n—-+oo n—-+o0o
. . An2 Am .
e lim aspy1 = lim i gdng — .
n—-4o00 n—-4o00

Coz tedy potvrzuje predpoklad, Ze limita posloupnosti a,, neexistuje.

Priklad 5.12 Rozhodnéte, zda ndsledugici limita (v R) existuje. Existuje-li, urcete jeji
hodnotu, v opacném pripadé své tvrzeni oduvodnéte:

lim —(~1)"%
n—+oon + 1

(Reseni: mneezistuje )
n(n+1

v ¥ v n(n+1) . . , .
Postup 7eseni: Oznacme a, = HLH(—I) 2 . Najdeme dvé vybrané posloupnosti s
ruznymi limitami, z cehoZ vyplyne, Ze limita celkové neexistuje.

An(4n+1)

: _ . 4n _ : in
* nkrfoo Adn = ngrfoo dn+1 (_1) ’ o nEIJPoo dntl T 1
o Ve druhém pripadé vybereme (a4n—2) :
, . 4n-—2 (4n—2)(4n—1) . 4n-—2 8n2—6n+1
ngr—ir-loo @dn-2 = ngr—{—loo 4dn — 1 (_ ) ’ o n—1>r-ir-loo 4n — 1 (_1)
. dn — 2
= lim - =—1.

n—otoo 4dn—1

Nasli jsme tedy dve vybrane posloupnosti, které magi ruzné limity. Celkove tedy za-
dand limita neexistuje.
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Priklad 5.13 Rozhodnéte, zda ndsledugici limita (v R) existuje. Existuje-li, urcete jeji
hodnotu, v opacném pripadé své tvrzeni odivodnéte:
_1)"
im U
n—+oo \/ﬁ + (—1)”
(Reseni: 0 )

N o . (—1)"
Postup reseni:  Tipujeme, Ze nllg-loo N TE0
(="

an = oy @ volme dvé posloupnosti, které posloupnost (ay) celou pokrjvagi.

= 0. Postupujme ndsledovné. Oznacme

. . _1)2n . 1
o lim ag, = lim 8"  — Jim L —o.
n—+o00 n n—too V2n+(=1)2"  n5Y oo V2ntl
. . _1)2n+1 . -1
e lim a — lim ——&0™ _ jm =L —.
n—+00 n+l n——4oo V2n+l+(—1)2nt! n—+too V2ntl-l

Nasli jsme tedy dvé vybrané posloupnosti, které posloupnost (ay) celou pokrgvagi. Maji

stejnou limitu, o tedy lir}rl % =0.
n—-—+00

Priklad 5.14 Rozhodnéte, zda nasledugici limita (v R) existuje. Existuje-li, urcete jeji
hodnotu, v opacném pripadé své tvrzeni odidvodnéte:

ngr—ir-loo n—1 4 (—1)”"‘1 ’

(Reseni: mneexistuje )

Postup reseni: Tipujeme, Ze limita lirf W neezistuje. A najdeme dvé vybrané
n——+0oo

posloupnosti s ruznymi limitams, které to potvrzuji. Oznacme a, = w Platz

. . 1 .
o lim asy, = lim s aF—mT = lm w1
n—-+oo 2n n—-+oo (2n)=1+(=1)2"+! n—-+oo (2n)=1-1

=1,

. . 1 . 1
e lim a = lim = = lim - =1.
nsbeo 2l T B @A) T+ (—D2 2 T B (2n) 141

Priklad 5.15 Rozhodnéte, zda ndsledugici limita (v R) existuje. Existuje-li, urcete jeji
hodnotu, v opacném pripadé své tvrzeni odivodnéte:

lim n(Y",
n—-+o0o

(Reseni: neexistuje )
v v 7z v —_ n 7z
Postup feseni: Oznacme a, = n=V". Plati

e lim as, = lim (2n)(’1)2n: lim 2n = +oo,
n—-+00 n—-+00 n—-+00
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o lim agyyr = lim 2n+ 1)Y= lim =0.

n—-+o0o n—-+00 n—-+o0o

1
2n+1

Nasli jsme tedy dveé vybrané posloupnosti, které maji rizné limity. Celkové tedy limita
posloupnosti (ay) neexistuje.

Priklad 5.16 Necht lim a, a lim b, neexistuji. Co mizeme Fici o limité lim (a,+
n—-+oo n—-+o0o n—-+4oo

bn), resp. lim apby, ?

n—-+00
(Reseni: nic )
Postup reseni:

e V prunim pripadé rozhodujeme o limité hlz{rl (an + bp). Pokud zvolime a, =
n—-+0o0

(=1, b, = (=1)"FL. Obé jsou oscilujici posloupnosti a ani jedna nemd limitu.
Ale lim (a, + b,) = 0. Pokud a, = b, = (—=1)", pak lim (a, + b,) neexis-

n—-+00 n—-+00
tuje. Na zdkladé neexistence limit posloupnosti (ay), (by,) nejsme schopni nic Fict

o existenci lim (an + by).
n—+o0o

e Ve druhém pripadé mizeme volit a, = b, = (—1)", pak lir_sr_l anb, = 1. Pokud
n—-+0oo

n(n—1)
naopak zvolime a, = (—1)"? a b, = (=1)"*! pak apb, = (-1)" 2 2 4 limita

neexistuje. Celkové tedy o limité lirf anby nejsme schopni nic vict.
n—-+0oo

Piiklad 5.17 Budte (a,) omezend redlnd posloupnost a (by,) redlnd posloupnost, kterd
navic splnuje

. lim b,=0
n——+o00

7. lim b, = *+oo.
n—-+00

Cemu se rovnd lir}rl (an + bp)? Své turzeni dokazte! Vyslovte analogické tvrzeni pro
n—-+0o0

komplexni posloupnosti.
(Reseni: i. melze rozhodnout, ii. +00 )
Postup reseni:

e V prunim pripadé mdme

lim (ap,+b,) = lim a,+ lim b,= lim a,.
n—-+o0o n—-+o0o n—-+oo n—-+oo

V posledni rovnosti jsme vyuzili predpoklad lirf b, = 0 a vétu o aritmetice limit.
n—-+00

To, Ze je posloupnost (a,) omezend a redlnd ndam nic nefikd o existenci limity.
Posloupnost (ay,), kde a, = (—1)", je omezend, ale jeji limita neezistuje. Takze o
existenci lim (a, + by,) nejsme schopni nic vict.

n—-+0o
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e V druhém pripadé necht (a,) je omezend konstantou M > 0, tj. |(an)| < M Vn €
N. Potom
—M +b, < an+by, <M+ by,.

Vyrazy vlevo a vpravo jdou do +oo a z véty o limité seviené posloupnosti jde 4
prostredni vyraz do £oo.

5.3 Limita racionalni funkce

Priklad 5.18 Vypoctéte (v R)

lim (—7n%+ 2n® — 10n).

n—-+oo

(Reseni: +oo )
Postup teseni: 'V pripade limity raciondlni funkce vytykdme vidy nejvyssi mocninu z
Citatele i jmenovatele (v tomto konkrétnim prikladé pouze z citatele). Pak

lim (—7n%+2n® —10n) = lim n® <2 —— - ) = +00.

n—-+4o0o n—-+4o0o

Zde vidime, Ze n? jde k +oo a pruni ¢len k zdvorce k 2, druhy a treti k nule. Celkové
tedy z aritmetiky limit dostdvdme vysledek +o0.

Priklad 5.19 Vypoctéte (v R)

lim ((1 —n)(n® +4n) + (1 +n)(n* —Tn + 3)>

n—-+o0o

(Reseni: —oc )

Postup teseni: Nejdrive rozndasobime zdvorky a pak vytkneme nejvyssi mocninu. Plati

lim ((1 —n)(n?+4n) + (1 +n)(n? — Tn + 3)> = lim (-9n°+3)

n—-+o0o n—-+o0o
. 3
= lim n? <—9 +— ) =—o0.
n—-+oo n

Opét jsme vyuzili vétu o aritmetice limit. Proni cinitel md limitu 400 a druhy —9.
Celkove tedy mdme vysledek —oo.

Priklad 5.20 Vypoctéte (v R)

. 1—2n+nd
lm —————
n—4oo 205 4+ 25

(Reseni: 1/2 )
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Postup teseni: Plati:

1-2 5 n(1- 24+ %
T LR Gl
n—+oco  2n° + 2 n—+oo 5 (2 + ET)
2 1
= lim Lt
n—-+oo 2 + 272
. 2 1
Jm (1= 55+ 55)
lim (2+ %)
n—-+00 n
1
S 2
Priklad 5.21 Vypoctéte (v R)
(n +2)?

n—4oon3 +2n —5

(Reseni: 0 )
Postup teseni: Plati:
, (n+2)? . n’+4n+4
lm ———= lim ————
n—toond +2n—5 notoond+2n—5
n? (1 + % =+ %)

T (T A )

L lim (1+24.%)

_ hm - n—-+oo
T ; 2 _
n—+o0o n nll}r_{_loo (1 + 3
=0 1_ 0
= 1 = ().

Priklad 5.22 Vypoctéte (v R)
(; _ L)
. n n—+4
hg-l (1, 1)
n—-+0oo
<n+1 + n+2)

(Reseni: 0 )
Postup teseni: Plati:
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1 1
(a‘@) , 4n* 4+ 12n + 8

1 lim (4 + % + %)
= nkrfoo T o4 1 4 12
(245 +53)
—0.- 220
=05 =
Priklad 5.23 Vypoctéte (v R)
) (n+2)2+ %
lim
n—+too (n—3)% — (n+3)3
(Resend: -1/18)
Postup teseni: Plati:
(”"‘2)2‘1‘% i nd+2n2 —4n -7 1

I - -
n-rtoo (n—3)3 — (n+3)38  norteo (n—2)(—18n2 —54) 18

V posledni rovnosti jsme vytkli n® jak z jmenovatele tak z citatele a uplatnili vétu o
aritmetice limit.

Priklad 5.24 Vypoctéte (v R)

5n3 —Tn+1
lim —/———.
n—+oo nt + n3sinn
(Reseni: 0 )
Postup teseni: Plati:
py Al nd(5— 5+ %)
im ————— = lim .
n——+oo n* +n3sinn no4oo pi (1 + su:Ln)

| lim (5— 5+ %)

_ hm L n—-+4oo
n—+oo n ngrfoo (1 + Lgn)
9
=0-2=0.
1

V postupu jsme vyuZili toho, e lim SBn
n—-+0o0o

této kapitoly. Volime libovolné pevné € > 0 a k nému hleddime ng takové, Ze pro vsechna
n > ng plati ‘%‘ < €. Vyuzijeme odhad

= 0. Postup dukazu je jako v pruni cdsti

sinn|  |sinn|

— < €.
n n

n

93



Pak staci volit

Priklad 5.25 Vypoctéte (v R)

10(0, _ 1110
lim 2n+1)""2n—-1) ‘
n——+o00 (3n)20

(Reseni: (2/3)%° )
Postup teseni: Opét budeme vytykat nejvyssi mocninu. Plati

(2n+ 1)10(2n— 1)10 _ nlo (2+ %)10 nl0 (2 . 1)10

. . n
ngr—&{loo (3n)20 ngr-ir-loo n?0(3)20
. 110 . 110
ol @) e )
N lim (3)20
n—-+00
220
= ﬁ'

Priklad 5.26 Vypoctéte (v R)

lim (n+1)!—(n-— 1)!n2'

n—+4o00 n!

(Reseni: 1)
Postup Teseni: Upravami faktoridli. dostdvdme

(n+1)! = (n—1)!n? (n+ n! — (n)In

lim = lim
n—+00 n! n—+00 n!
. (n+1-—n)n!
= lim ————F—
n—-+o0 n!

Priklad 5.27 Vypoctéte (v R)

lim (n 1) —n?
n=+too (14 (=1)"n) (1 + (=1)"*+1n)

(Reseni: 3 )
Postup reseni:
(n—1)3 —n? . =3n?+3n-1

i (1+(=1)"n) (14 (=1)"*'n) = A e =3
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Priklad 5.28 Vypoctéte (v R)
P(n)
n—-+o0o M’
kde P a Q jsou nenulové polynomy v n s redlnymi koeficienty a Zddné n € N neni
korenem Q.

Postup teseni: Plati

m m—1

m—1
P apn® o Gm Y agntTm am + Y. ag/nmF
(n) T k=0 - lim k=0 — k=0
n—+o0 Q(n)  n—foo n—+oo n! -1 -1
kzo bknk by + kzo bknk—l b + kzo bk/nl_k

Vyrazy v sume jdou k nule, a limita tedy zdvisi pouze na hodnotdich m al a na poméru
am .

b

e m=1[: lim a,=%
notoo bi

e m<l[: lim a,=0,
n—-+0o

T — ) am
o m > I: ngr}rqooan—+oo sgn().

Priklad 5.29 Vypoctéte (vR)

i (2n + a)?
n—+to0 (. — 1)(3 — 5n)

v zavislosti na realné konstanté a.
(Reseni: -4/5 )
Postup reseni:
. (2n + a)? . 4n? +4dan + a?
lim = lim —e——+——
n—+oo (n —1)(3 —5n) n—too —5n2+8n —3 5

Priklad 5.30 Vypoctéte (v R)

lim (3n+5)(3—an)
n—+oo  n(2n+ 3)

v zdvislosti na redlné konstanté a.
(Reseni: —3a/2 )
Postup reseni:
(3n+5)(3 —an) 5 —3an? + 9n — 5an + 15

lim =
n—+oo  n(2n+ 3) n—r+o00 2n? 4+ 3n

Pro a = 0 je limita rovna nule, pro ostatni hodnoty a dostdvame —37‘1.
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6 Sesty tyden

Poznamka 6.1 V ndsledujicich prikladech je vhodné mit na paméti ndsledujici vzorecky
(zejména promn =2 an =3). Proa,b € C an €N plati

n—1
a” —b" = (a—0b) Z akpnik,
k=0
(a+b)" = Z ") akpnk,
k=0 k

Poznamka 6.2 Na predndsce bylo pro pro limitu redlné posloupnosti (a™), a € R, ukd-
zano

0 pro |a|] < 1,
1 proa=1
lim o = b ’
n—+00 400 proa > 1,

neexistuje pro a < —1.

Poznamka 6.3 Na predndsce bylo pro pro limitu komplezni posloupnosti (a™), a € C,
ukdzdano

0 pro |a|] < 1,
1 =1
lim o" = proa ==
n—+00 oo pro |a| > 1,

neezistuje pro |a| = 1,a # 1.
6.1 Limita racionalni funkce (dokonceni)
Priklad 6.1 Vypoctéte (v R, existuje-li)

(n2 +n+ 1)10 —(n+ 1)20
im
n—+oo (n?241)10 — (n+41)20

(Reseni: 1/2)
Postup reseni:

. (n?+n+1)0 — (n+1)% . (n?0 + 100 +..) — (020 + 20017 + ..))
11m = 11m =
n—+too  (n?+41)10 — (n41)20 n—+oo (n20 + 1008 + ...) — (n?0 + 20019 +..))

e (T

lim ——————— = —.
n—too —20n19 4+ ... 2
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Priklad 6.2 Vypoctéte (v R; existuje-li)

) 1 2 n—1

n—-+o0o

(Reseni: 1/2)
Postup reseni:

1 2 —1 1+2+... -1
lim 7+7+'”+n = lim tet tn =
n——+oo \ n2 n? n2 n—+oo n2
—1 2 1
lim u = lim n n_ —.
n—+oo  2n2 n—+oo 2n2 2

Priklad 6.3 Vypoctéte (v R; existuje-li)

1 2
lim <—+3—...+(—1)”1”>.
n n mn n

n—-+00

(Reseni: neexistuje)
Postup teseni: Pro n sudé€ plati

1-243—4+-+n-1)-n=0+2+-+n—-1)+n)—2-2+4+---+n)
n(n+1) 5-(3+1) _n*+n n
= —_——_-n=——.

S R e S S 2

Podobné pro n lich€ upravami dostdvame

-1 1
(1-2+43—4+...—(n—1)+n= [—"2 }Jrn:";r
Celkove tedy

e pro n sudé

1 2 3
lim (—+—...+(—1)"—1”): lim —~.
n—a+oco\n mn o n n n—+oo 2

e pro n liché

1 2
lim <—+3—...+(—1)"—1”
n—+o00 \ N n n n

) ) n+l1l 1 1
= lim ==
n

n—4oo 2

Nasli jsme tedy dvé vybrané posloupnosti, které maji rizne limity a celkové tedy limita

nemuze existovat.

97



Priklad 6.4 Vypoctéte (v C)

I
n—1>I-ir-loo 4—1in
(Reseni: 2i)
Postup reseni:
_2n+i . on(247) 2
lim — = lim 47",277,:21'.
n——+oo 4 — m n—-+oo n, (5 — Z) 1
Piiklad 6.5 Vypoctéte (v C)
. in —1
lim — .
n—+o0 2 +in
(Resend: —4i)
Postup reseni:
dn —i n(4-1) 4
im ——' = lim sz,:—@.
n—+o0 2 +1in  n—+oo n(ﬁ +Z) ?
Piiklad 6.6 Vypoctéte (v C)
11
lg 1 TH
n—-+oo + T—H
(Reseni: () Postup feseni:
lim 2" — qim 20 gy =0.
1 1 it .
n—rtoo L 4 Pt n—-+o00 Z(n’+1” n——+oo 2N + ¢

6.2 Limity na odmocniny

Priklad 6.7 Vypoctéte (v R; existuje-li)

lim (W—\/ﬁ).

n—-+oo

(Reseni: 0)
Postup reseni:

vn+14++n
vVn+1+4+4/n
n+1—n 1

lim ————= lim ———= =0
notooy/n+1+4/n notooy/n+14+./n

lim +n+ —f:ngrfoo(\/n+ —\/ﬁ)

n—-+4o0o
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Priklad 6.8 Vypoctéte (v R; existuje-li)

lim Vn+5
n—-+oo 2\F—|— f
(Resend: 1/2)
Postup reseni:
1+ 5 1+ -2

. Vntb5 . NG N

lim = lim —~ = lim T —.

n=+o0 2./n + ¥/n na+oo\f(2+n§ 5) n%+002-|-n% 2

Priklad 6.9 Vypoctéte (v R; existuje-li)

im vn2 —3— ¥/n’ + 1
11m
n—+00 F4 /n2 142 210/

(Reseni: -1/2)
7
Postup feieni: Nejuyisi mocnina je v tomto piipadé - 50, vytykdme tedy clen n2o :

e 1 3 1
V=3 - Va1 ””(Zﬂ%—n%”v”*“)

lim lim = ——.

20 — 4
n—r+oo 5\/n27+2\/7 not n270 <59%3+é3 2)
n2 n 20

Priklad 6.10 Vypoctéte (v R; existuje-li)

.oVn+1—vn+2
lim .
n—+oo \/n+2—+/n+3

(Reseni: 1)
Postup reseni:

lim Vn+l-vn+2 Vn+l+vn+2 Vn+2+vn+3
n—>+oo\/n—|—2—\/n—|—3 Vintl4+vn+2 Vn+2+vn+3

-~ Vn+2++vn+3 i (\/1+ +\/1+)
n—>+oo\/n—|—1+\/n—|—2 "—H“X’ <\/1-|- —|—\/1+ )

Priklad 6.11 Vypoctéte (v R; existuje-li)

lim (\/3712 T1- 2n>.

n—-+0o
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(Reseni: —oc)
Postup reseni:

1
lim ( 3n2+1—2n): lim n<1/3+2—2>—+oo-(\/§—2)——oo.
n——+oo n—-+o00 n

Priklad 6.12 Vypoctéte (v R; existuje-li)

lim 14++v14+n4

n—-+00

(Resend: \/2)

Postup teseni: Zrejmeé.

Priklad 6.13 Vypoctéte (v R; existuje-li)

lim (\/n2 Drn+1—/n2+4 (—1)nFln + 1).
n——+oo

(Reseni: neezistuge)
Postup teseni: Plati

lim /n2+ (—1)"n+1—/n2+ (-1)"Hn+1=
n—+400

<\/n2 Drn+1—y/n2+(-1) ”+1n+1) (\/n2 Dn+ 14 /n?+ 1)"+1n+1>

lim

n—+o0 Vn2+ (=)t + 1+ /n2+ (=1)"Hin +1
2(=1)"n

lim =

n——+00 \/n2 (—1)rn+1 _|_ \/n2 (—1)ntln 41
2
lim (

n—-+o0o \/1 + + + \/1 1)n+1 %

Vybereme-li nyni podposloupnost cleni se sudymi indexy, limita vyjde 1. Naopak pro
liché indexy dostavame hodnotu —1. Nasli jsme tedy dve ruzné podposloupnosti s riuznyms
limitami. Puvodni limita tedy neexistuje.

Priklad 6.14 Vypoctéte (v R; existuje-li)

lim n%/? \/n2+1— \/n2—1

n—-+4o00

(Reseni: 2/3)
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Postup veseni: Oznacme a = vn?2+1 ab= v/n?—1. Ze vzorce a®> — b> = (a — b)(a® +
ab + b?) vyjddrime vyraz (a —b), tedy a — b = %. Pak

lim n4/3 Vn2+1-— \/n2—1):

n—-+o0o

lim ns (n2+1—n2+1) _
ntoe /(2 +1)2 + /(2 +1)(n? — 1) + {/(n? — 1)?
lim 20 =
n—too /pd 422 + 14+ V/nt — 1+ Vnt —2n2 +1
4

2

lim

2n3
Tl (Y1 Gk -H -2+ &) i

Priklad 6.15 Vypoctéte (v R; existuje-li)

lim ({’/n3+n2+1 - \3/n3—n2+1>.
n—-+00

(Reseni: 2/3)

Postup feseni: Oznacme a = v/n3 +n2+1 a b = v/n3 —n2 + 1. Rozsirenim vjrazem

a? + ab + b2 dostaneme

lim {’/n3+n2+1f€/n3fn2+1:
n——+0o

i 2n? 2
im _z
notoo (3 +n2+1)2+ Y3 +n2+ )03 —n2+1)+ (3 -n2+1)2 3

Priklad 6.16 Vypoctéte (v R; existuje-li)

lim (Vi —vn).

n—-+o0o

(Reseni: —o0)
Postup reseni:

1 1
lim /n—+/n= lim ns —n3i= lim n? — -1 =—00.
n—-+00 n—-+00 n—-+0o né

Priklad 6.17 Vypoctéte (v R; existuje-li)

lim ({l/n‘l—n— €/n3+3n2>.

n—-+00

(Reseni: -1)
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Postup reseni: Oznacme n-ty clen zadané posloupnosti symbolem a,,. Nejmensi spolecny

11

ndsobek 3 a 4 je 12. PouZijeme tedy vzorec a'?> — b2 = (a — b) 3. a*b''7F, kde a =
k=0

R/ (n* —n)? ab= /(n3+ 3n?)% Timto rozsirenim dostdvdme

n* —n)3 — (n3 + 3n?)*

(
11
> (nt —n)

k=0

Ap =

k 11—k
4

(n3+3n2)"s

Nejvyssi mocniny jak v Citateli tak v jmenovateli jsou 11 (n'? se v Citateli i jmenovateli
odectou), a tedy rozhodnou koeficienty u téchto mocnin. Upravime-li jmenovatel do tvaru

11 1 % 3 llgk
n 3 y
=0 n n

pak kazdy scitanec sumy jde k 1 a celkové tedy koeficient u n'' je ve jmenovateli 12. V
Citateli mizeme vyuZit binomickou vétu a zjistime, Ze u n'' je koeficient —12. Celkem
tedy limita vyjde —1.

Priklad 6.18 Vypoctéte (v R; existuje-li)
lim n~Y/2 (\/m+ Va2n —V3n + 2) .

n—-4o00

(Reseni: 1+ /2 —/3)

Postup reseni:

lim n~1/2 (\/n—l— 1++vV2n— \/3n—|—2) =

n—-+0o0o
1
b (1ede v /342
L o 14v2- V3
nz2

lim
n—-+o0o

Priklad 6.19 Vypoctéte (v R; existuje-li)
lim n'/? (\/nJr 14+ 2vn —3vVn+ 2) .
n—-+00

(Reseni: —5/2)
Postup reseni:

n%(n+1+4n+4 n(n+1)—9n—18>
lim n'?(Vn+1+2/n—3vn+2)= lim

n—r-+00 n—s-00 vn+1+2yn+3yn+2
1
y n2 (4\/n(n+1)—(4n+17)> 4y/n(n+ 1) + (4n + 17)
= 11m .
n=too  \/n+1+2yn+3vn+2  4y/n(n+1)+ (4n +17)
nz (—120n — 289) 120 5

= lim - _ —_-

notee (V14 2y/n + 3v/n 1 2) (4 n(n+1)+(4n+17)> 6-8 2
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Priklad 6.20 Vypoctéte (v R; existuje-li)

lim <\/n2+\/n4+\/n8+1—n\/1+\/§>.

n——+oo
(Reseni: 0)
Postup reseni: Vyraz rozsirime cislem (\/n2 + \/n4 +vn8 +1+ n\/l =+ \/5) a pou-
Zijeme vzorec pro a® — b*. Tim dostaneme
n? 4+ vnt+vn8 +1—n?—/2n? _ \/W—n\/T—\/inZ
Ny SV ey R A WA orwy/r s R4
Opét rozsitime, abychom se zbavili nejvyssi mocniny v Citateli. Dostavame

n' +vn® +1—2n*
<\/n2+ m+n\/1+\/§> <\/n4+\/n87+1+ ﬂrﬂ)'

n =

ayn —

Abychom se zbavili posledni odmocniny, rozsirime naposledy, nyni vijrazem vV/nd + 1+n?,

nd+1—nd
an:b7—>0,
n

jako b, jsme oznacili jmenovatel vyrazu, o kterém plati, Ze jde do plus nekonecna -
vyslednd limita je tedy rovna nule.

Priklad 6.21 Vypoctéte (v R; existuje-li)

n—-+oo

lim n< n2+(—1)n\/ﬁ—n>.

(Reseni: neexistuje)
Postup teseni: Zadanou limitu rozsirenim upravime na tvar

y n(—1)"/m
1m .
n—+4oo n2 + (_1)n\/ﬁ +n

Pro sudé hodnoty n je limita do plus nekonecna, pro liché minus nekonecno. Limita tedy
neexistuje.

Priklad 6.22 Vypoctéte (v R; existuje-li)

hm (\/an—i— —v/n)Van + 3
pro a € RT.
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(Re§e7zi.‘ +ooproa>1,1proa=1, —co proa <1)
Postup reseni:

N 4

Pro a # 1 je v citateli vyssi mocnina neZ ve jmenovateli. Pro a > 1 dostdvame vysledek
400, pro a < 1 naopak —oo. Pro a =1 plati

I Vian +3 lim 2\/”+4
1m @ —F—
n—+00 \/n—l—l—i—\/ﬁ n—+oo \/n + 1 -|-\f

Priklad 6.23 Vypoctéte (v R; existuje-li)

lim nF! (Vnk+1— {C/nk—1>

n—-+00

pro k € N.
(Reseni: 2/k)

Postup Teseni: PouZijeme vzorec a* — b* = (a — b) Z albF—1-7

7=0
2) k—1
lim n* (\/nk—i—l \/nk—1>: lim n

n—-+oo n——+oo k—1 j k—1—j

> (P +1)k(nk —1) F

7=0
2nk‘—1

= 1151_1 1 .

nF1 ST (1 + k) k(1 — k)

=0

Ve jmenovateli je suma citajict k clend, z nichZ kaZdy md limitu jedna. Vyslednd limita
: 2
Jje tedy 7.

Priklad 6.24 Urcete ¢isla a,b € R tak, aby platilo

. 3

lim <\/1—n3—an—b> =
n—-+00

(Reseni: a = —1,b=0)

Postup teseni: Necht a, znaci n-ty clen posloupnosti na levé strané zadané rovnice.

Vytnutim nejuyssi mocniny ziskdvame



Pokud by a < —1, pak by predchdzejici limita vysla +oco, pokud by a > —1, pak lima,, =
—o0. Jedind Sance je tedy pro a = —1. Pak posloupnost a, bude vypadat

an=v1—n3+n—>.
Rozsirenim cislem (1 —n?)%/3 — /1 —n3(n — b) + (n — b)? dostaneme

1—n3+(n—10)3
(1 —-n3)2/3 =T —n3(n—b)+ (n—b)2

Vytknutim nejvyssich mocnin ziskdme

ap —

n? [—364—%4—%

n2 [(1/n3 —1)2/3 — (1 —b/n)(1/n3 — 1)1/3 + (1 — b/n)?] — —b.

ap =
A tedy musi platit, Ze b = 0.

6.3 Limity s obecnou mocninou

Priklad 6.25 Vypoctéte (v R; existuje-li)

T
n—+oo (_2)n+1 + 3n+1'

(Reseni: 1/3)

Postup teseni: Vytgkdme exponencidlu s nejvétsim zdkladem. Plati

. (=2m+3" 3 ((=5)"+1) 1
w2yt 4 30 b3 (2(C2)713) 8

Priklad 6.26 Vypoctéte (v R; existuje-li)

L= lim o™t
n—-+00

pro a € R.
(Reseni: L =+o0 prola|>1,L=0prola|<1, L=1prola|]=1)
Postup Teseni: Exponent n? + n miZeme prepsat do tvaru n(n + 1), coZ je sudé éislo.
(Pokud je n sudé, pak n+1 je liché a naopak. Soucasné plati, Ze sudé krdt liché je sudé.)
Plati tedy a™*™ = |a|"**". Protoze posloupnost (|a[™ ™) je vybrand z (|a|™), dostdvdme
ndsledugjict limity.

° |a| >1: L =+4o00.

e |a| <1:L=0.
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e laj=1:L=1.

Priklad 6.27 Vypoctéte (v R; existuje-li)

an

ngg-loo 1+ a2n
pro a € R~ {£1}.
(Reseni: 0)
Postup teSeni: Pro pripustné hodnoty parametru a takovych, Ze |a| < 1, je vysledek
zjevné 0. Pro |a| > 1 upravime limitu na tvar

n n
. a .
lim T on = lim B
n—+oo 1 +a*”  n—+oo g (cTn + a”)

. 1
= lim T .-
n—-+o0o o + a”

Z tohoto tvaru je jiz patrné, Ze i pro tyto hodnoty parametru a je limita rovna nule.

Priklad 6.28 Vypoctéte (v R; existuje-li)

at—a "

im ——
n—+oo g™ +a "
pro a € R~ {0,£1}.
(Reseni: 1 pro |a| > 1, -1 pro 0 < |a| < 1)
Postup teseni: Pro |a| > 1 vytkneme a™. Plati
a”—a " 1—a 2"
n—+oo a® +a~" no+oo 1+ q—2n

n

Pro |a| < 1 vytykame a™",

) a —a " . a?” —1
Iim ———= lim — = —1.
n—+oo @ +a~" n—+oo a2 + 1

Priklad 6.29 Vypoctéte (existuje-li)

i l+a+a?+...+a"
11m
n=too 1+ B+ B2+ ...+ 7

kde o, € C: |a| < 1,[B] < 1.

(Reseni: E}

Postup reseni: VyuZijeme zndmého vzorce pro soucet n cleni geometrické posloupnosti.
Platy

. l+a+ad’+...+a” . 1l—a™!t 1-8 1-3
lim = =
notoo 1+ B+ B2 +...+ 6"

_nﬁlrfoo l—a 1—pntl  1—a
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Priklad 6.30 Vypoctéte (v R; existuje-li)

lim V2V2V2... V2.

n—+o0o
(Reseni: 2)
Postup reseni:
ok noog i .
Vavave. o We =] V2=]]2* — g ?F
k=1 k=1
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7 Sedmy tyden

7.1 Limita seviené posloupnosti

Piiklad 7.1 Pomoci odhadi (seviené posloupnosti) vypoctéte (v R)

lim 7]
n—-+oo \/ﬁ )

MG

(Resend: %)
Postup teseni: Pro dolni celou cédst plati

k—1<|k] <k VkeR.

Pak pomoci predchdzejict vztahu muzZeme odhadnout

<

2 2yn Vn vn

Z véty o limité seviené posloupnosti pak plyne

NG

lim LQJ :1
n—+o00 \/’ﬁ 2

Priklad 7.2 Pomoci odhadi (seviené posloupnosti) vypoctéte (v R)

. "1
HETOOE\/E‘

(Reseni: +00)
Postup teseni: Pomoci odhadu

1 1
727
k n
platného pro Vk € N ziskdme
n n n
1 1 1
Loyl oLy a
m Ve o vn "= v
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Piiklad 7.3 Pomoci odhadi (seviené posloupnosti) vypoctéte (v R)

n
5 .
oo £~ n + k
(Reseni: 0)
Postup teseni: Pomoci odhadu

platného pro Yk € n ziskame

1 n 1 =1 1 n 1
0+ = = Z < < =—=——=0
2 = 2 = 2 2
1+n n(l+n) —nitn Ttk T =00 0 n
Z véty o limité seviené posloupnosti tedy plyne
RO
lim ﬂ =0.
n——+o00 P n4 -+
Priklad 7.4 Pomoci odhadi (seviené posloupnosti) vypoctéte (v R)
= 1
i YL
3 1 12
n—r—4oo —1 ns + k
(Reseni: 1)
Postup teseni: Pomoci odhadu
1 < 1 < 1
Vnd+n2 T VUnd+ k2T Vnd
platného pro Yk € n ziskame
n n n n
= = 1 — 1.

T DT DR S BE R D D
’I’L31—|—1/n kzl\g/m_kzl\g/m_k:13n3 nk:l n

Z véty o limité seviené posloupnosti tedy plyne

lim

n
1
E —
33 2
n%«#ook:l n +k;

109



Piiklad 7.5 Pomoci odhadi (seviené posloupnosti) vypoctéte (v R)

(n+1)?
lim —

n——4o00 Pt \/E

(Reseni: 2)
Postup teseni: Pomoci odhadu

1 1 1
I G G
(n+1)2 " Vk~ Vn?

platného pro k v rozmezi n® < k < (n + 1)? ziskdme

2 2 2
A T TS T L UL CRRC IS R TAIE
k=n2 \/E k=n2 YT " k=n2 n "

2 2
(n+1) 1 (n+1) 1 2(77, n 1)
Y == = =22
P vk = V(n+1)? n+1

Z véty o limité seviené posloupnosti pak plyne
(n+1)?
e k22 N/
=n

Priklad 7.6 Pomoci odhadi (seviené posloupnosti) vypoctéte (v R)

: 1 ¢ koo 1.2
Jm <n2—i—1 2 (-1 sinlk >> '
(Reseni: 0)

Postup teseni: Pomoct odhadu

—1 < (=1)"sin(k?) < |sin(k?)| < 1

platného pro vsechna k € R ziskdme

n 1 n 1 n . ) 1 n n
0<——n2_|_1§n2+1;(—1)§n2+1;(—1) sin (k%) < ;1< 0.

Z véty o limité seviené posloupnosti pak plyne

Jim (nzlﬂ SO(-1)F sin(k2)> 0.

k=1
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Piiklad 7.7 Ukazte, Ze

lim i #% | lim i ,
n—+4oo [ n 41 | |[n—+oon 41 |
ale naopak
. n+1 . n—+1
lim = | lim
n—4o00 L n ] _n—>+oo n

Postup reseni: Jelikoz 0 < ;17 <1 pro vSechnan € N, je LnL-HJ = 0. Pak jisté plati

lim { n J:o
n—+oo | N+ 1

Naopak ngr—i,r-loo 7 =1 a 1] =1. Dokdzali jsme tedy pruni nerovnost.

n+1

n

€ (1,2) pro vSechna n > 1. Pak pro n > 1 plati

-

i ntl) 5 g m pripade lim "L = = 1
a tedy nll&loo L - J 1. Obdobné jako v pruvnim pripadé ngr—ir-loo - lal|l]=1. Tim

V druhém pripadé

je druhd rovnost dokdzdna.

7.2 Vypocdet limit pomoci posloupnosti konvergujicich k Eulerové ¢islu
e, Stirlingova formule

Priklad 7.8 Vypoctéte

n -n N n (—1)"7’L
a) lim <1—1) . b) lim (1—1> . e) lim (1+< ”) .
n—+00 n n——+oo n nS+oo n

(Reseni: a.) 1/e, b.) e, c.)e )
Postup reseni:
S vyuzitim véty o limité posloupnosti jdouci k Eulerové c¢islu dostdvdme

1D
a.) lim (1—l)n: lim [(1—1—_171)( )] :e_lzé,

n—+o0 n n—+o0

b) lim (1—2)""= lim (1—!—}”)(7”):@,

n—+o0 n—-+oo .
o) Jim (1 SE) T = i (1 ) =

Priklad 7.9 Vypoctéte (v R)

) o+ 5\
lim .
n—+oo \ 2n + 3
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(Reseni: e)

Postup reseni:

Pouzitim ekvivalentnich uprav zadané€ posloupnosti a vety o limité posloupnosti jdouci k
Eulerové cislu dostdvame

1 2n43 %H(n-&-l)
_ on +5\""" 2n +3+2\"" _ 1)
lim = lim [———— = lim 14 5—= =e,
n—+oo \ 2n + 3 n——+o00 2n+ 3 n—-too 2n2+3

o omgl)
jelikoZ nll}l_’l_loo iy = L

Priklad 7.10 Vypoctéte (v R)

3n+2
. 2
lim <1 — > .
n—-4o0o n

(Reseni: e=)

Postup reseni:

Pouzitim ekvivalentnich uprav zadané€ posloupnosti a vety o limite posloupnosti jdouci k
Eulerové cislu dostdvdme

3n+2 3n+2
. 2 . 1 .
Iim (1-—— = lim (14 — = lim
n—-+00 n n—+00 -3 n—+00

jelikoz lim 2242 = —6.
n—4+oo - 2

Priklad 7.11 Vypoctéte (v R)

2

1 n
ngrfoo <1+ n2+2> '

(Reseni: e)

Postup reseni:

Pouzitim ekvivalentnich uprav zadané€ posloupnosti a vety o limité posloupnosti jdouci k
Eulerové cislu dostdvame

2

1 n
lim (1 + — ) = lim
n—-+00 ns -+ 2 n——+o0o

n? _
n24+2

jelikoz lim n?+2 =400 a lim 1.

n—-+o00 n—-+o00

Priklad 7.12 Vypoctéte (v R)

1 n
nhe <1+Qn2+1> |
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(Reseni: 1)
Postup reseni: Pouzitim ekvivalentnich dprav zadané posloupnosti a vety o limité po-
sloupnosti jdouct k Fulerové ¢islu dostdvame

1 n 1 2n2+1 WHJA
AT <1+2n2—|—1> A [<1+2n2—|—1> ] c=h

jelikoZ lim 2n? +1 =400 a lim =0.

_n_
n——+00 n—+00 2n?+1

Priklad 7.13 Vypoctéte (v R)

n®>+3n—1 2l
lim —_— .
n>+too \n2 —2n+3

(Reseni: ¢0)
Postup reseni: PouZitim ekvivalentnich dprav zadané posloupnosti a véty o limité po-
sloupnosti jdouct k Eulerové ¢islu dostdvame

ns4oo \n?2 —2n+3 n—+o00 n2—2n+3 n—-+o00
(2n+1)(5n—4)
n?—2n+3 n2—2n+3
1 5n—4
_ : __ 10
a ngl}-loo (1 t n2—2n+3) =€
5n—4

L A B n2—2n+3 _ 3 (2n+1)(5n—4) _
jelikoZ nll}I_’I_loo =S =400 a ngg—loo T —ongs . = 10.

Priklad 7.14 Vypoctéte (v R)

on \*
lim < > .
n—+oo \ 1 + 27
(Reseni: 1/e)

Postup reseni: Pouzitim ekvivalentnich dprav zadané posloupnosti a véty o limité po-
sloupnosti jdouct k FEulerové ¢islu dostdvame

2n \%" 1\
ngliloo(1+2n> :ngﬁlm(l_Hzn)

) —(142m)] T 1
= lim [(1+——sr =e ==,
n——+00 —(1 + 2”) €
. g, v . o n\| — 1 —2" = —
jelikoZ ngr—i{loo |—(14+2")| =+oc0 a nEI—fI—loo TTon 1
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Priklad 7.15 Vypoctéte (v R)

lim (14 vn+1-vn)"".
n—+oo
(Reseni: \/e)
Postup reseni: PouZitim ekvivalentnich dprav zadané posloupnosti a vety o limité po-
sloupnosti jdouci k Eulerové cislu dostdvdme

vn n VR
i (1 VEFT= Vi) = (1 (AT - VA )

1 Vn+1l4+/n
= 1 1 -
n—l>I-lI-1c>o < +./n—|-1—|-\/ﬁ>

v
VnFIl+y/n

:6%:\/67

jelibo? I nFT+i=fooa I g =3

Priklad 7.16 Vypoctéte (v R)

Y an +2\"
im

n—+oo \ n+1
pro o € RT.

(Reseni: +o00 proa>1,eproa=1, 0 proa<1)

n
Postup teseni: Pro prehlednost oznacme aﬁf‘) = (%”—_:’f) . Ekvivalentnimi upravami
dostavdme
1-— 1\" -1 1\"
lim o/ = lim <n—|— ntant ) = lim <1+(a Jn+ ) =
n—-+00 n——+o00 n+1 n——4o00 n+1

Pro a = 1 mdme splnény predpoklad pro pouziti véty o limité posloupnosti jdouci k

FEulerové c¢islu a ziskavame
1 n+1 nLJrl
1+ =e.
n+1

Zbyvagi pripady o € (0,1) a a € (1, 4+ 0). Jelikoz

lim a%l): lim
n—-+o0o n—-+o0o

. an + 2
lim = aq,
n—+oo N+ 1

dostavame z véty o limité obecné mocniny (,lim afl" = ab“) vysledek

i al@ — 0, proae€(0,1),
n—itoo +o0, pro a € (0,+ o).
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Celkove

0, proac(0,1),
lim o/ =<e proa=1,

n—4oo
+00, pro a € (0,+ ).

Piiklad 7.17 Dokazte, Ze pro vSechna prirozend ¢isla n > 2 plati

e(”>n<n!<e<n+1>n+l. (6)

€ €

Tuto nerovnost si zapamatujte a vyuzijte v nasledugjicich prikladech.
Postup teseni: Z definice ¢isla e pro k € N plati

1 1
1 Nk 1 S\E+1
( +k) <e<( +k)

Vyndsobenim predchdzejicich nerovnic pro k =1,...,n — 1 ziskdme nerovnost
2.32.43.....(n—1)""2.pn! . 92.33 .44..... (n—1)"1.pn
<e
1-922.33..... (n—2)"2.(p—1)n"1 1-23-34-----(71—2)"*1-(n—l)"’

kterd je ekvivalentni s nerovnosti

nn—l

(n—1)! S

. . v . s . , s ! . .
Vyndsobenim predchdzejici nerovnosti kladnym cislem = ziskdme

n n

<nl<n

n

n n
Se-(=)"<nl<n-e-(=)"
e(e) n ne(e)

-1 en—l

en

Proni nerovnost je jiz hledanou nerovnosti ze zaddni. Druhou ziskdme upravou vyrazu
g . . . n+1 Lo
e- (2)". Jelikoz z definice cisla e plati nerovnost e < (1 + %) dostavame odhad

’rL =
e nntl  en en e

)

n-e- (ﬁ)n <n- (1+1>"+1(n)n _ ()" (nt D" _e(n+1)n+1

coZ jiz ddva hledanou druhou nerovnost.

Poznamka 7.1 Ve Statistické fyzice ¢i Asymptotickych metoddch bude odvozena pres-
néjsi tzv. Stirlingova formule:

|
lim ———— = 1.

w e \Vamn(nfe)"
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Priklad 7.18 Vypoctéte (v R; existuje-li)

n

im .
n—+oo 3™n!

(Reseni: 0)
Postup reseni: Z predchdzejici prikladi vime, Ze n! > e (%)n PouZitim tohoto odhadu

ziskdame
n"1l /exn 1 /e\n
<5 () =:(5) o
3"e \n e \3

Zadand posloupnost je jiste kladnd, plati tedy 3’}%, >0 — 0. Z véty o limité sevrené
posloupnosti pak dostdvdme

nn

3nn!

n

im =
n—+oo 37n!

Priklad 7.19 Vypoctéte (v R; existuje-li)

Yn(n+1)(n+2)...(2n)

lim .
n—-+oo n
(Reseni: %)
Postup teseni: Plati: n(n+1)(n+2)----- (2n) = % Pro sevieni vyuZijeme odhady

z rovnice (6)

)

om 4 1\ 271
<(2n)<e < nt )
e

e <n;1>nl <(n-1l<e <g>n

Potom

4nnn (2n)! 11 [@2n+1)*"(2n+1)
en (n—=1)! e?e” (n—1)"(n—1)"1
4n (2n)! 21(2n+1)22n+1
= — i — .
e (n—1)! e T
Celkove jsme tedy dostdvame odhad
dn _ Ynn+1)(n+2)...(2n) _ 2l (2n+1)23/2n+1
= e n =
en n e n”;_ll

(2n)! - 1 e \"' [2n+4+1\*"H!
e
e\n—1 e

Sth=1)
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Pro prehlednost oznacme L' = i—;‘ a P = e_%%% Vf”“i Pro jejich limity plati
in
lim L' = lim & = -,
n—-+oo n—+oo N e
. 1 2 (2n+1)?
g noe-— 77 .z —
HEIEOOP = engrfooe n(n—1) Y(@2n+1)(n—1)
1 2 omP(2+1/n)% n
= alme I Sy W Y+ D)
1 4
=>.1.22.4=—,
e e

kde pro vijpocet lim {/(2n+ 1)(n — 1) bylo pouZito odhadi
n—+o00

L Un<¥V/n+1)-1<Y/2n+1)(n—1)< Y/2n+n)n=V3n2 = V3(/n)? - 11=1.

Celkove z vety o limité seviené posloupnosti plyne

lim Ynn+1)(n+2)...(2n) _ 4
n—-4o0o n

7.3 Limity s logaritmem

Priklad 7.20 Vypoctéte (v R; existuje-li)

lim lnn, lim (nflnn).

n—+oo N n—-+oo
(Reseni: 0,400)
Postup teseni: PouZitim ekvivalentnich uprav a véty o limité logaritmu ziskdme

e lim 22— Jim iflnn= lim In{yn=Inl1=0,
n—+oo " n—+oo " n—s+00

e lim (n—lnn): lim n(l—ln—"):—i—oo-lz—i—oo.

n—-+00 n—+o00 n
Jing postup:

Limitu lirf IHT” lze spocitat také pomoct véty o limité sevrené posloupnosti a odhadu
n—-+0oo

OSMZZIHn% §2éHO,
n n n

kde jsme vyuZili odhad Inz < x platny pro Vo € RT.
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Priklad 7.21 Vypoctéte (v R; existuje-li)

log, n
im ——,
n—+o0 log, (10n)

kde a > 0, a # 1.

(Reseni: 1)

Postup reseni: PouZitim vzorce pro logaritmus soucinu a vytknutim nejrychleji rostou-
ctho clenu ziskame

log, n - log, n : 1 1
im —2— = lim = lim ——— =
n—+oo log,(10n)  n—+oo log,(10) +log,(n)  n—+oc lloga((l())) +1 ’
og,(n
jelikos lim 12810 _ g

n——4o00 lOga(n)
Priklad 7.22 Vypoctéte (v R; existuje-li)

In(n? + 3n — 2)
n—+oo In(n® + 7n2 —n)’

(Reseni: 2/5)
Postup reseni: Vytknutim nejrychleji rostouciho clenu a pouzitim vzorce pro logaritmus
soucinu ziskdme

i In(n?+3n—2) i In [n?(1+ 3/n —2/n?)]
n—+oo In(n® +7n? —n)  n—otoo In[nd(1+7/n3 — 1/nt)]
— fim In(n?) +In(1+ 3/n — 2/n?)
n—+oo In(n®) 4+ In(1 + 7/n3 — 1/n?)
~ lim 2In(n) +In(1 + 3/n — 2/n?)
n—+oo 51n(n) + In(1 + 7/n% — 1/n%)

i) [24 MRS
= 1m = —.
n—-+oo In(n) [5 4 1n(1+’71{17éz)—1/n4)] 5

Priklad 7.23 Vypoctéte (v R; existuje-li)

In(2 + e3")
n—+oo In(1 4+ n + €27)’

(Resend: 3/2)
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Postup reseni: Vytknutim nejrychleji rostouctho clenu a pouZitim vzorce pro logaritmus
soucinu ziskdme

n@2+e™) Infe*" (G5 +1)]
ntoo In(14n + €27)  n-too ln[eQ”(e%n + = +1)]

) 3nln(e) + ln(egln +1)
n—>too 2 In(e) + ln(e% + = + 1)

In(-2-+1)
: 34— — 3
= lim - = -.
n—-+oo In( 57+ —5-+1) 2
2 + e ne

Priklad 7.24 Vypoctéte (v R; existuje-li)

lim (logy, (10n))lnn.

n—-+o0o

(Reseni: 5)

Postup teseni: Prevedenim zdkladu na podil dvou pFirozengch logaritmi ziskdme

~ In(10n)  In(10) + In(n)

logan (10n) = In(2n)  In(2) + In(n)
_ In(2) +In(5) +In(n) In(5) B 1
B In(2) + In(n) =1+ In(2) +In(n) L+ 1n(2111-(F5131(n) '

Potom za pomoci véty o limité posloupnosti jdouci k Fulerové cislu ziskame
Inn
In(2)+1In(n) In(2)+In(n
In(5) fE ) l)n(S)( !
. Inn . In5
lim (lo 10n = lim 1+ ——7— =e"’=5
n—-+00 ( &2n ( )) n—+00 ln(%)JEI?(”) ’
n(5

jelikoZ lim —-2% — =1Inb.
J nstoo 1n(21)r:(Lér)](n)

Priklad 7.25 Vypoctéte (v R; existuje-li)
) In(n?+1)\"
lim (————5 .
n—+oo \ In(n + 2)

(Reseni: +00)
Postup teseni: Jelikoz

m(n2+1)  In[n(1+1/n%)]  2nn+In(1+1/n?) 24 20EU) L
In(n+2)  In[n(1+2/n)]  Inn+In(l+2/n) 1+M ’

plati diky veté o limiteé obecné mocniny

2 n
lim In(n” +1) =927 — 4.
n—+oo \ In(n + 2)
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7.4 Vypocet limit pomoci posloupnosti konvergujici k Eulerové kon-
stanté C

Piiklad 7.26 Na predndsce bylo odvozeno, Ze posloupnost tzv. harmonickych cisel

hy = Z% S 4oo.
k=1

Tuto posloupnost lze vsak reqularizovat odectenim Inn. Dokazte, Ze posloupnost x, =
hn, —Inn je ostre klesajict, posloupnost y, = hp,—1 — Inn je ostre rostouci a plati

0< lim y,= lim =z, <]1.

n—-+0o n—r—+oo
Spoleéna limita C' se nazgvd Eulerova konstanta (C = 0,577216).
n
Postup tesent: V dokazovani vyuZijeme vztahi (1—!—%)” e, (1—}—%)”Jrl Neay, % Ne.
k=0

n
Nejprve ukdzeme, Ze posloupnost hy, = > % je ostre rostouct. Jisté
k=1

n 1 n+1
Z% <Z*_Zk 1+n

coZ plati pro vsechna n € N. Ddle pomocz’ ekvivalentnich uprav ziskame odhady

1+ ) <e<(+ )/

ﬁMi

nln(l—k%) <1l< (n—i—l)ln(l—i—%) /:ln(1+%)

1
n ———<n+1
In(1+ 1)

<1 (1+1)< !
n — —
n—+1 n n

Tedy
1

>
n+1
Nyni ukdzeme, Ze posloupnost (xy,) je ostre klesagici:

1 1
—In(1+ =) >——.
n n

n+1

1
Tptl — Ty = E—lnn—i—l Zk—i—lnn
k=1
n+1
:Zf—zk—&—lnn—ln(n—l—l)
1 n 1 n—+1
14—nJr (1—|—n) 1+n n( n )
1 1 1 1
1+n — In( +n)<1+n 14+n 0
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Tedy xp+1 — xn < 0 a posloupnost () je ostre klesajici. Nyni ukdZeme, Ze posloupnost
(yn) je ostre rostouci:

Ynt1l —Yn =hp —In(n+1) — hp—q1 +1nn

n+1 1 1
hy — hp—1) —1 = - —In(1+—
( D-In(") = (1)

n

1
Tedy posloupnost (yy,) je jisté ostie rostouci. Celkové dostavame

1
>— -~ =0
n n

1
Yn < Tp A1 =1AY1 =0ATpy1 < T AYnt1 > Yn N T — Yn =

O
a proto

0=uy1 <Yn < Ynt+1 < Ynt1 +

1+n:xn+1<xn<m1:1 (7)

Posloupnosti (), (yn) jsou ostte monotonni = maji limitu a dle vztahu vySe musi byt
koneénd. Limitnim prechodem v (7) dostaneme

0< lim

Yn lim =z, <1.
n—-+00 n—-+0o00
Priklad 7.27 Vypoctéte (v R)
2n 1
i 2 g
k=n+1
(Reseni: In2)
Postup teseni: Plati
2n 2n n
1 1
Jmo 2 mk%( k_zk>
k=n+ k=1 k=1

3

| =

k=1

2n n
. 1 . Z
- ngr—il—loo (kzl % B 1D(2TL)> N nEI-ﬁr-loo <

li—lnn> +In2=C—-C+In2=1n2,
k=1

2n
, 1
_ ngrfoo < L_l i In(2n)| + In(2n) — —Inn+1In n)

2n
kde jsme vyuZili toho, Ze posloupnost (Z % —

ln(2n)> je vybrand posloupnost z posloup-
k=1
nosti (xy) a md tedy stejnou limitu C.

Priklad 7.28 Vypoctéte (v R)

(-

k=1

lim
n—-+o0o
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(Reseni: In2)
Postup teseni: Vhodnou upravou ziskdme

n
(—1)k+1 1 1 1 1
AN AT 1)t
k 2 * 3 4 + +(=1) n
k=1
S T O Y L .
2 3 4 n 2 4 6 2%
n L3] 1 n 4 L3] 1
iy LSS
k=1 k k=1 2k k=1 k k=1 k
Pak
2L (—1)kH "1 sl n
> = I (D e ) = (g g | iy
k=1 k=1 k=1
=C—-C+In2=1n2,
13]
jelikoZ posloupnost % —1In| 3| | je skoro vybrand z posloupnosti (xy) (pron =1 je
k=1
nutné predefinovat) a lim In 5 = 2.
n—-+00 L2J

Priklad 7.29 Vypoctéte (v R)

(Reseni: 0)
Postup teseni: Vhodnymi dpravami ziskdme

) 1 1 1 1 R Ry | R R iy |
nkﬁlm<n+%+%+"'+m>—nkﬁlmnzk—nklfm< k‘m”““”)

k=1 k=1
n
> +—Inn |
= lim %=1 + lim an
n—-+00 n n—+oo n
C
=—+0=0,
00
kde jsme vyuzili 7esent prikladu 7.20.
Priklad 7.30 Vypoctéte (v R)
R
lim — —Inn
n——+oo kj



(Reseni: 0)
Postup teseni: Vhodngmi dpravami ziskdme

. 1 . 1 1
i (2t = T | D o) g

TL2
kde jsme vyuZili, Ze posloupnost [E % —1In n2] je vybrand posloupnost z (xy,).
k=1
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8 Osmy tyden
8.1 Limity posloupnosti zadanych rekurentné

Priklad 8.1 Vypoctéte lim ay, je-li ap = 10, apt1 = ap —
n—-+o0o

(Reseni: —o0)

Postup teseni: Pruvnich par ¢lenu posloupnosti je

s

1 1
a1:10,a2:10——,a3:10—— —_—.

1
il Vi V2

Tipneme, Ze tvar n-tého clenu je
"1
anp1=10-) —.
k=1 \/E

Nyni tip ovérime indukci. Pro n =1 mdme ag = 10 — ﬁ Necht vztah plati pro n € N
a chceme ukdzat, Ze plati i pro n + 1. Pak

1 n+1

"1 1
10—y — — =10-) —.
;\/E vn+1 ;ﬂ

def 1 I
n+1

[

Vztah tedy plati pro vsechna n € N. JelikoZ se jednd o ostre klesajici posloupnost, limita
Jisté bude existovat. Pomoci odhadu

n
1 N n—+oo
a1 <10-Y —==10— — "% —0,
kzl\/ﬁ Vn

a véty o limité sevrené posloupnosti je zrejmé, Ze lim a, = —oo.
n—-+o0o

Priklad 8.2 Vypoctéte lim a,, je-li api1 = 2a, — 5 a
n—-+4o0o

. a1 =4
. a] =
1. a1 = 6.

(Reseni: i. —oo, ii. 5, iii. +00 )

Postup teseni: Prozkoumejme nejprve monotonii zadané posloupnosti. Pokud posloup-
nost a, je monotonni, pak limita jiste existuje. Pokud bychom chtéli dokdzat, Ze a, je
ostre rostouct pak musi platit

ap < Ap41 = 20ap, —d & ap > H

To nastdvd pro pripad iii.a; = 6. Ostre klesajici posloupnost bychom dostdvame pro
pripad i.a; = 4 a konstantni posloupnost pro a; = 5. Posloupnost tedy ve vsech pripadech
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bude mit limitu. Nyni limitnim prechodem vztahu an11 = 2a,—>5 ziskame vztah pro limitu
a=lima,:
a=2a—>5.

Tato rovnice md v R 3 feseni: —oo, 400 a 5. Nyni jiZ mizeme rozebrat jednotlivé pripady.
V prvém pripadé i.ap = 6 jsme zjistili, Ze posloupnost je ostre rostouci. Ostie rostouct
posloupnost nemuze mit limitu —oo a zaroven pruni clen posloupnosti je a; = 6 - limita
tedy nemize byt ani 5 (spor s definici). Neni tedy jind moznost, nez Ze limita je +00. V
druhém pripadé mdme konstantni posloupnost a,, = 5 a ta ma jisté limitu 5. V poslednim
pripadé mdme ostre klesajict posloupnost s a1 = 4 a jedind moZnost je tedy, Ze md limitu
—00.

Druhgy zpusob: Pomoct indukce lze ukdzat, Ze pro n-ty élen poslounpsti plati

an =2""Ya; —5) +5.
Limita se pak rozpadne na tri vysledky v zdvislosti na volb€ a;.

Piiklad 8.3 Vypoctéte lim ay, je-li apy1 = a2 +6a, +4 a
n—-+4o0o

1. al = 0
1. al = —1
1. a3 = —4
w. ap = —2.

(Reseni: i. +oo, . —1, iii. —4, iv. —4 )
Postup teseni: Nejprve vyresime body it a iii, ktere jsou trividlni. JelikoZ

(=12 +6(=1)+4 = —1,
(—4)2 4+ 6(—4) +4 = —4,

je posloupnost a,, v téchto pripadech konstantni a jeji limita je jasnd (-1 pro ii. a —4
pro iti.). V pFipadé iv. si napiseme pronim pdr clend:

al = —2,&2 = —4, a3z = —4,

a vidime, Ze od druhého clenu je posloupnost opét konstantni a limita je rovna —4. V
pripadeé i. opét vysetrime monotonii. Posloupnost a,, je ostre rostouci pokud

an<an+1:ai+6an+4©0<a%+5an+4<:>an€(—oo,—4)U(—1,+oo).

V pronim pripadé je tedy posloupnost jisté ostre rostouci. Limitnim prechodem ve vztahu
Opt1 = a,% + 6a,, + 4 dostdavdme vztah pro limity

a=a?+6a+4
V R md tato rovnice feseni: a € {—1,—4,+cc}. V pripadé i. neni jind moznost nez

lim a, = +o0.
n—-+o0o
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Priklad 8.4 Vypocditejte limitu posloupnosti (ay,), kdyz vite, Ze jeji ¢leny pro vSechna
n € N sphiuji podminku a1 = a2 + 2a, + 3.

(Reseni: +00)

Postup teseni: Vysetrime monotonii:

an<an+1@0<a%+an+3@an€ﬂ§.

Pozorujeme tedy, Ze posloupnost je vidy ostie rostouci a limita tedy jisté existuje. Li-
mitnim prechodem vztahu an+1 = a% + 2a, + 3 ziskdme rovnict pro limitu

a=a?+2a+3,

kterou v R spliiuje pouze +o0o. Tedy lim a, = +oo.
n—-+o0o

8.2 Podilové a odmocninové kritérium

Piiklad 8.5 (Podilové kritérium) Necht (a,) je posloupnost nenulovych éisel. Po-
tom

i. je-li lim |2+ <1, je lim a, =0;
J n—>+oo| an | »J notoo ’

.. T . an+1 . . _
ii. je-li nll)r_i{loo |2 > 1, je ngI—QI—loo lan| = +o0.

Dokazte.

v v i v a
Postup teseni: Oznacme q, = |

2t L= lim |an| a Q= lim gq,. V pronim pripadé
n n—+oo n—+oo
dostdvdme nerovnost

|an+1‘ = Qn‘an‘ < ’an’7
od jistého ng. Predchdzejici nerovnost plyne z véty o nerovnosti limit( ¢, < 1 pro vSechna
n > ng). Posloupnost |a,| je tedy od jistého ng klesagict, jeji limita jisté existuje. Zdroven
pro limity danych posloupnosti dostdvame rovnici

L=QL.
Ta md v R ¥ moznd veseni L € {—00,0,+00}. Posloupnost |a,| je nezdipornd klesagict,
nemuze tedy mit limitu L = —oo ani L = +o00. Jedind moznost je L = 0 = lirf ||
n—-+0oo

Z véty o limité absolutni hodnoty dostdvdme, Ze i lim a, =

V druhém pripadé postupujeme obdobné. Ze vztahu |ant1| = qnlan| > |an| zjistime,
Ze posloupnost |ay| je od jistého ng rostouci. Ze vztahu L = QL je jedind moznost na

hodnotu jeji limity L = +o00 = lirf lan|. Coz jsme chtéli ukdzat.
n—-+0o0
Jing postup: Necht lim |““| = o < 1. Potom jisté existuje € > 0 tak, Ze
n—+oo 94n

a+e < 1. Z definice limity pro takto definované € dostavdme

|“”+1|—a‘<s>.
a

n

Gmﬁﬂ@WﬂENnZn®<
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Tedy
an+1

0< <a+e,

an

coZ pro vsechna n > ng implikuje

0 < |an| < (a+e)" ™lap,] = lim |a,|=0<« lim a, =0.
n—-+00

n—-+00
V druhém pripadé postupujeme obdobné
Priklad 8.6 (Odmocninové kritérium) Necht (ay,) je ¢iselnd posloupnost. Potom

A, N
i gedi Tim {/Jan] <1, je lim_an =0,

w. je-li Mm {/lan| > 1, je lim fan|=+oo.

Dokazte.
Postup reseni: Necht lirf Yl|an| = a < 1. Potom existuje € > 0 tak, Zea+e < 1. Z
n—-+0oo

definice limity
(Fnp € N)(Yn € Nyn > no)(| V|an| — ] <e).
Odtud 0 < {/|an| < a+ €, coZ pro vSechna n > ng implikuje

0<lan| < (a+¢)" = lim |a,|=0¢« lim a, =0.
n—-+00 n—+00
Druhy pripad se dokdZe obdobné.
Priklad 8.7 Vypoctéte

lim
n——+oo n/!
pro a € R.
(Reseni: 0)
Postup teseni: Oznacme b, = %7: Pomoci podilového kritéria dostdvdme
b n+1 !
bn (n+D!la|| n+1
tedy lim % =0.
@ vedy n—1>1:‘,r-1c>o n! 0
Priklad 8.8 Vypocteéte
oy 2K+l
lim

n—-+oo 3k2 —1°
k=1

(Resend: 0)

v v 4 v 2 i 7 e . 7z 3 7 4
Postup feSeni: Oznacme an = [[_, ?,:2%% Pomoci podilového kritéria dostdvame
n+1 2k24+1
ant1 =1 327 20+ 1)2+1 o 2 <1
o 2k241 2 _
an [T, 26t 3(n+1) 1 3

atedy lim [[p_, k241 _ ),

n—-+00 3k?—1
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Priklad 8.9 Vypoctéte

2
an

ngrfoo (n')”

pro a € R.
(Reseni: 0)

v n nAn . . . p
Postup reseni: Oznacme a, = nlyn = (‘;7,) . Limitu vyresime pomoct odmocninového

kritéria. Plati: .
lim {/|a,|= lim M.

n—-+oo n—-+4oo n'

Limitu na pravé strane vyresime pomoci podilového kritéria. Plati:

|a|n+1 n!

1
= la|— - 0<1.

im ———
n—+oo (n + 1)!|a|? n+1
2
. n _ . % ey s v . . a™ _
A tedy ngrfw Y|an| =0 <1 a z odmocninového kritéria plyne, Ze i ngr—&r—loo s 0.
Priklad 8.10 Vypoctéte
n?’L
lim .
n——+oo 27n/!
(Reseni: +00)
Postup teseni: Oznacéme a, = 2’,1—2, Pomoci podilového kritéria dostdvdme
anp1  (n+D"T 2l p n+1\""" n 1_1_1 "+1_>e>1
an 2" (n+ D! nn 2n+1) \ n C2(n+1) n 2
a tedy ngl:il-loo o = +00.
Priklad 8.11 Vypoctéte
2n)!
lim (2n) .
n—+oo NN
(Reseni: +00)
Postup teseni: Oznacéme a, = (i@!. Pomoci podilového kritéria dostdvdme
anp1  (2n+2)! 2" (2n+2)(2n+1) n \"
an (1) (2n)! n n+1
JelikoZ
—(n+1)
. n \""" n4 1\ 1\~ 1
lim = lim = lim 1+ — =e -,
n—+oo \ n + 1 n—-+oo n n——+o0o n
pak
lim ntl _ 400

n—+00  Qp

a tedy ¢ limn — 4-oc0a, = +00.
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8.3 Stolztv a Cauchytv vzorec

Poznamka 8.1 (Stolz) Necht (ay,) a (by) jsou redlné posloupnosti, b, T +00 a existuje

limita lim $ti=%  Pgk
n=+oo bnt1=bn

. an .
lim — = lim
n—+o00 bn n—+oo bn+1 — bn

an4+1 — an

Poznamka 8.2 (Cauchy) Necht (a,,) je posloupnost kladnych cisel, takova, Ze existuje
lim 2. Pak plati
n—-+oo “n
. . An+1
1 n — 1
Jm 9=t S

Poznamka 8.3 Stolz a Cauchy se daji pékné demostrovat (bylo na prednasce) na limi-
tach:

1 1 1 n
lim (++~--+2>, lim {/n, lim vnl
n n

n—-4o0o n—-4o0o

Priklad 8.12 Vypodtéte

n
> kP

lim A=l
nS+oo pptl

pro p € N.

(Reseni: ﬁ)

Postup teseni: Oznacme a, = i kP a b, = nPtL. Limitu spocitdme pomoci Stolzova
vzorce. Diky binomické vety dos];;}cime

Ung1 — Gn (n+1)P B (n+1)P B (n+1)P
bnt1 —by  (n+1)PH —pp+l el 1 ol 1
Z (P'l:;‘ )np-i-l—k — pptl Z (P‘;c‘ )np-i-l—k
k=0 k=1
_ (n+1)P _ (n+1)P
a Pl - Pl :
(p+ Dne 4+ 55 (P )nett=k <p+ 1+ 3 (") )nl"“>
k=2 k=2
Jelikoz .
P
: pH1\ 1
i 3 (7] )i <o
je
lim (n+1)P _ 1
n—+o0 p+1 1+ p.
1), 1
np <p+1+ S (Pt ’f>
k=2
>k
Jsou splnény predpoklady Stolzova vzorce a tedy nll}al_loo ’“;;H = ﬁ.
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Priklad 8.13 Vypocteéte

lim *=!
n—+oo (n!)P
pro p > 0.
(Reseni: 1)
n
Postup reseni: Oznacme a, = kDP a b, = (n))P. Limitu spoéitdme pomoci Stolzova
P ’4 p
k=1

vzorce. Plati

Ant1 — Qn ((n+1)HP B 1 B 1 1

_ - Np — | B P 1 ’
bn—i—l bn ((n + 1));0 (n)p 1-— <(ni!1)!> 1 (n+1)P
S (kP
Jsou splnény predpoklady Stolzova vzorce a tedy lim *=% =1.
notoo (nDP
Priklad 8.14 Vypodtéte
n
> KE
lim =1
n—+oco NN
(Reseni: 1)
n
Postup Teseni: Oznacme a, = Y. k¥ a b, = n™. Limitu spocitdme pomoci Stolzova
k=1
vzorce. Plati
_ 1 n+1 1
An+1 an — (TL +n—21 — — o — 17
bnp1=bn (1) —nt 11— i
jelikoz
n 1/ n " 1 1\
lim — = lim — = lim — |1+ — =0.
n—+too (n+ 1)t notoon \1+4n n—+oo n n
el
> kb

g . : k=1 _

Jsou splnény predpoklady Stolzova vzorce a tedy lim “=5— =1.

n—-+o0o

Priklad 8.15 Vypodctéte

,\
=K
®
¢
I
3
SN

Wi

N
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n
, . 3 . . T .
Postup feseni: Oznacme ap, = >, Vk a b, = nz. Limitu spocitdme pomoci Stolzova
k=1
(n+1)3/2+n3/2

(n+1)372 4372 dostdvdme

vzorce. Rozsirenim viyrazem

Ant1 — an vn+1 (n+DY2((n+1*2+032) (04 1)2 + (n 4 1)/203/2

but1—bp  (n+1)3/2—n3/2 (n+1)3 —n3 3n? +3n+ 1
C 2 (A +1/n)? + (1+1/n)')
B n?(3+3/n+1/n?)

L2
5

Jsou splnény predpoklady Stolzova vzorce a tedy lim

Priklad 8.16 Vypodtéte

(Regeni: e)

v v s v n n ,
Postup reseni: Oznacme a, = % = /%51 = Vbn, kde by, = 7. S pomoci Cauchyho
vzorce dostdvame

b 1)+ p) 1\
lim /b, = lim -t — lim ()"t (et
n——+o0o n——+o0o bn n—-+o0o (n + 1)' nn n—+oon + 1 n

. n+1\" 1\"
= lim =(1+-) —e
n—+o00 n n

= €.

n
oo Vn!
Priklad 8.17 Vypodtéte

A tedy ll}I_’I_l

lim \/n(n+1)(2n)
n——+00 n

(Reseni: <)

Postup Teseni: Oznacéme ap, = 1, w = {/ nn((2:_)!1)! = {b,. Nyni podle Cau-
chyho vzorce dostdavame

b 2 2)! —1)In"
lim i/b, = lim ntl _ im (n—|— ) (n )n
n——4o00 n—+oo by, n—-+oo n'(n + 1)”+1 (2n)‘
n

— fim (2n+2)(2n+1) n

n—-+oo n (n + 1)"+1

o 2n+2)2n+1) [ o \"T!

= lim

n——+o0o n2 n+1

n+1

L @n+2)@2n+1) 1o\ oy
_nkl:ll—loo n2 1_n—|—1 =d-e _E
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A tedy lim Nrnntl).(2n) 4

n——4o00 n €

Piiklad 8.18 Vypoctéte

lim V3" +n—5.

n—-+o0o

(Reseni: 3)
Postup teseni: Limitu mizZeme vyresit opét pomoci Cauchyho vzorce

n+1 1—
im 35— lim o trF1=o

n——+o0o n—s+o0o 3"+n—>5

3

Jiny postup: Pomoci definice obecné mocniny dostavame

Vatn—5=3{/1+ 3% - 3% _ g (V1) gm0 3,0 3

Jing postup: Pomoci odhadi a véty o limité sevrené posloupnosti dostavame

n n 5 n
3<—3=3'1§3\/1+37—37§3(1+37>—>3~

Priklad 8.19 Vypodctéte

n—+oo N

(Reseni: 0)

Postup teseni: Pomoci odhadu Inx < x a véty o limité seviené funkce dostdvdme

0c0< Inn _Imnlnn Inn3 Innds _ (31In ¢/n)(31n /n) - 9Y/nyn o
n n n n n

In’n __
in _ o,

Celkove tedy lim
n—

“+o0o
Jing postup: Pomoci Stolzovy véty dostavdme

In?(n+1) —In®*n

nginoo I = ngriloo(ln(n +1)—Inn)(In(n+1) +1nn)
. n-+1
= ngrfw In In (n(n+ 1))
n4+1 In(n(n+1))
= lim In ( )
n—-+4oo n
1 n In(n(n+1))
= lim In [(14—) =Ine’ = 0.
n—-+4oo n
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Priklad 8.20 Vypoctéte

Inn

lim .
n—+oo (Inn)m™
(Reseni: 0)

Postup teseni: Z definice obecné mocniny a za pomoci predchdzejicitho prikladu

—0 )

27 N

In 1
ninlnn| —14 —
n Inlnn

Inn Innlnn
n e 2, _
_ :eln n nlnlnnze S e =0.

(h’l n)n - enlninn

Inn

(Inn)m -

Celkove tedy lim

n——+oo

Priklad 8.21 Naleznéte posloupnosti (ay), (by) tak, aby 0 < b, 7 400, limita posloup-

. . v v o7 . - Q —a -
nosti (3*) existovala a soucasné limita posloupnosti (ﬁ) neezistovala.
n n n

(Reseni: naptiklad ap, =n+ (=1)" a b, =n )
Postup teseni: Volme naptiklad a, = n+ (—=1)" a b, = n. Jisté b, je ostre rostouct
posloupnost s limitou 400 a zdroven plati

—1)"
m “ = him o1+ Y g
n—-+00 bn n—-+00 n
— 14 (=)t —pn — (=1)"
T S U T e Gl G S A R SO L
n—+o00 byi11 — by n——+00 n+1—n n—+00

Druhd limita jisté neexistuje.

Priklad 8.22 Naleznéte posloupnost (ay) kladnych cisel, pro niz lirf Ya, existuje,
%

anat n o

an

ale lim
n—-+4o0o

(Reseni: napriklad a, =2+ (—1)" )
Postup teSeni: Zvolme naptiklad a, = 2+ (—1)". Pak

neexistuje.

: L Gpyl 24 (-1t
lim ¢, = lim = _—
n—+o0 n—+o0o  ap n—+oo 2+ (—]_)”
neexistuje, jelikoz
. _ 2—-1 1
n—1>I—|r-loo C2n = n—1>r—{r—loo 2 B 2’
. . 241
nEI—II—loo Cant1 = nBI—&I-loo T =3

Naopak
1+ Vi< {24+ (-1)n< V31

Z véty o limité seviené posloupnosti dostavame lim /2 + (—1)" = 1.
n——+00
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8.4 Bolzano-Cauchyovo (BC) kritérium

Priklad 8.23 Urcete, které z ndsledujicich tvrzent jsou ekvivalentni s turzenim lirf an =
n—-—+0oo

a € C, tj. s BC kritériem.

i. (Ve > 0)(3no € N)(Vn > ng)(|an — any| < €)

ii. (Ve > 0)(3no € N)(Vn > ng)(Vp € N)(|antp — an| < VE)
. (Ve > 0)(3no € N)(Vn > ng)(Vp € N\ {1,2,3,4})(|antp — an] <€)
w. (Ve > 0)(Ing € N)(Vn > ng)(Vp € N)(Jant2p — an| < €)

v. (Ve > 0)(Vp € N)(Ing € N)(Vn > no)(|antp — an| <)

(Reseni: 1i. ano, ii. ano, ii. ano, . ne, v. ne )
Postup teseni: Plati:

lim a,=a€C “ (Ve > 0)(Ing € R)(Yn € N;n > ng)(|a, —a| < ¢)
n—-+00
% (Ve > 0)(Tno € R)(Yn € N,n > ng)(Vp € N)(|ansp — anl < €)
ozn. .
& vi.
DokadzZeme sérii implikact 1. — . — i. —> vi —> . ze kterych vyplyvd

ekvivalence prunich trech vyroku s tvrzenim lim a, =a € C:
n—-+0o0o

e i. = {ii.: necht nepritel predhodi libovolné ¢ > 0. Vezmeéme toto € a predhodmé

NG

¢islo 6 = 5~ bodu i.. Z bodu i. dostaneme ng pomoci kterého mizeme odhadnout

|antp — an| = |an4p — Ang + ang — an| < |antp — angl +lan, —an| <5+ = Ve.

e ii. = iii. : necht neptitel pfedhodi libovolné e > 0. Predhodme automatu ii. ¢islo
§ =¢e2. Z ii. dostaneme ng € R spliiujict

lan+p — an| < Vé=¢, VpeN,Vn>ng.
Coz je dokonce silnéjsi vyrok nez jsme chtéli dokazat (plati i prop =1,2,3,4).

e iii. — wi.: Budeme chtit ukdzat, Ze z bodu iii. plyne B-C podminka. Necht
nepritel predhodi libovolné ¢ > 0, definujme €1 = §. Predhodme toto 1 do iii. tim
ziskame ng a odhady:

iii. ¢

|an+1 - an| < |an+1 - an+10| + |an+10 - an| < -+

E_.
2 2 7

Obdobné ziskame ng pro ostatni pripady 2,3,4. Celkovée volime ng jako mazimum
ze vsech co jsme nalezli.
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o vi. => i.: necht neptitel predhodi libovolné ¢ > 0. Volme 6 = 5 a predhodme toto

d definici limity. Tim ziskame ng € R. Volme v i. ¢islo ng = [no| + 1. Pak muZeme
odhadnout

lan — any| = lan —a+a — apy| < |an, —al + la — ap,| <26 = ¢,
coz jsme chteli dokdzat.

Bod iv. ment ekvivalentni. Berme jako protipriklad posloupnost a, = (—1)". Tato po-
sloupmnost limitu nemd, ale pro libovolné n,p € N plati

|ant2p = an| = (1) — (=1)" = (=1)" = (-1)" = 0.
Tedy podminka iv. je splnéna.

Posledni vijrok opét nent ekvivalentni. Jako protipriklad muZeme vzit harmonickou
n

posloupnost a, = Y % Tato posloupnost mad limitu +o0o. Zdroven
k=1

n+p 1 n—+p

1 n+p-—n P P
aniy —anl = 3, £ < 2 ntl  n+tl  n+l on
k=n+1 k=n+1

Necht tedy nepritel predhodi libovolné € > 0 a p € N. Pak

Pceon>?
n €

Staci tedy volit ng = [2] + 1 a vyrok v. bude platit.

Priklad 8.24 Ukazte z BC kritéria, Ze existuje konecnd
n
_ 1
o

n

Postup teseni: Oznaéme a, = k% Pak s vyuZitim nerovnosti k% < ﬁ platnou
k=1

pro k > 1 dostdvdme

n+p 1
2. 2

k=n+1

n—+p

(ar gy IENGR| 1
= = =n+1

"i’ 1 1 1 11
- T T 7 - — — — E.
k—1 k n n

k=n+1 RA%p

‘an-i-p —an| =

Pokud tedy zvolime zvolime nyg = L%J + 1, pak jisté bude platit
lanp —anl <e, Vn>mng,VpeN.

Coz jsme chteli ukdzat.
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Priklad 8.25 Ukazte z BC kritéria, Ze existuje konecnd

_1)k
Postup teseni: Oznacme a, = Y (Tl) Pak

k=1
n+p k" k n+p k
(-1) (—1) (—1) 1 1 1 1
Jantp—anl =1} =3 = = Y = = gt .
P k P k it k n+1 n+2 n+3 n+p
JelikoZ
1 1

- > - , VieN,
n-41 n—+it+1

je soucet dvou po sobé jsoucich clenu kladny a tedy i celkovy soucet je kladny. MidZeme
tedy vynechat absolutni hodnotu. Pak
1 1 1 1 1 1 1
n+l n+2 +n+31_n—|—4+n—|—5_”.+n+p < n+1’
<0 <0

’an-i-p —an| =

kde jsme opét vyuZili predchdzeji nerovnost, pouze jsme vynechali proni c¢len souctu. Je
dobré si uvédomit, Ze predchozi odhad plati nezdvisle na sudosti/lichosti ¢isla p (pro p
lich€ jisté plati odhad n;_:p < 0). Pokud zvolime ng = | 1] + 10, bude jisté platit

|antp —an| <e, Vn>mng,VpeN.

Coz jsme chteli ukdzat.

n
1
Priklad 8.26 Pomoci Bolzanova-Couchyho kritéria vypocitejte lim Z —.
n——+0o0 1 k

(Reseni: +o0)
n
Postup feseni: Definujme nejprve a, = % Tato posloupnost je jisté rostouct a limita
k=1
tedy must existovat. Pomoci BC dokdzZeme, Ze nebude konecnd, tj. ukdiZeme negaci BC

podminky:
(Je > 0)(Vno € N)(In € N,n > ngp)(3p € N)(|an4p — an| > €)

Musime tedy zvolit €,p,n. Pozorujeme:

n+ n+
21 LS|

il =iy = 3 b2 Y

k=n+1 k=n-+1

n

n+p:n+p‘

Pokud zvolime p =n = ng + 1 dostdvdme

1
‘aner - an| > ot

1
> — =
S Ome+1-2  °©

coZ jsme chteli ukdzat.
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8.5 Limes superior, limes inferior

Priklad 8.27 Naleznéte vsechny hromadné hodnoty posloupnosti (ay) a uréete limsup a,

n—-+4o00
—1)*\"
o (14 E0)"
n

(Reseni: limsupa, = e a liminfa, =e™!)
n——+00 n—+00
Postup reseni: Vybereme dvé posloupnosti, které pokryvaji celé N a pak z teorie vime,

Ze mejmensi limita vybran€ posloupnosti je limes inferior a nejuétsi je limes superior.
Vybereme tedy sudé a liché. Pak

a liminf a,, pro
n—-+00

1 2n
lim as, = lim (l—i—) =e,

n—-+o0o n——4o0 on
2n—1
. . 1 1
lim a9p—1= lim [1-— =e
n——+o0o n——4o00 2n —1

a tedy limsupa, =e¢ a lim}_nf a, =e 1.

n—+o00 n—+00

Priklad 8.28 Naleznéte vsechny hromadné hodnoty posloupnosti (ay) a uréete limsup a,

n—-4o00
2nm
a, = cos” | — |.
3

(Rea‘em/: liminfa, =0 alimsupa, =1)
n—-+oo n——+o0
Postup teseni: Obdobné jako u minulého prikladu vybereme posloupnosti pokrjvagici celé

N. Volime

a lim inf a,, pro
n—-+4oo

® k, =3n,
e [, =3n—-1,

e m, =3n—2,
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ktere jisté pokryvaji celé N. Pak dostdvdme

lim ag, = lim cos®2mn = lim 13" =1
n—+400 n—+o00 n—+400
' ‘ 2t 3n—1 ‘ 2 3n—1
lim q;, = lim (cos—(3n—1) = lim (cos|2mn — —
n——+o00 n——+o0 3 n— 3
1

. 2r .
= lim <cos 2mn cos — + sin 27n sin
n—-+oo 3

n—-+o0o n—-+o0o

<3n— > 1 3n—1
= lim (-2 =0
) n—r+00 < 2) ’
o 3n—2 3
lim a,, = lim <cos ?(Sn — 2)) = lim (cos (27m — >
RN

. dr .
= lim <COS 27 cos — + sin 27n sin
n—-+oo 3

Tedy liminfa, =0 a limsupa, = 1.
n—r+00 n—+o00

Priklad 8.29 Urcete limsup a, a liminf a, pro
n——+o0 n—+00

an = T\L/(z +(=1)")" + (B4 (-1)")".

(Re§em’: liminfa, =2, limsupa, =4 )
n—+o0o n—s 400
Postup teseni: Zvolme dvé vybranné posloupnosti as, a asn+1 a spoctéme jejich limity.

Plati

lim a9, = lim VY3"+4"= lim — =4,
n—+o00 n—+00 n—+oo 3™ 4"

. T T T on 1 _
nEI—&I—loo a2n = ngI—&I-loo 1m2n = ngI—&I-loo 1427 2,

kde jsme vyuzili Cauchyho vzorec. Z teorie opét dostdvdme, Ze liminf a,, = 2 alimsup a,, =
n—+00 n—+o00
4.

Priklad 8.30 Sestrojte omezenou posloupnost (ay,,) tak, aby lim(a,t+1 — an) =0 a sou-

casné liminf a,, < lim sup a,,.
n—r+00 n——+00

(Reseni: napriklad a,, = cos(y/nm).)
Postup reseni:
Zkusme posloupnost a,, = cos(y/nm). UkdZeme, Ze plati dané pozadavky na ay,:

® a, je jisté omezend,

® apt+1 — ap = cos(y/n+ 1m) — cos(y/nm) = —2sin (VnH;\/m” sin ¥ ”+;_‘/E7r -0,

e nyni stact uZ jen ukdzat Ze limita neexistuje. Vybereme 2 podposloupnosti:

i. kn=4n? = ay, = cos(2nm) =1 — 1,
ii. kn = (14+2n)? = ay, =cos(1+2n)r = —1— —1.
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9 Devaty tyden

9.1 Hromadny bod mnoZiny

Piiklad 9.1 Pomoci kvantifikdtord zapiste definice hromadného a izolovaného bodu
mnoziny A C R. Za jakych dodatecnijch predpokladi plati, Ze bod je izolovany prdvé
tehdy, neni-li hromadny?
(Reseni:

e a € R je hromadnym bodem A C R pokud (VH,)(H, N AN {a} # 0)

e a € A je izolovany bod mnozina A pokud (3H,)(H, N A = {a}),

e pokud a € A, pak a je izolovany prdvé tehdy pokud meni hromadnyi.

)

Postup teseni:
e a € R je hromadngm bodem A C R pokud (VH,)(H, N A~ {a} # 0)
e a € A je izolovany bod mnozina A pokud (3H,)(H,NA = {a})

e Pokud a € A. Pak a je izolovany prdvé tehdy pokud neni hromadnj

Poznamka 9.1 Hromadny bod se v mnoziné C nezavddel

Priklad 9.2 Rozhodnéte, je-li a hromadny bod mnoZiny A pro
i.a=1,A=(0,2)
it. a=1, A=1(0,1)
. a=7m, A=17
w. a=3 A=7

(Reseni: ano, ano, ne, ne)
Postup reseni:

i. Necht Hy = (1 —¢,1+¢). Pak

(1—-e,14+e)~ {1}, e<1

(0,2) N Hy ~ {1} = {(072) 1) es1

V obou pripadech je prinik neprdzdny. V prvém pripadée napriklad bod x =1+ 5
lezi v priniku. Bod a =1 je hromadnym bodem mnoziny A = (0,2).
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ii. Necht Hy = (1 —¢,1+4¢). Pak

1—¢,1), e<1
0.1)nH~ {1} = {18l e

(0,1), e>1
V obou pripadech je prinik neprdzdny. V prvém pripadé napriklad bod x =1 — 5
lezi v priniku. Bod a =1 je hromadngm bodem mnoziny A = (0,1).

i1i. DokdZeme, Ze m nent hromadnym bodem mnoziny A = 7. Vezméme okoli H, =
(m— 15,7+ 155)- Pak ZN Hy ~ {n} = 0 a tedy bod m neni hromadnym bodem
mnoziny 7.

iv. Dokdzeme, Ze 3 ment hromadnym bodem mnoZiny A = Z. Vezméme okoli Hy =
(3— 15,3+ 155)- Pak ZN Hy \ {3} = 0 a tedy bod 3 neni hromadnym bodem
mnoziny Z.

Priklad 9.3 Rozhodnéte, je-li a hromadny bod mnoZiny A pro
i.a=0 A= {%\ T pmoé{selné}
ii. a =+o0, A= {tgz|z € (—7/2,7/2)}
iti. a = —o00, A = {n(cosn +sinn)|n € N}

(Reseni: ano, ano, ano)
Postup reseni:

i. UkdzZeme, Ze 0 je hromadnym bodem A. Berme libovolné okoli Hy = (g, —¢). Aby
AN Hy~ {0} # 0 potrebujeme nalézt prvocislo = takové, Ze % < e. JelikoZ mnoZina
prvocisel je nekonecnd, takove prvocislo nalezneme k libovolnému kladnému . Nula
je tedy hromadngm bodem mnozZiny A.

it. Opét ukazeme, Ze 400 je hromadngm bodem. Berme libovolné okoli H . = (K, +00).
Aby prinik s mnozZinou A nebyl nulovy potrebujeme nalézt x € (—73,%) tak, Ze
tgx > K. JelikoZ funkce tg je ma tomto intervalu roste do +oo jisté takové x
nalezneme. Napriklad

x = arctg(K + 1).

iti. Opét ukazeme, Ze —oo je hromadngm bodem. Berme libovolné okoli H_, = (—o0, —K),
K > 0. Aby prinik s mnoZinou A nebyl nulovy potrebujeme nalézt n € N tak, Ze
n(cosn + sinn) < —K. Takové n jisté nalezneme. Staci vzit n > K a vynutit
podminku cosn + sinn < 0.
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9.2 Limita funkce

Piiklad 9.4 Bud p = p(z) polynom stupné alespon 1. Ukazte ndasledujici limitu funkce
| im p(z)| = +o0.
rFoo
m
Postup Teseni: Necht p(x) = Y. apz®, m > 0. Pak
k=0

m—1
lim p(zx)= lim 2™ (am + Z aka:km> = 400 - sgn(am,)

T——+00 Tr——+00
k=0
a tedy lim |p(x)| = +oo. Limitu v —oo se dokdZe obdobné.
T—+00

Priklad 9.5 Vypoctéte limitu funkce

m

3 apat

k=0

n )
Z bkxk
k=0

lim
T—r—+00

kde am, by # 0.
(Reseni: 0 pro m < n, Gm, /by, pro m =n, 400 - sgn(am,/by) pro m > n.)
Postup reseni:

m m—1
apzhk 2"\ Y ap_ ™
. k=0 L E=0 L
lim —— = lim = lim f(x)
z—r400 R A n—1 T—+00
> by by + Y bpak—m
k=0 k=0

a tedy

em=n — lim_ f(@)=an/b

e m<n = JCll)Illoof(m):O

em>n = lim f(z)=-sgn(am/b,)  (+0)

T——+00

Piiklad 9.6 Vypoctéte limitu funkce
. 2 -1
lim ———.
z—a 222 —x — 1

proa=0,1, 4+o00.

(Reseni: 1, 2, §)

Postup reseni:

Pro jednotlivé pripady dostdvdme
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. 2_1 _
o limors =1
~ 221 i Lz=D(tl) g (241) 2
° alcl_% 2;5—30—1 - alcl_>nll (z—1)(2z+1) — il_)nll 2z+1 — 3
: -1 _ 1
* xkr—&l}oo 2:1:3373671 -2
Priklad 9.7 Vypoctéte limitu funkce
x4+ 222 -3

lim —————.
z—a 13 — 322 4 22
pro a = —oo, 1.
(Reseni: —oo, —8 )
Postup reseni:
Pro jednotlivé pripady dostdvdme

: oi4222-3 _ 1. (@—1)(z®4+2%43243) _
° ‘%ILHI x3—3z2+2x ilﬁni (z—1)(z%2—2x) 8,

. 4 2_
e lim = +2x°—3

T oo T3—3x2 2 = lim

_ 3(11
r——00 T (1 z+z2

Priklad 9.8 Vypoctéte

m
z—1 2" —1
kde m, n € N.

(Reseni: ™
Postup teseni: S vyuZitim vzorce pro a’™ — b" dostdvdme

m—1 &
z—1 T
oam =1 . ( ) k=0
lim = lim
z—1 2" — 1 z—1 n=1
(x—1) > ok
k=0
Priklad 9.9 Vypocteéte
zt —3x+2

lim ———.
z—1 1% — 41 +3

(Reseni: 1)
Postup reseni:

JelikoZ x =1 je korenem citatele i jmenovatele, miZeme limitu upravit na

ot =3z +2 (x—1)(2®+ 22 +2-2)
lim ——— = lim :
a—125 —4r+3 2=l (x—1D)(z*+23+22+2-3)
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Priklad 9.10 Vypoctéte limitu funkce

i T+ +x
ztoo ol

(Reseni: 1)
Postup reseni:
Vytknutim \/x z citatele a jmenovatele dostdvame

1+
1 vz
T+ -+ 1 ﬁ( T >
im = lim =1.

z—+00 \/m x—+00 \/E 14+ 1

Priklad 9.11 Vypoctéte

. V14+2x—-3
lim
T—4 \/>—2

(Resend: %)
Postup teseni: Vhodnym rozsirenim jmenovatele a citatele ziskdme

lim\/1+2$_3*hm\/1+2$_3 Vr+2 /142243

T—4 \F—2 14 f—2 \/5‘}‘2 VvV14+2x+3
po2e—4) Va4 b VT2

= lim —_—

. = lim =
e—4 v —4  14+2x+3 =4 142x+3

4
-

Priklad 9.12 Vypoctéte
. Vr—6+2
lim ————0—.
z——2 12+ 8
(Reseni: 1
Postup reseni:
Pouzijeme vzorec (a3 + b%) = (a+b)(a® — ab+b?) proa = /x — 6 a b = 2. Pak plati

(z - 6)%3 —2((x — 6))1/° +22 T 42
(2 —6)2/3 —2((x — 6))1/3+22 (2 —6)2/3 —2((x — 6))1/3 422

(V2—6+2).

Zdroven x3 + 8 = (x + 2)(2% — 2z + 4). Celkové plati

lim w: lim z 2 1
ew=2 2 +8  a>—2(z—6)23 —2((x - 6))/5+22 (2 +2)(a? — 4z +4)
= lim 1 1
v——2 (x — 6)2/3 = 2((x — 6))1/3 + 2222 — 4w 4+ 4
1 1 11 1

A+4+44+4+4 1212 144
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Priklad 9.13 Vypoctéte

o
lim Ve 2.
x—16 \/x — 4

oS omi- L
(Resend: ;)
Postup reseni:
Jednoduchou dpravou jmenovatele ziskdme

Nt S Ve -2 m - =2

lim =

~ 1 lim ———— = .
P16 T —4 w16 (Yz —2) (YT +2)  aoib Yz +2 4

Priklad 9.14 Vypodtéte

. V1i+tz—-V1-=z
lim .
=0 Y14+ — 31—z

(Reseni: 3)
Postup teseni: Vhodné rozsirime nejprve citatel a pak jmenoval, abychom mohli pouZit
vzorce a® — b? = (a — b)(a+b) a (a® —b®) = (a — b)(a® + ab + b?). Pak

lim\/l—i_x_\/l_x
m—>0\3/1—|-x—\?/1—3;
— i \/1+x—\/1—x'<\/1+x+\/1—:1:>
=0 Y1+ —1—a2 \Vi+z++V1—-=x
A+z)—(1—2) A+2)?B+A+2)Y30—2)'3+ (1 —2)¥3 1
750 Nte—-V1-2z (1+22B+0+a)BA-2)B+(1-22BVita+VI—=
(I+2)—(1—2)(1+2)?P+Q+2)"30 —2)'3 4+ (1 —2)¥3

= lim

=0 (14+x)— (1 —2x) Vitz+V1l—x
C141+1 3
o1+ 2

9.3 Spojitost funkce

Priklad 9.15 Pomoci kvantifikdtori zapiste definici spojitosti (realné) funkce (redlné
proménné). Diskutujte vztah mezi limitou v konecném bodé a spojitosti.

(Reseni:
e [ je spojita v bodé a, prdvé kdyz (VH'/‘<(1>)(3U(1>(V;17 € UsNDy)(f(x) € Hya)),

e pokud a € D/f. N Dy, pak [ je spojitd v bodé a pravé tehdy, kdyZ lim f(x) = f(a).
; . T—a
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)

Postup reseni:

Funkce f je spojitd v bodé a, prave kdyZ (VHy,))(3Ua) (Vo € Uy N Dy)(f(z) € Hyyy)-
Necht a € Dy N D, pak md smysl vysetrovat limitu v bodé a. Srovndnim vyse uvedené
definice spojitosti a definice limity funkce v bodé a pozorujeme, Ze plati nasledujici véta.
Funkce f je spojitd v bodé a prdvé tehdy, kdyZ il_f)]f(ll f(z) = f(a)

Priklad 9.16 Bud a € R. Necht ezxistuje koneénd limita lim f(x) =: c. Ukazte, Ze

r—a
funkce

C r =a

@) = {f(x) z € Dy~ {a}

je spojitd v a.
Postup reseni:

Necht li_r>n f(z) =ceR, kde a € R, tj. z definice
r—a

(Ve > 0)(36 > 0)(Va € Dy, 0 < |z — a| < 8)(|f(z) — | < ).

Chceme ukdzat, Ze f(a:) je spojitd v bodé a. Bod a je hromadnym bodem mnoziny Dy, je
tedy © hromadnym bodem mmnoZiny Df~, Celkové a € D} N Df, lze tedy prepsat spojitost
pomoci limity, tj. mdme ukdzat

(V&> 0)(36 > 0)(Vz € Df,0 < & —a| < §)(|f(z) — f(a)| < &),

Zdvorka (Vz € Df,0 < |z —a < 8) lze ekvivalentné piepsat (Vx € Dy, 0 < |z — a| < 9),

pak tedy s vyuZitim definice funkce f (x) muZeme psdt
(V& > 0)(30 > 0)(Vx € Dy, 0 < |z —a| < 8)(|f(x) — ¢| < &).
Pokud tedy zvolime & = ¢ a polozime 6 = &, mdme hotovo.

Piiklad 9.17 Z definice ukaste, Ze funkce f(x) = 2> + 1, Dy = R, je spojitd v libovol-
ném xg € R.

Postup teseni: Z definice mame ukdzat, Ze plati vyrok
(Vzo € R)(Ve > 0)(36 > 0)(Vx € R, |z — zo| < 8)(Jz® +1 — (2 +1)| < ).

Jisté plati
|22 +1— (x% +1)| = ]:):2 — x%\ = |z — xol|x + x0].

Pouzitim trojuhelnikové nerovnosti ddle ziskame

|z + xo| = |2 + 20 — x0 + 20| < |2 — 20| + 2|20| < § + 2|20]|-
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Takze celkové mdame odhad
!
|z — 20|z 4+ 20| < 8(6 + 2|w0]) = 62 + 2|w0|d < €.

Nerovnice 6% + 2|xg|ld — & < 0 md 7eseni 6 € (0,/|wo|2 + &2 — |xo|), takZe hledané & v
zdvisloti na xo a € miZeme volit napiklad jako & = 5 (\/ |zo)? + 2 — |x0\>.

Priklad 9.18 Dokazte, Ze libovolnd funkce je spojitd v libovolném izolovaném bodé
svého definicnitho oboru.

Postup reseni:

Necht bod xqg je izolovany bod definicniho oboru funkce f. Pak z definice existuje okoli
H:  splnugjict

zo

(3H;,)(Dy N Hy, = {xo})-

Opét z definice, funkce f je spojitd v bodé xg pokud plati virok
(VHf(mO))(HHxO)(V$ S Hx’o N Df)(f(x) € Hf(mo))-

Pokud za hledané okoli Hy, zvolime okoli Hy , které mame k dispozici z definice izolo-
vaného bodu, dostdvdme

Hy, ﬂDf = H;O N Df = {.%'0}

Vyse uvedeny vyrok o spojitosti v izolovaném bod¢ tedy plati, jelikoz jisté f(xo) € Hp(y)-

Poznamka 9.2 U minulého prikladu nelze vyuZit charakterizaci spojitosti pres limitu.
V izolovaném bodé nent limita funkce definovand!
9.4 Limita sloZené funkce, limita seviené funkce

Poznamka 9.3 Bud a € R hromadnym bodem fog a

i. limg(z) =beR

T—ra

. lim f(x) =ceR
z—b

iii. (3H?) (Yo € Hr 0 Dy)(g(x) £ b))V (be Dy A f(b) = c).

Potom liin fog(x)=c

Poznamka 9.4 Treti bod v minulé vété je splnéna napt, pokud g je prostd nebo f
spojitd.
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Priklad 9.19 Vypoctéte limitu funkce
lim (sinva+1—siny/x).

T—r+00

Korektné odivodnéte pouZiti véty o limité sloZené funkce.
(Resend: 0 )
Postup Teseni: JelikoZ sinx — siny = 2sin “5¥

RV \/ 1
sinvz + 1 — siny/z = 2sin x+ \F vt lve

2
1 cos\/erﬁ
2(vVr + 1+ /x) 2 '

+\f| <1 a funkci tedy muzZeme sevrit

1 Va4 1/x . 1

< 2sin

1 .
Oy B R OV Y ) R Rt IV SRV

Posledni krok je dokdzat, Ze lim sin -———

1
x—)—i—oo 2(Va+1+v/7)
slozen€ funkce. V jejim znaceni mdme:

cos "iy, dostdvdme

= 2sin

VaTl

Zdrovern | cos

—2sin

= 0. Budeme chtit pouzit vétu o limité

f(x) =sinx,

1
g(x) = ST
a = 400,
b=0,
c=0.

Abychom vétu mohli pouzit must platit jeden z vyroki:

(FH o) (Vo € Hioo N Dy)( #0) nebo (0 € Dy Asin0 = 0).

1
2(Vx 4+ 1+ x)
Pruni vyrok plati pro vsechna okoli +o0o, druhy vyrok téz plati. MuZeme tedy pouZit vétu
limité o sloZené funkce a celkové

lim (sinvx + 1 —siny/x) = 0.

T—+00
Priklad 9.20 Pomoci véty o limité seviené funkce vypoctéte

lim x sin —.
z—0 T
(Reseni: 0)
Postup reseni: VyuZijeme nerovnost | sin %| < 1, kterd plati pro vsehna nenulovd x. Pak

o1
0+ —ax<zsin—<zx—0.
T
1

Z véty o limité sevien€ funkce dostdavdme III%QZSID = =0.
T—
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Piiklad 9.21 (Referené¢ni limity) Na predndsce bylo odvozeno pomoci Heineho véty
a vety o limité sloZené funkce, Ze

. N
lim o0 =1, lim <1+> —e, lim(l+2)7 =e,

z—=0 X xr—r*+o00 €T x—0

In(1 T—1 T —1
lim In(l +2) =1, lim ¢ =In(a), lim c =1.
z—0 xT z—0 xT z—0 T

Dokazte posledni ze vztaht pomoci limity seviené funkce.
(Ndpovéda: Pro 0 <z <1 plati (14 £)™ Se® a (1+ )"\ e".)
Postup teseni: Z ndpovedy plyne nerovnost

e“’—lgn—kl

1 < lim
r—0+ €T

,Vn € N.

Vzhledem k libovolnosti n must platit (lze ukdzat sporem)

a . . . v v . a v —T __ —_ T __ v
Levostrannd limita vyjde shodné, coZ je patrné napt. ze vatahu “— L—¢ x% Celkove

et -1
lim =1,
x—0 xT

coZ jsme chteli ukdzat.

Priklad 9.22 Na prednasce byla ndsledujici limita odvozena pomoci Heineho véty. Do-
kaZte pomoct limity seviené posloupnosti:

lim n({e—1)=1.

n—-4o00

Postup teseni: VyuZijeme odhadu

1\" 1 "
<1+> §e§<1+>
n n—1

platngch pro libovolné n € N\ {1}. Pak plati

1\~ 1
ve—1) < 1 —-1] = 1
n( e )_n<<+n_1> ) n— =1L

n(%—1)2n<<1+;>2—1) :n%:1—>1.

Celkove z véty o limité sevrené posloupnosti dostdvame

lim n({e—1)=1.

n—-+00
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9.5 Vypocet slozitéjsich limit pomoci referen¢nich I
Priklad 9.23 Vypodtéte

lim sm(5x)’ . sin(ax)

z—0 T z—0 s1n(ﬁx)

)

kde a, B € R, B # 0.

PoSeni: 5. &
(Reseni: 5, 3)
Postup reseni:
S vyuzitim referencnich limit a véty o limité sloZené funkce dostdvaime

lim sin(5x) ~ lim sin(5z) 5 5 lim sin(5x) s
=0 T =0 T 5 z—0 bz
sin(ax) . sin(ax) az Pz o sin(ax) . sin(fzr) «
m — = : c— - —=—lim Slim —— = —.
e=0sin(fz)  2=0sin(fz) ax Pxr L0 axr -0 [z I5;
Priklad 9.24 Vypodtéte
sin(nx)

lim — ,
z—7 sin(mx)

kde n, m € N.

D& pmd (_1\Nn+mn
(Reseni: (—1) )
Postup reseni:
S vyuZitim souctovych vzorct pro funkci sin,referencénich limit a véty o limité sloZené
funkce dostdavame
sin(nx) . sin(nx 4+ nw — nn) . sin(n(x — ) + nm)

Iim ———% = lim — = :
a—m sin(ma)  a—r sin (ma + mr —mm)  z—w sin(m(z — ) + mm)

— lim sin(n(x — ) cos (nm) + cos(n(x — m)) sin (n)
a—m sin(m(x — m) cos (mm) + cos(m(z — 7)) sin (m)

— hmw

sin(n(z —m)) n(z—m) m(z—

z—w sin(m(x — 7)) (=)™ =(=1)""™ lim
= (_1)n+m%‘

Priklad 9.25 Vypoctéte

(Reseni: 1)
Postup teseni: S vyuZitim referencnich limit dostdvdme
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tgx sin x sinx 1

lim —-— = lim = lim lim =1.
z—0 X z—0 r COS T z—=0 I z—0cCOST
Priklad 9.26 Vypoctéte
.1 —cosx
llm 72.
x—0 x

Vysledek tohoto prikladu si zapamatujte.
(Reseni: )
Postup teseni: Vhodnym rozsitenim a vyuZitim referencni limity dostdavdme

1 —cosx . 1l—cosx 1+ cosx . 1—cos’x o osin?z 1

lim — = lim = = lim lim
x—0 x

Priklad 9.27 Vypodtéte
. tgx —sinzx
llm f.
z—0 sin” x

(Ndpovéda: Vyuzijte vysledku predchoziho prikladu.)

(Reseni: )

Postup teseni: Jednoduchymi dpravami s vyuZitim goniometrickych vzorci dostdvdme

: 1
. tgx —sinx . -1 . 1—cosz 1
hmgﬁzhm%:hm = —.
=0 sindx e S I 2—0 (1 — cosz)(l + cosz)cosz 2

Jing postup: S vyuZitim predchdazejicich limit dostdavdme

. tgx —sinzx . x3 1 —coszxtgx . 2 . 1—cosz .. tgx 1 1
lim =———— = lim — 3 = lim —— lim 3 lim =1-1=-.
z—0  sin®zx z—0 sin° T T z—0 sin® z *—0 T z—=0 2 2
Priklad 9.28 Vypoctéte
T
lim (1 - ) tg (5) .
1 -t (50
(Reseni: 2)
Postup teseni: S vyuZitim souctovych vzorci pro cos a referencni limity dostdavdme
1— 1-—
lim(1 —z)tg (zx> = lim sin (Ix) lim (7:6) = lim 75 i) —
z—1 2 z—1 2 / z—1 cos (55(;) z—1 cos (535 -5+ 5)
1— Z(x—1
= lim ( x) - = lim ——— 3 )
e—1cos (Z(x — 1)) cosE —sin (Z(z —1))sinZ  «—=lsin(5(z —1))

150

1

: im =_.
2 1+cosz 2-0x2(1+cos2z) a=0 22 2-01+4cos2z 2



Priklad 9.29 Vypoctéte
. In(2® =5z +1)
lim .
z—0 X

(Resend: -5)
Postup reseni:
S vyuzitim referencnd limity dostdvame

In(z% — 52 + 1) In(z? — 5z +1) 2% -5z

lim = lim C—
z—0 T z—0 T T° — bx
1 2 1 2
= lim n(z 5 br+1) - lim z o = lim(z — 5) = —5.
r—0 x4 — dx x—0 x x—0

Priklad 9.30 Vypodtéte
1
lim (1 — 2z)=.

z—0
o,
(Reseni: e=*)
Postup teseni: Vhodnou dpravou a vyuZitim referencni limity dostdvame
—2x

lim (1 — 22)* = lim ((1 - 23;)—%) —

z—0 z—0
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10 Desaty tyden
10.1 Heineho véta a jednostranné limity

Priklad 10.1 S pouZitim Heineho véty vyvrate existenci limity

: ' < 1 )
limsin | — ).
z—0 x

oy . . _ 1 o 1 o
Postup Teseni: Vezméme posloupnosti T, = —~ a yn = 7 Pak dostdvame:
lim sin(mn) =0,
n——+0oo

lim sin(w/2+ 27wn) = 1.

n—-+o0o

Plati lim z, =0a lim y, =0, ale zaroveri lim sin(7n) # lim sin(w/2+27n) a
n—-+0oo n—-+00 n——+oo n—-+0o

dle Heineho véty tedy limita lim sin (%) neexistuje.
z—0
Priklad 10.2 Rozhodnéte o existenci a konecnosti limity

lim sgn?(z).
z—0

(Reseni: existuje, lim sgn?(z) =1 )
z—0
Postup reseni:
Opét o existenci rozhodneme pomoci Heineho véty. Berme libovolnou posloupnost

(zp) spliugict lim x, =0 a x, # 0 pro vSechna n € N. Pak
n—+o0o
ngriloo f(xn) - nggloo SEt Tn = nginoo 1=1
jelikoZ sgn® x = 1,Vx # 0. JelikoZ lirf sgn® x, = 1 pro libovolnou posloupnost spliugici
n—-+0oo
lim z,=0a(Vn €N) (z, € Dggn2(z) {0}) pak z Heineho véty plyne, Ze lin%) sgn’z =
T—

n—-+o00

1.
Priklad 10.3 Rozhodnéte o existenci a konecénosti limity
mEI—fI—loo sin (mv/7).

(Reseni: neezistuje )
Postup reseni:
Cinime predpoklad, Ze limita existovat nebude. Konstruujeme 2 posloupnosti x,, = n
2
ay, = (ﬁM) . Plati lim =z, = +o0c0 a lim vy, = +oo. Pak

n—-+00 n—-+4o0o

2

lim sin(7mz,) = lim sin(mn) =0
n—-+oo n—-+00

ngrfoo sin(myy,) = ngrfoo sin(7/2 + 2mn) = 1.
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Limity se nerovnaji a tedy z Heineho véty limita liril sin (m/x) neexistuge.
T—r+00

Priklad 10.4 Rozhodnéte o existenci a koneénosti limity

1
im ——.
T—2 ’.x — 2‘
(Reseni: existuje, lim —— = 400 )
’ a2 122
Postup reseni:
Tipujeme, Ze limita bude +00. DokdZeme z definice nevlastni limity ve vlastnim bodé,
kterd je definovana

lim f(z) =400 < (VK >0)(36 > 0)(Vz e R,0<| z —a |< §)(f(x) > K).

r—a

Mdme tedy dokazat
1
lin%f(:r) =400 (VK >0)(30 >0)(Vx e R,0<|z—2|< ) <|l’2\ > K) )
T—r —

Necht tedy K > 0. Hledame § > 0 takové, Ze pro 0 <| © — 2 |< § tedy pro lib. x €
(2—10,2+0) ~ {2} bude platit

1
—>K& =>lz-2].
|z —2] K |z |

Z predchdzejiciho plyne, Ze stact volit § € (0, %), napt. § = ﬁ Alternativné by slo
ukdzat, Ze jednostranné limity se rovnaji a vyjdou +oo.

Priklad 10.5 Rozhodnéte o existenci a konecnosti limity

lim (—1)l)

T—+00
(Reseni: neeristuje )
Postup reseni: Opét tipneme, Ze limita existovat nebude a volime dvé posloupnosti x, =
2n a Yy, = 2n + 1. Pak v pripadé prunt posloupnosti x, = 2n mame

(=1)lend = ()PP =1, vn e N

Tedy
lim (—1)len) = 1.

n—+00
Pricemz jsme splnili predpoklady Heineho vety, tj. li&l Ty = +00 a T, # 400,Vn € N,
n—-+0o0
Podobné v pripadé druhé posloupnosti y, = 2n + 1 mdme (—1)) = (—1)2n+1) =
—1,Yn € N. Pak
lim (—1)d = 1.

n—-+o0o
Pricemz jsme splnili predpoklady Heineho véty hT Yn = +00 a yp # +00,Vn € N. 7
n—-—+0o0

Heineho véty tedy plyne, Ze limita neexistuje.
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Priklad 10.6 Rozhodnéte o existenci a konecnosti limity

. l O
lim f(z), kde f(z)= {‘”mfg v
x—0

xeos, x< 0.
(Reseni: ezituje, lim f(z) =0 )
z—0
Postup reseni:

Spocteme limitu zprava a zleva a ukdZeme, Ze se rovnaji. Plati

lim f(z)= lim xsin— =0
I*)O.;. f( ) I*}O_‘_ o ’

lip f(o) = g weos =0

Limaty zprava a zleva se rovnaji a celkové tedy lir% f(z)=0.
T—r

10.2 Vypocet slozitéjsich limit pomoci referenc¢nich I

Priklad 10.7 Vypoctéte

. z+2 @?
lim .
T—+400 21’ —1

(Reseni: 0 )

Postup reseni:

2 2
T . z+2 \T
h]ﬂ x+ 2 — exgrfoo ln( 2171)
z—+oo \ 2 — 1

x+2 )

lim 22 lim In(ZE2

— em—>+oo x—+00

V rovnosti 2 jsme vyuzili vétu o aritmetice limit (soucin limit) a ndsledné v rovnosti

e . ey v v 7 . Ve . Jr _ 1
vétu o limité sloZené funkce, kde jsme vyuZili xll}l}_loo In (2”;_1> =In (5) .

Priklad 10.8 Vypoctéte

2 +1 v
wEI-lI-loo (.1,‘2—2) ’

(Reseni: e )
Postup reseni:

154



2 z? x
. x4+ 1 : 3
xglfoo <x2—2) _xglfoo <1+x2—2>

= 637
222
3
kde jsme vyuZili lim ‘”2:;2 =400 a lim <1 + %_2 =e.
T—+00 T—+00 =
Priklad 10.9 Vypoctéte
3z+5
. a? 41 T
lim [ ——— .
z—+oo \ 222 — 1
(Reseni: %)
Postup reseni:
Postupujeme identicky jako v prikladée 10.7. Plati
3z+5 3z+5
2 r— . 12 z—1
llm x + 1 ! — ezBTooln(Qx;r—ll>
z—+o0 \ 222 — 1
. T . z2
j— ezg{l{loo 399_-'—15 IETOO 1n<2$ tll)
_ e3~1n(%)
_ eln(g)
1
=3

Vyuzili jsme vétu o limite sloZené funkce pri vypoctu lim In (2332,;:11) =1In (%) .
T—+00 z

Priklad 10.10 Vypodététe

In(2? —z + 1)
m ——
a—+oo In(z10 + 2 + 1)

(Reseni:

(S
N—
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Postup teseni: Upravou logaritmu ziskame

Gt atl) | (=L L))
im 0 = lim T i i
z—+oo In(z1® + 2 +1) 22—+ 1n [x (1 + 5+ m)]
2In(z) +In(1- 1+ %)
= lim
z—+00 101In(z) + In (1 + # + m%)
m(1-1+4)
. 2+ In(z)
= lim
T——+00 1n(1+1%+1+)
10 + In(z)
240 1
S 10+0 5
kde jsme pouZili
n(1-1+4 11 1
lim M: lim In{1-—-+ — | lim =In(1-0+4+0)-0=0.
T—+00 In(z) z—+00 x 22 ) z—+oo In(x)

Priklad 10.11 Vypoctéte

Bl

kde a € R.

. a
lim cos” )
T——+00
2
D v , =a
(Reseni: e2 )

Postup teseni: Z definice obecné mocniny dostdvame

li 1 (L)
lim cos” S I er—too” neosiva
T—+00 \/5

In( 14cos( %4 ) -1
J$w$<w%£§%1)@“(”)4>
=e

. In(l4y) ( (L 7)

o (25) ) 5

1- lim =z 5
— e T— 400 oos(ﬁ +1 @ [z
_a2
= e 2 s
. vy v . .. . In(1 . 1 v T v .
kde jsme vyuZzili referencnich limit hn% % =1, hH(l) % =1 a véty o limite sloZené
y— y—

funkce.
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Priklad 10.12 Vypoctéte

In(1 + €®)
z——c0 sin(e® + 47)
(Reseni: 1)

Postup reseni:

) In(1 + €*) . In(1+4€%) 1 1
lim ———— = lim .
z——oo sin(e® + 4%)  z——oo er Sln(:_il_él) eT + 4T
ez xT
In(1+y) 1 . e’
= lim . - . im —
y—0 Y lim sin(z) 2500 % + 4%
z—0 %

e 1 B

x T

= 1 ()
kde jsme pouzili stejné referencni limity jako v predchozim prikladé.
Priklad 10.13 Vypodtéte

r* —1

z—1 .’E/B -1

pro a, f € R~ {0}.
(Reseni: o /B3 )

Postup teseni: Z definice obecné mocniny dostdvame

B e | . ealnz _q Blnx alnz
lim = lim
a1z —1 21 alnzx eflnz —18Inz
oev—1 . z . aln(x)
= lim im lim
y—=0 y z—0e* —1a—1[Fln(z)
o«
5 )
kde jsme vyuZili referencni limitu Iin% =l _ 1,
Y—
Priklad 10.14 Vypodtéte
esin2 T _ o
lim

a—0 sin(2x)

(Reseni: -1/2)
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Postup teseni: Vyraz prevedeme na referencni limity. Pak

2 2

I esin T _ ot _ lim esin z—x _
=0 sin(2x) -0 sin(2x)
. l,esmz =r _ 1 9r sinlz-—=x
= lime
=0 sin?z — 2 sin(2z) 2z
e¥ —1 z sinx — x
= lim e* lim lim — lim
z—0 y—0 Yy z—0 sm(z) z—0 2z
1 . sinfzx 1
= — J11Im _ —
2 z—0 r T 2
1
=3
kde jsme vyuZili referencni limity lim n4y) _ 1 g lim S2E) = 1,
y—0 Y 2—0 %
Priklad 10.15 Vypodététe
N
Sin m)

(Reseni: 1)
Postup reseni: Obdobné jako u minulého prikladu prevedeme vyraz na zndmé referencéns
limity. Plati

. (VT . (VT
; sin TJ:% . sin (%) 1 Jz
x—1>r-il-1c>o a+a\ x—1>r-iI-1C>o vz Vv +41 z+2\ ¢+ 3
In ((iﬁ) ) 213 r+4n (m)
v
= lim i (Tf?,) ! (z+1) VT
R/ — Ry b g
z+3 T+ 4T
x+1
iy SR (y) y 1 i Va(r+1)

y—=0 Y 250 T(1+2) 700 (x +3)Vz +4

z

Priklad 10.16 Vypocteéte
1
lim V224 z-tg <> .
T——00 T
(Reseni: -1)
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Postup reseni:

lim \/x2+x-tg<1>: lim |z| 1—}—1-81111( - = T
x z cos (1)

T—r—00 T—r—00 =

sgn(z)zy/1+ 1 . sin (y) .
. 1m

8|~

~—
—_
—_

= lim - lim T
r——00 x y—0 Yy T——00 COS (E)
= lim sgn(z)
T——00
=—1.
Priklad 10.17 Dokazte
. i
. arcsinzx . arccosxr — %
lim ———— =1, lim ——2 = —1.
z—0 x z—07t x
Postup reseni:
. arcsinx . Y
lim ——— = lim — =1,
=0 y—0 sin(y)

kde jsme pouzili substituci x = sin(y) a referencni limitu. V druhém pripadé plati

., arccosT — g . y—5
lim ———= = lim
a—0F x y—z~ cos(y)
_
= lim 2
s ™
y—3-cos(y+ 35 —3)
_r
= lim . 2 -
y—1- —sin(y — 3)

kde jsme pouZili substituci x = cosy.

Priklad 10.18 Vypoctéte

. arctgzx .
lim , lim x arccotgx.
x—0 x xr——400
(Reseni: 1,1)
Postup reseni:
. arctgx . Y .
lim = lim % = lim — cosy =1,
z—0 T y—0tgy y—0 sIny

kde jsme pouZili substituci x = tgy. Ddle

sy _ 4

lim xarccotgx = lim ycotgy = lim y—
r——+00 y—0 y—0 " sy

V druhé rovnosti byla pouZita substituce x = cotgy.
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Priklad 10.19 Vypoctéte

1
lim x1-=.
rx—1

(Reseni: e 1)

Postup teseni: Vhodnygmi upravami prevedeme limitu na tvar referencni limity. Plati

lim 277 = lim (1-— 1+$)ﬁ

z—1 z—1
LT
= lim (1+(—1+x))T+x]
r—1
:6_1,

jelikoZ liml 1+ (-1+ x))%ﬂc —e.
z—

Priklad 10.20 Vypoctéte

lim (arcsinz)"®?”.
z—07t

(Reseni: 1)
Postup reseni: Ekvivalentnimi dupravami ziskame

. tgx . tgx
. . tgw ) arcsin x . arcsin x tex
lim (arcsinz)®® = lim [ ——= = lim { —— x8”.

z—0+ z—0t T z—0t x
Zdroven lim 2ERE — 1 g
z—0t x
oier 6tg331na3 _ etg%xlna:

Protoze lim B =1 ¢ lim zlnz = 0 je
z—0 T z—0

lim 2% =0 = 1.
z—0+

Celkové dostavame

. tgx
, _ , arcsin z
lim (arcsinz)®® = lim | ———- 8T =1,
z—0t xz—07F x

Priklad 10.21 Vypoctéte

arccos r
1um

z—1- /1 —2x '
(Reseni: \/2)
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Postup teseni: Pomoct substituce x = cosy dostdvdme

. arccosz . Y v/14 cosy
lim ——— = lim .
a—1- /1 —x  y=04 /1 —cosy +/1+cosy
v1+cosy

y—0+ sin? y

) VI+ cosy
= hm —_—

y—0 Y | siny|

V1
= lim sgn(sin y)yﬂ

y—04 siny

=/2.

Priklad 10.22 Vypoctéte

i In (% arccos :U) etgVsinz _
im .

04 N sin

(Reseni: —2/)
Postup reseni: Vyraz prevedeme na zndme referencni limity. Plati

. In(Zarccosz) etgVvsinr _q
lim ” . .
70 NI sinz
i In (1+ 2arccosz — 1) ef8Vsine _ 1 (2arccosz — 1) tg Vsinz
= lim . -
=04 % arccos T — 1 tgVsinx sin(z)v/z
y 2 (arccosz — 3) \/r tgV/sinx
= lim
04 T sin(z)
2 . tgvsinz Vsinz \/r\/x
= —— lim -
ma—=0y +/sing 2 sinz

Y

2
T

kde jsme ve 3. rovnosti vyuZili toho, Ze lim+ % = —1 (viz. priklad 10.19).
z—0

Priklad 10.23 Vypoctéte

. % —a
lim ———,
T—=a T — Q

kde a € RT, a € R.
(Re(s‘e’n/vf: (mufl)
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Postup reseni:

a L« x a—l
hmx a = lim a® 1(“2
T=a T —a T—a z_
o
-1
aa 1hm (y)
y—1 y—l
ol _
=a*" ! lim

a—11:
= 1
@ y1—>m1 aln(y) y—1
-1 1 1
= ¢* ! lim ¢ lim n(v+1)
z—0 z v—0 [
=a" o
Priklad 10.24 Vypocteéte
a® — ab
lim ,
z—b T —0b
kdea € RT, a #0, bcR.
(Reseni: a®In(a))
Postup reseni:
T b z—b
- 1
lim a4 @ _ a’ lim a4
z—b T — z—b T —b
(z=b)In(a) _q
by €
=a’l 1
i ) @
vy—1
= ab lim & In(a)
y—0 Yy
=a’In(a).
Priklad 10.25 Vypoctéte
I sinh x — sinh a
P T —a ’

kde a € R.
(Resend: cosh(a))
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Postup reseni:

. sinhz — sinha T —e T —et e @
lim ————— = lim
z—a T —a T—a 2($ — a)
— lim et (e —1) e %(e"?-1)
z—a  2(x —a) 2(a — )
v 1 z 1
=e% lim u + e % lim (e )
y—0 2y z—=0 2z
et te
2
= cosh(a).

10.3 Derivace funkce

Piiklad 10.26 Z definice spocitejte derivace nasledujicich funkci v libovolném bodé je-
jich defini¢niho oboru.

i. flx)=22—-22+5
it. f(x)=2a", kden€Z

(Reseni: i. 2o — 2, ii. n- 2" 1)

Postup teseni: Definicni obor obou funkci jsou vsechna redlnd cisla. Pro x = 0 jsou
obé funkce nulové a jisté jejich derivace jsou v bodé x = 0 také nulové. Tento bod jsme
vySetrili zvldst, abychom pripadné nedélili nulou (bod ii.). Pro libovolné x € R~\{0} plati

.

_ 2 _ 2 _
lim flz+h)— f(z) — lim (x+h)"=2(x+h)+5—2"+22 -5
h—0 h h—0 h
=lim2x+h—2
h—0

=2x — 2,

ii. (a) n=0:lim LEFIE i 0 = 0,
h—0 h—0
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(b) n>0:

(¢c) n<O0:

—n—1
—h Z (1, + h)kaj‘_n_k_l

= lim 1 k=0

h—0 h (x + h)~nz—n

—n—1 E
el S (14 k)

= lim — k=0

h—0 h (x + h)~nz—n

xfnfl( n)

= x—2n
— n$n—1

Celkové tedy mizeme psdt pro viechnan € Z a x € R: (") = na™ 1.

Priklad 10.27 Z definice spocitejte derivace nasledujicich funkei v libovolném bodé€ je-
jich defini¢niho oboru.

i. f(x)=cosx

it. f(x) =sinx
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(Reseni: i. —sin (z), 4. cos(x))
Postup teseni: Definicni obor funkci je R. Pro libovolné x € R dostdvdame

1.

flx+h)— f(x) cos(x + h) — cos(z)

lim = lim
h—0 h hes0
_ lim cos(z) cos(h) — sin(x) sin(h) — cos(z)
h—0 h
— 1 cos(z) (cos(h) — 1) I sin(x) sin(h)
I I R
. . (cos2(h) — 1) '
= cos(x) }Lli% W — sin(z)
z —sin?(h
_ c052( )}ZIL% ( Sh2( ))h—sin(aj)
= 0 — sin(x) = —sin(x).
. oo f@th) — f@) _ . sin(@ +h) — sin()
0 h =
_ sin(x) cos(h) — cos(x) sin(h) — sin(x)
N hll)% h
= lim sin(z) (cos(h) 1) + lim M
h—0 h B0 h

= 0+ cos(x) = cos(x).
Priklad 10.28 Z definice spocitejte derivace nasledujicich funkci v libovolném bodé€ je-

jich defini¢niho oboru.

i. f(x)=2¢e"

ii. f(x) =Inz (a poté odvodte i vzorec pro (log, x)').

(Resend: i. e, ii. 1, 1)

Postup reseni:

i. Definicni obor funkce je Dy = R. Pro libovolné v € R dostdvdme

_ z+h _ _x
lim fleth) = f@) —lm &%
h—0 h h—0 h
i xeh -1
T T h
fry eI7
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i. Definicni obor funkce je Dy = RT. Pro libovolné x € Rt dostdvdme

i L& R~ f@)
h—0 h h—0

In(xz + h) — In(z)

= lim ———&~
h—0

= lim ———==
y—0

Pro funkci f(xz) =log, x dostdavame

i &R = fz) _

h—0 h h—0 h

Priklad 10.29 Rozeberte vztah mezi existenci derivace a spojitosti. Na piikladé ukaZte,
Ze existence nevlastni derivace neni postacujici podminka pro spojitost.

Postup reseni: Vztah rozebereme v nékolika bodech vétdch. Pokud je funkce diferencova-
telnd v bodé xq, je funkce v bode xq spojitd. Predpoklad diferencovatelnosti nelze zeslabit
na ezistenci derivace. Jako protipriklad lze vzit funkci f(x) = sgnx, kterd neni v 0 spo-
jitd, ale ma derivact rovnu +oo. Implikaci ve véte také nelze obrdtit. Jako protipriklad
lze vzit funkci f(x) = |z|, kterd je spojitda v 0, ale derivace v 0 neezistuje.

Priklad 10.30 Dokazte, Ze je—li funkce f diferencovatelnd v bodé x a n € N, potom

ngrfmn<f (m n jl) - f(:v)> ~ /(@)

Vyplgvd naopak z existence této limity existence derivace?
(Reseni: ne )

Postup teseni: Definujte funkci
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Pak pro limitu v 0 plati
lim g(h) = f'(x) € R,
h—0
kdy limita existuje z predpokladu diferencovatelnosti. Z Heineho véty pak plyne, Ze lir}rl g(xn) =
n—-+0oo
1 (x), pro kaZdou posloupnost (x,) splriujici lirf xn, = 0. Vezméme jako posloupnost
n—-+0oo

Ty = % Pak dostavame

x+ 1 T
f'(z) = lim g(z,)= lim / +"l) ): lim n(f(x—ki)—f(m)).

n—-+oo n—-+oo n—-+oo

Ezistence dané limity ovsem ment postacujici podminkou pro existenci derivace. Napii-
klad f(x) = |z| nema v nule derivace, ale zdarovern dand limita posloupnosti existuje a

ngrfoon<f (x—i—i) —f(:n)) :ngrfoon (!;] —0> =1.

rovnd se
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11 Jedenacty tyden

11.1 Vypocet derivaci

Piiklad 11.1 (Zakladni priklady) Vypoctéte derivace nasledujicich funkci ve vsech
bodech, kde existuji:

1. tgx,cotgx
i1. sinhz, coshx
1. tghx, cotghx
w. a*, kde a >0

v. %, kde a € R.

V.

vid. f(x)
viii. f(z) = (1+2z—2?)(1 — 2 + 2?).
i. f(z)

z. f(z) =1+ 2)V2+ 2293+ 23

(Reseni: i. —5— prox € R~ {5 +kmk € Z}, - L prox € R~ {kn,k € Z}, .

* cos?x sin?
coshz, sinhz pro z € R, iii. 1 —tgh® z pro x € R, 1—cotgh? z pro x € R~ {0}, . a®” Ina

pro x € R, v. ax®! pro x > 0, vi. ?l(‘i;;) pro v € R~ {*1}, vii. f'(z) = ﬁ
pro x € R, viii. f'(x) = —22(222 —3x 4+ 1) pro x € R, iz. f'(z) = \2/% prox € R, z.
. 2.5 1 9.4 3 2191 R E 3/

f(z) = 32 +jz+—;§'&i§%2—;§h+b prox € R~ {=3}, f(-V3) = - )

Postup reseni: PouZitim derivaci zdkladnich funkci a vét o derivaci souctu, soucinu a

podilu se jednoduse ziskaji derivace uvedené v Tesen.

Priklad 11.2 Spocitejte jednostranné derivace funkce f v bodé a.
i. f(x)=15z],a=0
. f(x) =22 —3x+2],a=2

(Resent: i. f\.(0) =5, f.(0)=—54. fL.(0)=1, f.(0)=-1)
Postup reseni:

i. Z definice derivace ziskdme

, .
140 x£0+ z—0 x£0+ x %

, L (z) — f(0) _51‘7_
1~ (O) zli>0— x—0 a:l—l>0— x o



1. Jelikoz
22 —3x+2, x>2,
fl@)=1< —22+3x -2, z€(1,2),
22 -3z +2, <1,
pak
712) = (22~ 8)lema = 1,
fL(2) = (=22 + 3)|p=2 = —1.

Priklad 11.3 Vyslovte Darbourovu vétu a na prikladé funkce sgn ukazte, Ze poza-
davek spojitosti nelze vypustit.

Postup reseni:

Darbouxovu véta : Necht pro funkci f a bod a € Dy plati

i. f je v a spojitd zprava,

i. [ je direfencovatelnd na néjokém pravém okoli bodu a,
i epistwie 1i o).
i13. existuje Jm f(x)

Potom f md v a derivaci zprava a f! (a) = lim+ f'(x). Obdobnd véta lze vyslovit na
r—a

levostrannou derivaci.
Pozadavek spojitosti nelze vypustit. Méjme naptiklad f(z) = sgn(z) a vysetieme
derivaci v bodé x = 0. Primo z definice derivace ziskdme

’ _ 0, = #0,
f(x)_{—koo, z =0.

Pouzitim Darbouxovy vety bychom dostaly hodnoty

Ch / — _
‘ xi{(gl-l—f (1’) cc—l>r(r)l+0 0,

ii. lim f'(z) = lim 0=0.

z—0— z—0—
Timto zpusobem by tedy vysla derivace v nule jako 0, coZ vime, Ze nent pravda. Darbou-

zova véta opravdu nelze pouZit.

Priklad 11.4 Rozhodnéte o existenci derivace ndsledujicich funkci v bodé x = 0. V
kladném pripadé tuto derivaci vypoctéte.

_ _Jwsin(l/z) x#0
i. f(x)—{o 0

3 ~ Ja?sin(1/z) x#0
. f(x){o 0
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eV w40
iii. f(x)—{o im0

(Resend: i. meexistuje . f'(0) =0 iii. f/(0) =0 )
Postup reseni:

i. f1(0)= aljl_r{(l) %_/8:)—0 = ilir(l) sin(1/x). Tato limita neexistuje.

ii. £(0) = lim Z5WD=0 _ jipy g gin(1/2) = 0.
z—0 z z—0
iti. pomoct Darbouzovy véty. Nejprve ovéiime predpoklady: 1. spojitd - ano, 2. f'(x) =
e Ve =2 3 lim f'(z) = 0 jeliko?
z x—0

lim e/ (£2)3/2 — |; et/ 1i e¥

:rg%e (.’L’ ) o :Bg% (1/$2)3/2 - y—gr-loo y3/2 o +OO’

kde v poslednim rovnitku jsme vyuzili Heineho vétu a znalosti limit posloupnosti.
Lze tedy pouzit Darbouzovu vétu a plati f'(0) = 0.

Priklad 11.5 Pomoci véty o derivaci inverzni funkce vypoctéte derivaci ndsledujicich
funkci

i. f(x)=Inz,
ii. f(x) = Yz, kde n € N.

(Reseni: i. f'(z) = Jl pro x > 0 4. f'(z) = %.’r% prox >0, f/(0) =1 pron =1,
f(0) =400 pron >1)

Postup teseni: Véta o derivaci inverzni funkce ndm vikd. Necht je funkce f spojitd a
ryze monotonni na néjakém okoli bodu a, necht b = f(a). Jestlize je f diferencovatelnd
v bodé a a navic f'(a) # 0, pak je i prislusnd inverzni funkce f~' diferencovatelnd v
bode b plati

1 1

1 r _
IO = Ty <

Pak tedy pro x > 0 plati

i. f7i(z)=Inz, f(z)=e* = (Inz) = 61 1

i f~Hx) = Yz, flx) = 2" = (V) = n(q/%)nfl = 1L Musime si ddt

n

pozor na bod x = 0. Zde musime pouzit Darbouxovu véta: 1. funkce je spojitd 2.
diferencovatelnd, 3. limita:

. 1 1-n {1, n=1
lim —x» =
=0+ N 400, n > 1.

Tedy f'(0) =1 pron =1a f'(0) = +00 pron > 1.
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Piiklad 11.6 Pomoct véty o derivaci inverzni funkce vypoctéte derivaci ndsledujicich
funkct

i. f(x) = arcsinz,
it. f(x) = arctgz.

(Resend: i. f'(z) = \/1177%_, pro x € (—1,1), f'(-1)
reR)

Postup reseni:

i. f~1(z) = arcsinz, f(r) =sinz:

1
(arcsinz) = ————
cos(arcsin )
_ 1
/1 — sin?(arcsin )

1
V-2

pro x € (—1,1). Krajni body opét pomoci Darbouzovy véty. Napiiklad pro x = 1,
mdme spojitost, diferencovatelnost, IiI{l f(x) = 400 = f'(1) = 4+0. V -1
z—1—

obdobnygm zpisobem zjistime f'(—1) = +oo.

. f~1(x) = arctgx, f(z) =tgx:

(arctg z) = cos?(arctg x)
cos?(arctg )
sin?(arctg x) + cos?(arctg )
1
1 + tg?(arctg x)
1
14 a2

pro x € R.

Priklad 11.7 Pomoci véty o derivaci inverzni funkce vypoctéte derivaci ndsledujicich
funkci

i. f(x) = argsinhz,

it. f(z) = argtghzx.
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(Reseni: i. f'(x) = ﬁ prox € R ii. f'(x) = 5 prox € (—1,1) )
Postup reseni:

i) f(x) = sinhz :=y. J =R, Dy = R, Hy = R. Predpoklady: f je spojitd na J,
prostd na J a (Yx € J)(f(x) = coshz # 0). Pak g(y) = f~'(y) = z = argsinhy a pro

derivact plati

. n _ 1 _ - r_ 1 = 1 = 1
[(argsinh(y))'] = ¢'(v) = (7' (v)) = f'(z)  coshz  cosh (argsinhy)

1 1

\/1 + sinh? (argsinhy) V1t v

it) f(xr) =tghae :=y. J =R, Dy =R, Hy = (—1,1). Predpoklady: f je spojitd na J,
prostd na J a (Yo € J)(f'(z) = —L:— #0). Pak g(y) = f~'(y) = x = argtghy

cosh?

/ 1

d'(y) = (argteh(v)) = (£, W) = (£, (f(2))) = ) = cosh® z = cosh (arg tghy)
_ 1 1
11— tgh? (arg tghy) C1—y?
kde jsme vyuZili
2 ‘1.2 1 2 2 1
1 =cosh”z —sinh“z & 5— =1—tgh®z = cosh"z = ———.
cosh” x 1—tgh“z

Priklad 11.8 Vypocététe derivaci nasledujici funkce ve véech bodech, kde existuje:

fx)=\/z+\/z+ 2.

(Reseni: f'(x) = Aoy r1>+;ﬁ+2ﬁ+l pro x >0, f'(0) = +o0 )
8\/5\/;r+\/17\/z+\/4r+\/§

Postup reseni:
Defini¢ni obor funkce je Dy = Rg = krajni bod x = 0 budeme muset vysetrit
zvldst. Pro nenulové v muZeme pouit vzorecky a dostdvdme

o) = 4/r\/x +x+2/x+1 '
8vVz\/x + r\/Jx +\/x + x

V bodé x = 0 podle Darbouzovy véty (predpoklady jsou splnény) mdame f'(0) = +o0.

Priklad 11.9 Vypocététe derivaci nasledujici funkce ve vech bodech, kde existuje:

fz) =

 sin? ||

COS T
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(Reseni: f'(z) = 822=2 pro o L kr k€ Z )

SlIl €T

Postup teseni: Definiéni obor funkce je Dy =R~ {kr|k € Z}. Pak

COS T
fla) = {Sm ~, prox >0,

cosx — COSJ} p,’,.o T < 0

sin?(—x) sin?

kde jsme vyuZzili lichost funkce sin. Pak pomoct vzorecku dostdvame

.2

sin“x — 2

f/(x) =3
sin® x
pro x # km, k € Z, takZze Dy = Dy a nejsou Zadné problémové body v nichZ by bylo
potreba derivaci dopocitat.
Priklad 11.10 Vypoctéte derivaci ndsledujici funkce ve viech bodech, kde existuje:
o) =2%5.

5 v o 3 oL In(2)z—*
(Reseni: f'(r) = —2'8% % pro x € R~ {0, (2k+1)” keZ})
Postup Teseni: Definicni obor funkce je Dy = R ~ {0; W|k € Z}. Funkci muZeme
2
prepsat na tvar

f(x) _ eln(2)tg%_
Pak pro x € Dy plati

1
fl(z) = @83 2. —1 - (-1) 27 = —In(2)2% > ——
COS = COS” =

Dale platz’ Df/ = Df.
Priklad 11.11 Vypodtéte derivaci ndsledujici funkce ve viech bodech, kde existuje:
f(z) =In(In(Inx)).

Dosomis £1(p) — 1
(Reseni: f'(z) = (1—p=2 proz >e¢ )
Postup Teseni: Definicni obor funkce je Dy = (e,+00). Dle vzorce pro derivace sloZené

funkce pro x > e dostdvame
1 11

Innzhnzrz

fl(z) =
Ddle plati Dy = Dy.
Priklad 11.12 Vypodtéte derivaci ndsledujici funkce ve viech bodech, kde existuje:
f(z) = Inln(sinx).

(Reseni: neexistuje)
Postup teseni: Definic¢ni obor funkce je Dy = (), protoze In(sinz) < 0. Derivace tedy
neexistuje v Zadném bodeé.
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Priklad 11.13 Vypoctéte derivaci ndsledujict funkce ve véech bodech, kde existuje:

(Rc(s‘mz/[: fl(x) = e~ 1/ (1 n
pro x € (—o00,—2) )
Postup reseni: Definicni obor funkce je roven Dy = R \ {0}. Jelikoz

fa) = (x4 2)e/*, pro x € (=2, +00) \ {0},
| =@+ 2)e V", prox € (—o0, —2),

2) pro x € (—2,400) \ {0}, f(z) = —e U/ (14 2£2)

mdme
) = {e‘l/x + (z+ 2)6‘1/5"’3:—12, pro x € (—2,400) \ {0},
—e VT (24 2)6_1/$x%, pro x € (—o0, —2).
Zbyva bod v = —2. Z Darbouzovy véty dostavame, zZe f' (—2) = el a f (=2) = —el/2.
Derivace v bodé —2 tedy neexistuje. Ddle Dy =R~ {0, —2}.

Priklad 11.14 Vypoctéte derivaci ndsledujict funkce ve vsech bodech, kde existuje:
f(x) = logg(z?)

proa>0,a#0.

(Reseni: /() = S5dc) pro w #0)

Postup teseni: Definicni obor funkce je Dy = R \ {0}, ddle funkci lze prepsat na
3
f(z) = (1;((922))) . Pak pro x € Dy plati

1 1 61n?(22)
23 In2(2?) . = op = —— 2 1
In®(a) n(@) 22 z1n3(a)

fl(@) =
Priklad 11.15 Vypoctéte derivaci ndsledujici funkce ve vsech bodech, kde existuje:

1—sinz
=Ilny/——.
f(@) =1n 1+sinz
(Resent: f'(z) = ——— prox € R\ {(2k + 1)5|k € Z})
Postup teseni: Z podminek sinx # —1 & x # 37” +2km, sinz # 1 & x # 5 +2km a
(1 —sinz)(1 +sinz) > 0« 1 —sin?z > 0 < cos?z > 0,Ve € R dostdvame definicni
obor Dy = R~ {(2k +1)5}. Pak pro x € Dy plati

f/(x):\/m‘l 1—sinz _1/2_(—cosx)(l—i—sinx)—(l—sinx)cos:c
1l—sinz 2 \1+sinx (l—l-sinac)Q

1 1+sinz (—cosz)(l+sinx+ 1—sinz)

2 1—sinz (1+sinz)?
_ —cosx _ —cosx

1 —sin?z  cos?x
B 1
" cosz
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Dadle Df/ = Df.

Priklad 11.16 ///
Vypoctéte derivaci ndsledujict funkce ve vSech bodech definicéniho oboru Dy = RT,
ve kterych existuje:

flx) =2".

(Reseni: f'(z) =x*(Inz + 1) prox € RT )
Postup teseni: Funkce f lze prepsat na f(x) = ethhe — Dy =R*. Pak pro x € Dy
platt

fl(x) =% (Inz +1) = 2%(Inx + 1).

Dale plati Dy = Dy.
Priklad 11.17 Vypoctéte derivaci ndsledujici funkce ve vsech bodech defini¢niho oboru
Dy =R*, ve kterych existuje:

fla) = a.

(Reseni: xs - L (1—Inz) prox € RT )
Postup tesent: Definiéni obor funkce je Dy = RT, funkce lze zdroven prepsat na f(z) =
ez pak pro x € Dy plati

1 1 1
fl(x) = exlnz. <(—1):p_2-lnx+ o x) =% - — (I—Inx).

x
Ddle Df/ = Df.

Priklad 11.18 Vypoctéte derivaci nasledujici funkce ve véech bodech, kde existuje:

f(x) =log,e.
(Reseni: f'(2) = gz prow RV {1})
Postup teseni: Funkci lze prepsat na f(z) = }2—; = ﬁ Definiéni obor funkce je tedy
Dy =Rt~ {1}. Pro x € Dy pak plati
1 1
/
r)=——5——.
@) In?zx

D(ile Df/ = Df

Priklad 11.19 Vypoctéte derivaci nasledujici funkce ve véech bodech, kde existuje:

F(x) = arccos (1\;;)
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(Resent: f'(x) = etz proz € (1= V2,14 V2), f'(1-V2) = f(1+V2) = +o0 )
Postup teseni: Pro defini¢ni obor plati

<leze[l-v2,1+V2

‘1—1‘

Pak pro x € (1 — /2,1 +/2) mdme:
1 -1 1

f(w):_ 1_(%)252 ﬁ—i—l@—x?.

Derivace v krajnich bodech dle Darbouzovy véty. Predpoklady na spojitost a diferenco-
vatelnost jsou splnény. Pro bod x =1+ /2 plati

. 1 . 1

lim lim = +00.

e VIFZ =2 LT ) - (- V)

A tedy f'(1++/2) = +00. Derivace v druhém bodé vyjde stejné, plati f'(1—+/2) = +oo.

Priklad 11.20 Vypoctéte derivaci ndsledujict funkce ve vsech bodech, kde existuje:

F(z) = arctg G ”).

— X

(Reseni: f'(x) = ﬁ prox € R~ {1} )
Postup Teseni: Definic¢ni obor funkce je Dy = R~ {1}. Pak pro x € Dy plati
) 1 1-(1—2)—(1+2x)-(-1) (1—x)? l—z+1—2
xr) = . — .
s (=) (- A-2f+(+2f  (1-apP
—X

2 1
1—2x4+a224+14+2x+22 1422

Zaroven plati Df/ = Dy.

Priklad 11.21 Vypodtéte derivaci ndsledujici funkce ve vsech bodech, kde existuje:
1

fw) = arccos? (z2)’
(Reseni: f'(z) = it pro = € (L1))

Postup Teseni: Definicni obor funkce je roven Dy = (—1,1). Krajni body se z defini¢niho
oboru musi vyloucit, protoZe arccos(1) = 0. Pak pro x € Dy plati
1 4x

"(z) = (=2) - arccos 3(z2) - (=1) + — - 22 = .
Flz)=(-2) (@) - (=1) V1-—2t 2 V1 — ztarccos3(22)
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Priklad 11.22 Vypoctéte derivaci ndsledujict funkce ve véech bodech, kde existuje:

3 1423

5 ot £l 22 . el — 400
(Reseni: f'(z) = s ——= o PO # *1, f'(—=1) = +o0 )
Postup Teseni: Definicni obor funkce je roven Dy = R\ {1}. Pak pro x € Dy ~ {—1}
plati

fi@) = - (Hw:”yg (322(1—a%) - (L+a%)(=327) _ <1 - x3>§ - 2a?
3 AL- (1—a3)? 1+a%) (1=a%)
o 222
= 3+ a%)2(1 - L
Bod x = —1 wvyresime pomoct Darbouzovy vety. Predpoklady jsou splnény a plati

4
Jm, f(@) :2'3(111)2 'xﬂ@lm -2 'zﬂ@lm = oo
Tedy f'(—1) = 4oc.
Priklad 11.23 Vypoctéte derivaci nasledujici funkce ve véech bodech, kde existuje:
f(@) = Vo — arctg V.
(Reseni: f'(x) = 2(17\/;) prox >0 )
Postup reseni: Definicni obor funkce je Dy = R(J)r. Pro x > 0 mdme

1 11z
2y 1+ax2yr 2(1+a)

Pro bod x = 0 muZeme pouZit Darbouzovu vétu a plati f'(0) = lir(r)lJr f(xz)=0.
T—

f'(x)

Priklad 11.24 Vypoctéte derivaci nasledujici funkce ve véech bodech, kde existuje:
f(z) =2+ V1 —x?arccosx.
(Reseni: f'(x) = —Larccose “l“'(;f,’z‘“""’ prox € (—1,1), f/(1) = -1, f'(=1) = 400 )

Vi-a?
Postup Teseni: Dy = (—1,1). Pro x € (—=1,1) mdme
—X arccos

-1 x
") =1+ V1 — 22 — arccos r = ——————
fz) Vi—22 V1-—22 V1— 22

V' kragnich bodech opét vyuZijeme Darbouxovu vétu. Pro x = 1 madame

—Z arccos —cos(u)u —cos(u)u

lim ———~ = lim ——~— = lim ———2 = —1= f(1).
Cc—lgl— V1 — gj2 u—1>I(I)1+ 1— COS2 U u—1>161+ |SiIl U’ f ( )
Pro x = —1 mame
lim —Tarccosr too = f’(—l).

r——1+ 1— 1;2
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Priklad 11.25 Vypoctéte derivaci ndsledujict funkce ve véech bodech, kde existuje:

f(a:):arccos( ! )

cosh z

(Reseni: f'(x) = 22% prox #0 )

cosh x
Postup teSeni: Nejprve vysetiime definicni obor funkce. Jelikor —1 < —— < 1A

coshz —
coshz # 0,Vx € R je definicni obor funkce roven Dy = R. Pro x # 0 dostdvdme
1 inh
f'(z) = ————"-(—1) - cosh™?sinhz = el = (x).

E— 2. [cosh®z—1
1 cosh? z cosh” z cosh? z

Protoze \/cosh?z — 1 = Vsinh®z = |sinh z|, cosha > 0 dostdvame

(%) sinh z sgn(sinhz)  sgnx
*) = . = = .
cosh? z - % coshz cosh

Problematicky bod x = 0 vysetrime pomoci Darbouzovy véty. Predpoklady jsou splnény
a zdroven

. . sgn(x) . 1
lim lim = lim =1,
z—0+x—0+ coshxz  z—0+ coshzx
i @) _ g

z—0— cosh x
Derivace v x = 0 tedy neexistuje.

Priklad 11.26 Vypoctéte derivaci ndsledujici funkce ve vsech bodech, kde existuje:
f(z) = |arctg x| — |z|.

(Reseni: f'(x) = — sgn(:r)ﬁiz prox € R )
Postup reseni: Definicni obor funkce je roven Dy = R. Zdroveri Funkci miZeme prepsat
na tvar

f(x) = sgn(arctg x) - arctg x — sgn(z) -

= sgn(x) - arctg x — sgn(x) -
= sgn(x) - (arctgx — x).
Poté pro x # 0 plati

1 1-1-2? ?
f/(ﬂl‘) — sgn(x) . (m — ]_) = Sgn(x) . oy = —sgn(x) . ]_f_ilﬂ

Problematicky bod x = 0 vysetrime pomoci Darbouxovy véty. Predpoklady jsou splnény
a pro limity platt

$2
li -1)- =
mi%l—l-( ) 1+ 2 0,
2
X
lim (=1)2- 2 —
13—1>I[I)1—( ) 1+ 22 0

Derivace vz = 0 existuje a f'(0) =0. Dy = Dy =R.
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Priklad 11.27 Vypoctéte derivaci ndsledujict funkce ve véech bodech, kde existuje:

f(x)zarcsin( 22 )

1+ 22

(Reseni: f'(x) = H% -sgn(l+ ) -sgn(l —x) prox # +£1 )
Postup teseni: Vysetrime nejprve definicni obor. Omezujici podminky jsou

2z 9 9
—1§1+x2§1<:>—(1+$)§2x§1+x

& —(1+22+2%) <0< 1 — 20 + 2
& —(1+2)? <0< (1-2)

coZ plati pro Vox € R. Tedy Dy = R. Pro x # 1 mame

1 2(1 + 22) — 2z(27)
/ frnd .
f (CU) - , 5 (1 +$2)2
1 _ X
()
- 1 2 4 222 — 42?)
 [(1+2%)2—4a? (14 22)2
(1422)2
. 142? 2 — 222
S VI—22 42t (1+a?)?
2(1 — 22) 1

1—222 (1+a?)

sgn(1 — z?2).

T 1t a2

Pro x = £1 wvyuzijeme Darbouzovu vétu. Predpoklady Darbouzovy véty jsou splnény a
tedy

2 -1 — 17
lim —— sgn(l —2*) = ) Pro® ’
=1t 1+ 1, prox — 17,

2 1, — —17,
lim ———sgn(l - 2?) = pro®
t——1t 14z -1, prox — —1".

Celkove dostdvame z Darbouxovy véty, Ze derivace v bodech © = +1 neexistuji a tedy
Dy = Dy~ {£1}.

Priklad 11.28 Vypoctéte derivaci ndsledujici funkce ve vsech bodech, kde existuje:

fy = JE D o e R {0)
0 prox =10
(Reseni: f'(x) = e~ - TETL ey o £0)

x“
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Postup reseni:
Pro x # 0 dostdvdme

r—1 1 22 4ax—1

'(z) = 1-e % + (x — 1)-6_% (1) 22 :e_%(l—i— =

Problematicky bod x = 0 vysetiime primo z definice. Plati
1
iy e S —FO) L (h—Demn 1
PO =iy T = = e (1)

Nyni pomoci jednostrannych limit ukdZeme, Ze tato limita neexistuje

1
lim 67% (1 — > = lim e ® (1 — g;) =0,
h—0+ h T——+00

1
lim e % <1 — > = lim € (14 z) = +o0.
h—0— h T—~400

Derivace v nule tedy neexistuje.

Poznamka 11.1 U minulého prikladu nelze pouZit na vysetteni derivace v nule Dar-
bouzovu vétu, jelikoz funkce v nule neni spojitd zleva!

Priklad 11.29 Uvedte seznam bodi, ve kterych funkce
f(z) = max{min{x,1},0}

nemd derivaci. Svou odpovéd Fddné zdivodnéte.
(Reseni: x € {0,1} )
Postup reseni: JelikoZ
1, prox > 1,
flz) =<z, proxe(0,1),
0, prox <0,
jsou jediné problematickeé body x =0 a x = 1. V ostatnich bodech plati

0, prox > 1,
fl(@) =11, prox e (0,1),
0, pro x < 0.

Z Darbouzovy véty (predpoklady jsou splnény) pak dostavame
fL(0) = lim f'(z) =0,
z—0—

L(0) = lim [(x)=1,
FL(1) = Tim f(@) =1,
FL(1) = lim f'(x) = 0.

A tedy v téchto bodech derivace neexistuje.
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Priklad 11.30 /// Dokazte tzv. Leibnitzovu formuli pro n > 2 (pro n =1 byla odve-
zena na predndsce),

19 =3 (1) 10w o)
=0

Postup teseni: Budeme postupovat matematickou indukci. Pro n = 1 mdme dokdzdno z
predndsky, nds ted c¢ekd prechod od n kn + 1, tj. predpokladdme zaddni (IP) a chceme

ukdzat
n+1

(fg)(nJrl)(x) _ Z <Tl+ 1>f(z ( ) n+17'i)(x).

1=0

Upravujeme

()" () = ((fg) (x)

(7>f =
”) [£O@)g ()]
)l
)

||M:

o= |—|

/N -/ N / /\ I 3
. <. 3 [=}

I
3

I
o

FED )y @) + £ (a)g " a)

3
S

]

f(i—l-l)(x)g(n 1) + - <n>fz) (n+1— z)( )

S =
Il
)

~
I3
—_
~_
=
’5
+
»—t
+
3
/‘}
~_
*z
:
+
=
—~
8
S~—

@
I
-
W

I I
(1= 11+
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coZ je to, co jsme chtéli. Béhem uprav jsme pritom vyuzili vlastnosti kombinacnich cisel
(predevsim Pascalova trojiuhelniku).
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12 Dvanacty tyden

12.1 Geometricka interpretace derivace

Piiklad 12.1 Naleznéte rovnici tecny ke grafu funkce f v bodé a pro
i. f(r)=sinw, a=3%,
i. f(z) =15, a=2.

(Resend: i. y(z) = 3(z — %) @ i. y(z) = —2(x—2)— 1 )
Postup teSeni: Rovnici tecny ke grafu funkce bodé a md rovnici y,(x) = f'(a)(x — a) +

f(a). Pak tedy

i. y(z) =cos§(z — §) +sin§ = %(mf )+ g,

ii. y(@) = (e ) lemalo —2) — b = —3(@ - 2) - 1.

Piiklad 12.2 Naleznéte tecnu ke grafu funkce f(x) = (x + 1)v/3 —x v bodé a, kde
a=-1,a=2,a=3.
(Resent: i. y(x) = VA(x + 1), i. y(xr) =3, iii. 2 =3 )
Postup teseni: Spocteme nejprve derivaci funkce. Pro x # —3 dostdvdme
1 -1 3—z—3(z+1) 4 2-uz

f/(x):.3/3—x+(:c+1)§(3_m)§: B0 33_a)F

Pomoci Darbouzovy véty zjistime, Ze f'(3) = —oo. Pak tedy pro jednotlivé pripady:
ia=—1: f(-1) = V4, y(x) = VA — 1) + F(~1) = YAz + 1),
ii. a=2:f'(2)=0, y(x) = f(2) =3 (v =2 je extrém),
iii. a =3 : jelikoZ f'(3) = +oo dostdvdme svislou tecnu x = 3.
Priklad 12.3 Naleznéte tecnu ke grafu funkce f=' v bodé nula, plati-li f(z) = e*Inx.

(Reseni: y(z)=2+1)
Postup teseni: Tecnu hleddme ve tvaru

y(z) = (f71)'(0)(z — 0) + f(0).

7 definice funkce f je patrné, e f~1(0) = 1. Zdrover

T

#(z) = %(mnﬁ 1)

a z véty o derivaci inverzni funkce dostdvdme




Celkove tedy tecna md rovnici

Priklad 12.4 Naleznéte vSechny asymptoty nasledugici funkce:

1
f(z) =1In («ah + =+ 1> .
|z
(Reseni: yi(z) =2z, y2(z) =0, 2=0)
Postup reseni: Protoze lir% f(x) = +oo, je primka x = 0 svislou asymtotou. Zddnd jind
T—r

svislda asymptota neexistuje. Pro nesvislou asymptotu y = kx + q v +00 mdme:

re®

In(1+ b + 2=
i @) oy 2 I =)

r—+oco I r—+oo I X
pak
q= xgrfoo(f(x) —kz) = wEI-Poo2x+ln(1 + o + e%) —2x=0.

Tedy primka y = 2x je asymptotou. Pro bod —oo dostdvdme

In(e2® + ﬁ +1)

T——00 T

Asymptota pro —oo md proto tvar y = 0.

Piiklad 12.5 Naleznéte vsechny asymptoty ndsledujici funkce:

1

f(z) =e= +x.

(Reseni: y(z)=x+1,2=0)
Postup reseni: JelikoZ li%lJrf(x) = 400, mdme suvislou asymptotu x = 0. Pro klasické
z—

asymptoty postupné dostdvame

1/x
by = lim %1
T—r+00 x
= lim /" +2—2=1,
T—+00
1/x
hy = lim T
T——00 T
= lim /" +z—z=1.
T——00

Mame tak asymptotu y = x + 1 jak pro —oo tak pro +oo.
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Piiklad 12.6 Naleznéte vsechny asymptoty ndsledujici funkce:

2
4 —1
flx) = + sin z.
T
(Reseni: =0 )
Postup teseni: JelikoZ li161+f(:v) = —o00, mdme asymptotu x = 0. Pak dostdvame
T—
2 .
z“—1 sinzx
k1 = lim 5 + =1,
T—+o00 I x
1
q1 = lim sinx — — ... neexistuje,
T—>+00 x
2 .
z“—1 sinx
T—r—00 €T €T
. . 1 .
g1 = lim sinz — — ... neezistuje.
Tr——00 €T

Klasické asymptoty tedy neexistuji!

Priklad 12.7 Pod jakym thlem se protinaji kiivky vy = 2% a x = y>?

(Reseni: v bodé [0;0] pod tihlem ¢ = 5, v bode [1;1] pod dhlem ¢ = arctg2 — arctg % )

Postup teseni: Oznacme f(z) = 22 a g(x) = /z. Grafy téchto dvou funkci se protinaji ve
dvou bodech: [0;0] a [1;1]. Jelikoz f'(x) = 2x a ¢'(z) = %% je f'(0) =0 a ¢’(0) = 400

(Darbouzova véta). Z geometrické interpretace derivace vime, Ze derivace je tangens

smeéroveého thlu, primky se tedy protinaji pod uhlem ¢ = liIJ)ra arctg x — arctg0 = 3.
T—r+00

Obdobné v bodé [1;1] je protinaji pod uhlem w = arctg2 — arctg 1/2, protoze f'(1) = 2
! 1
ag(l)=3

Priklad 12.8 Naleznéte funkci diferencovatelnou na svém definiénim oboru, kterd je
omezend a soucasné jeji derivace je meomezend.

(Reseni: napriklad f(x) = sin(1/x), Dy = (0,400))
Postup Teseni: Napriklad funkce f(x) =sin(1/x), Dy = (0,+00), protoZe

1\ -1
/ — — R
f (.%') = CO8 (.’L’) $2 )
coZ je neomezend funkce.

12.2 Spojitost, body nespojitosti

Priklad 12.9 Zjistéte, kde jsou ndsledujici funkce spojit€ a v jejich bodech nespojitosti
urcete, o jaky druh nespojitosti se jedna:

i f(2) =g

ii. f(z) = 325,
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iii. f(zr)=x— |x|.

(Resend: i. spojitd v RT ~ {1}, nespojitost 2. druhu v x = 1, odstranitelnd v x = 0, ii.
spojitda v R \ {km|k € Z}, nespojitost 2. druhu v x = km, k € Z ~ {0}, odstranitelnd v
x =0, 4ii. spojitda v R\ Z, nespojitost typu skok vx =k, k € Z )

Postup teseni: Z teorie vime: bod a € D}, nazveme bodem nespojitosti funkce f, kdyZ
a neni bodem spojitosti funkce f, tj. bud a ¢ Dy nebo a € Dy a lignf # f(a). Pak v

jednotlivyjch pripadech mdame:

i. Dy = Rt — {1}, f je spojitd v kazdém bodé Dy, 1 € D' je bodem nespojitosti.

Jelikoz limi [ = £oo, mdme nespojitost 2. druhu. Mezi hromadné body Dy patri
z—1
jesté 0 ¢ Dy, kde lim+ f =0, proto x = 0 je odstranitelné nespojitosti.
z—0

ii. Dy = R~ {kn|lk € Z}. Funkce f je spojitd v kaZdém bodé definicniho oboru.

Body z mnoZiny {kr|k € Z} jsou body nespojitosti. JelikoZz lin%ﬁ =1, e 0
z—

odstranitelnd nespojitost. Pro ostatni kr je ” lim f(z) = £o0” a tedy jednd se

z—km
nespojitosti druhého druhu.

iti. Dy =R. Jelikoz pro k € Z je lirlIcl (f(z)=ka 1ir]I€1 flx) =k+1, jsou body x € Z
T—k+ T—k—
nespojitosti typu skok. V ostatnich bodech x € R \ Z je funkce spojitd.

Piiklad 12.10 Zjistéte, kde je ndsledujici funkce spojita a v jejich bodech nespojitosti
urcete, o jaky druh nespojitosti se jednd:

2

fta) = anctg (=) s ] ~ 2.

(Reseni: spojitda v R~ {0,42}, x € {0, 42} je nespojitost typu skok )
Postup teseni: Dy =R~ {0}. Funkce arctg je spojitd ve vsech bodech, sgn je nespogity
v bode 0. Dostavame tedy t7i podezrelé body x =0, x = —2 a © = 2. Plati:

lim f(x) = arctg §,

T2+ 2
lim f(x)= —arctg §,
T—2— 2
i B -3
A, ) = —arets

lim f(z) = arctg _73

T——2—
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Tedy v bodech x = £2 je nespojitost typu skok. Pro jednostranné limity v x = 0 mdme

. i
:cl—l>%1+ f(l’) n +§7
. ™

Bod © = 0 je opét tedy nespojitost typu skok.

Priklad 12.11 Zjistéte, kde je ndsledujici funkce spojita a v jejich bodech nespojitosti
urcete, o jaky druh nespojitosti se jedna:

(Reseni: spojitd v R ~\ {2km, 5 + kr|k € Z}, body x = § + km, k € Z jsou nespojitosti
typu skok, body x = 2km, k € Z jsou odstranitelné nespojitosti )
Funkce je jisté nespojitd v bodé x = 0, zdroveri lim f(z) = lim & = 0, jednd se tedy
z—0 z—07%
o odstranitelnou nespojitost. Funkce |cosz| je ziejmé 2w periodickd, staci tedy vysetrit
na intervalu délky 2n. Na (—m/2,37/2) je funkce f rovna

0, z€(—%,5)~ {0}
_ 3
lcosz| =4 -1, z € (5,%)
1, x=0.
Pro body x = 2km, k € Z plati, Ze lir];n . f(z) = 0. V téchto bodech je tedy odstranitelnd
z—2kT
nespojitost. Jediné dali podezrelé body tedy jsou x = § a x = —7. Pro jednostranné
limity dostavdme
-1 2
1' = — = — —
Jm f(z) z —
0
lim f(z)=— =0,
Ty 2
lim f(xz)=0,
=5+
2
lim f(x)=—.
T——5— ™

Celkem tedy pozorujeme, Ze v bodé x = 0+ 2k7 je odstranitelnd nespojitost, a v bodech
x = +5 + 2k jsou nespojitosti skok. V ostatnich bodech je funkce f spojitd.
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12.3 Extrémy funkci
Poznamka 12.1 Jednoduché priklady na vySetrovdini lokdlnich extrémai
i. f(z)=2+xz—2?
i f(xr)=(x—1)3
iti. f(z)=|z—2|
Priklad 12.12 Vysetrete lokdlni extrémy ndsledujici funkce
fz) =a3(1—2)5.

(Reseni: x =1 ostré lokdlni minimum, x = 1/3 ostré lokdlni mazimum,)
Postup teseni: Definicni obor je roven Dy = R. Pro x € R~ {0,1} plati

Fw) = e 31— a)f + b (- a) ()
_3(l-2)— 32
x3(l—x)3

Zdroven f'(0) = 400 (Darbouzova véta) a f'(1) neexistuje (opét z Darbouzovy véty).
Mame tedy dva body podezrelé z extrému: x = 1 a x = 1/3. JelikoZ f'(xz) > 0 pro
x € (—00,1/3)U(1,+0) a f'(z) <0 proxz € (1/3;1) je x = 1/3 ostré lokdlni mazimum
a x =1 je ostrée lokdlni minimum.

Priklad 12.13 Vysetrete lokdini extrémy ndasledugjici funkce

2
e —3x + 2
J(w) = 22 +2x+1
(Reseni: x = T/5 je ostré lokdlni minimum)
Postup teseni: Definicni obor funkce je roven Dy = R\ {—1}. Pro x € Dy plati

(22 — 3) (22 + 22 + 1) — (22 — 32 + 2)(27 + 2)
(22 4 22 + 1)?
2z —3)(z +1)2 — (2? — 32 +2)(z + 1)2

fl(z) =

(x+1)%
(22 —-3)(xz+1) —2(2? — 32+ 2)
(z+1)3
_ dx =T
(x4 1)3

Pak f'(z) =0« z = L. JelikoZ f'(x) < 0 prox < 7/5 a f'(x) > 0 pro x > 7/5 je bod
T = % ostré lokdlni minimum.
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Priklad 12.14 Vysetrete lokdlni extrémy ndsledugjici funkce
f(xz) =sinx — cosx.

(Reseni: pro k € Z jsou v = 31 /4 + 2km ostrd lokdlni mazima a x = 7m/4 + 2km ostrd
lokdlni minima)
Postup reseni: Funkce je 21 periodickd, vySetrime tedy na intervalu (0,2m). Pak pro
x € (0,27) plati

f'(z) = cosx +sinz.

Pak f'(z) = 0 < cosz = —sinz < z = 3T + kr. Na intervalu (0,27) tedy mdme 2
podezielé body: v = %Tﬂ ay= %’r. Protoze f"(x) = —sinx + cosx je
3
f”(zﬂ) = —\2[ - £ <0 = ostré lokdlni mazimum,

(s V2 \f

1 ) = +7 + — >0 = ostré lokaln? minimum.

(-

Celkové tedy body x = ‘%’r + 2km jsou ostré lokdlni maxima a body y = %r + 2km jsou
ostré lokdlni minima.

Priklad 12.15 Vysetrete lokdlni extrémy nadsledugici funkce

cos (2z)
2
(Reseni: pro k € 7 jsou x = kr ostrd lokdlni maxima, v = 270 /3+2kn a x = 47 /3+2k™
ostrd lokalni minima)
Postup reseni: Definicni obor funkce je Dy = R. Pak pro x € Dy plati

f(z) =cosx +

f'(z) = —sinx — sin(2z) = —sinx(1 + 2cos z),

f"(z) = — cosx — 2 cos(2x).

Opét se omezime na (0,27), na tomto intervalu jsou jediné podezielé body x =0, y =,
zz%w aw:%”. Pak:

f7(0) = -1-2<0 = ostré lokdlni maximum,
f'(mr)=1-2<0 = ostré lokdlni mazimum,
27 1

f”(E) =5= 2(—5) >0 = ostré lokdlni minimum,
4 1 1
f”(%) =5 2(—5) >0 = ostré lokdlni minimum.

Celkem tedy body km, kde k € Z, jsou ostrd lokdlni mazima a body T +2km a 4” + 2k,
k € Z, jsou ostrd lokdlni minima.
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Priklad 12.16 Ukazte, Ze funkce

B 670%2 x#0
-

€r =

1
re 2 1 #0
xTr) =
9(@) {0 e

rooy 12
f (ZE) =e o E)
1 2
g,(ﬁ) =e o? <1 + .262)

Ze znamének funkce f' pozorujeme, Ze funkce f je funkce ostre klesajici na (—o0,0) a
ostre rostouct na (0,+00). Bod = 0 je tedy ostré lokdlni minimum. V pfipadé funkce
g, je jeji derivace stdale nezapornd, funkce je ostre rostouct a bod x = 0 tedy neni extrém.

Priklad 12.17 Naleznéte vSechny extrémy ndsledujici funkce. U kaZdého extrému rovnéz
urcete, jakého je druhu.

1
f(z) =x=.

(Reseni: x = e je ostré lokdlni mazimum )

Postup feSeni: Definiéni obor funkce je Dy = R*. Pro x € Dy pak plati

f(z) = (1 —Inx).

xT

Tedy jediny podezrely bod je x = e. Zkoumdnim znamének na okoli zjistime, Ze x = e je
ostre lokdlni mazximum.

Priklad 12.18 Naleznéte vSechny extrémy ndsledujici funkce. U kaZdého extrému rovnéz
urcete, jakého je druhu.

f(z) = arcsinz — sgn(x) arccos /1 — z2.

(Reseni: x € (—1,1) je neostré lokdlni minimum i mazimum. Pozn: krajni body definic-
niho oboru nejsou dle definice lokdlnimi extrémy. )
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Postup Teseni: Definicni obor funkce je Dy = (=1,1). Pro x € (—1,0) plati

) = L. 1 -z 1
Vi—22 V1-1+22V1—-22 1-—22

Pro z € (0,1) je také f'(x) = 0. Derivace v 0 dle Darbouzovy véty je f'(0) = 0. Mdme
funkci, kterd md nulovou derivaci v kaZdém bodé¢, je spojitd v kaZdém bodé (lin% flx) =
T—r

0 = f(0)), takze je konstantni pro vSechna x. Celkové f(x) =0 a tedy kazdy defini¢niho
oboru je lokdlnim mazximem i minimem (neostrym), kromé krajnich bodi, které nespliuji
definici.

(1—-1)=0.

Priklad 12.19 Naleznéte viechny extrémy nasledujici funkce. U kaZdého extrému rovnéz

urcete, jakého je druhu.
sinx

flx) = :

T

kde x € (0, ).

(Reseni: neexistuji )

Postup feseni: Pro dand x je f'(x) = W Oznacme citatel g(x) = x cosz—sin .
Derivace md tvar ¢'(xz) = cosx — xsinz — cosx = —xsinx. Funkce g(x) je tedy na
intervalu (0,7) ostre klesajici a g(0) = 0. Z toho plyne, Ze f'(x) < 0 na (0,7) a lokdini
extremy tedy neexistuji.

Priklad 12.20 Naleznéte infimum a supremum mnoZin

14z 1+

A= {3+$2 x ER} a B= {3+x2 x € (O,+oo)}.
(Reseni: inf A = —%, sup A = % inf B=0, supB = % )
Postup teseni: Oznacme f(z) = 31:;”2. Budeme hledat lokdlni extrémy funkce f. Pro
z € R plati

() 3+ 22— (14+2)22) —22+3-22 —(z+3)(z—1)
) = =
B+ a2 B+ a2 B+ a7y

Mdme tedy 2 podezrelé body 1 = —3 a w9 = 1. Z chovdni f' na okoli téchto bodii

pozorujeme, Ze x1 je ostré lokdlni minimum a xo je ostré lokdlni maximum. Pro jejich
hodnoty plati

fle) = -,
fla) = 5.

Jelikoz funkce klesd na intervalu (1,+00) vysetrime limity v nekonecnech. Plati

lim f(z)=0= xEIEloof(x)'

T—-+00

V prvém pripadé je Dy = R a tedy inf A = f% asupA = % V druhém pripadé mdame
Dy =R* a jelikoZ lir(r)1+f(a:) =1, jeinf B=0asupB =1,
T—r
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Piiklad 12.21 Naleznéte supremum a infimum funkce f na intervalu I pro
f(x) =2® —dax+6, I=(-3,10).

(Reseni: sup; f = 66, inf; f =2 )

Postup feseni: Pro x € (—3,10) plati f'(x) = 2oz —4. Podezfely bod z extrému je x = 2 a
krajni body definiéniho oboru, tj. x = —3 a x = 10. JelikoZ f"(x) = 2, je bod x = 2 ostré
lokdlni minimum. Zdaroven f(2) = 2, f(—3) =27 a f(10) = 66. Celkové sup; f = 66 a
inf; f =2.

Priklad 12.22 Naleznéte supremum a infimum funkce f na intervalu I pro
1
flx)=xz+—, I=1(0.01,100).
x

(Reseni: inf; f =2, sup; f = 100.01 )

Postup teseni: Pro x € (0.01,100) plati f'(z) =1 — r% Podezrely bod je x = 1. JelikoZ
f'(x) < 0 pro z € (0.01,1) je funkce na tomto intervalu klesajici. Pro x € (1,100) je
funkce rostouci. Bod x =1 je tedy ostré lokalni minimum. Zdrovern f(1) =2, f(0.01) =
100.01 @ f(100) = 100.01. Celkové je tedy inf f =2 a sup f = 100.01.

Priiklad 12.23 Naleznéte supremum a infimum funkce f na intervalu I pro

flx) = e cosz?, I=R.

_3x
(Reseni: sup f =1, inf f = —6\/5 )

Postup teseni: Funkce je sudd, stact ji vysettovat na intervalu (0, +00). Pro x € (0,+00)
plati

f(z) = —26_r2x(sinx2 + cos z?).

Body podezrelé z extrému jsou

tgﬁ:—l@xzz—z—i—lm@x:mykEN

a kragni bod x = 0. Oznacme y, = —% + km. Druhd derivace ma tvar

#(z) = —2e % ((1 — 42?) sin 2% + cos z2).

Pak
" o e T (_1)k+1 (_1)k
F(Vok) = =2¢7 3T (1= 4(= 7 + k) 5t
<0

Tedy pro k liché je jisté f"(yx) > 0, pro k sudé je jisté f"(yx) < 0. Z toho plyne, Ze
pro k lich€ je \/yi ostré lokdlni minimum a pro k sudé je /yi ostré lokdlni mazimum.
Celkem tedy lokdlni minima maji hodnoty

-1

_ %—kﬂi
F(Wyr) = e 7
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_3x
Nejmensi hodnota nastdvd pro k =1, tj. f(\/37/4) = 76\/5 = inf f. Nejvétsi hodnota

mazima je v bodé 0, f(0) = 1. V ostatnim bodech musi byt hodnota jisté ostte mensi
nez 1 (pripadné je lze presné spocitat jako u minim) a tedy sup f = 1.

Priklad 12.24 KaZdd raciondlni lomend funkce, kterd neni konstantni, je ostie mono-
tonni na (—oo, —xo) U (20, +00), kde o je dostatecné velké kladné ¢islo. Dokazte.
Postup teseni: KazZda raciondlni lomend funkce lze zapsat ve tvaru

kde P(x) je polynom stupné n a Q(x) je polynom stupné m. Pro jeji derivaci plati

P(x)Q(z) — P(r)Q'(x)
Q*() '

Budeme nyni zkoumat znaménka derivace ze kterych muzZeme usoudit monotonii funkce.
O znaménku rozhodne pouze citatel, jelikoZ jmenovatel je stdle kladny. V citateli mdme
rozdil polynomii stupné (n — 1)m a (n(m — 1). Citatel bude mit tedy mazimdlné s =
max{(n—1)m, (n(m—1)} ruzngch koteni ve kterych derivace méni znaménko. Oznacime-
li tyto koteny xx pro k € S a sefadime podle velikosti (xy < zyy1), muZeme definovat
hledany bod xog pomoct vztahu

fz) =

xo = max{|z1|, |zs|} + 1.

Pak jisté na intervalech (—oo, —xg) a (9, +00) derivace funkce f neméni znaménko a
funkce f je monotonni.

12.4 Slovni tlohy na extrémy

Priklad 12.25 Mezi vsemi obdélniky s konstantnim obvodem naleznéte ten s nejvétsi
plochou.

(Reseni: ctverec )

Postup teseni: Necht obdelnik md strany délky a,b. Pak md obvod o = 2a + 2b. Obsah
tohoto obdelniku je funkce

S(a) =a-b=alo—2a) = oa — 2a*

Najdeme tedy extrém funkce. Derivace je S'(a) = o — 4a. Tedy bod podezrely z extrému
je a = 9. Druhd derivace pak je S"(a) = —4, a tedy bod podezrely z extrému je jisté ma-
ximum. Pozorujeme tedy, Ze mezi obdélniky s konstantnim objemem md ctverec nejvéetsi

obsah.

Priklad 12.26 Spocditejte rozméry kvddru se ¢tvercovou podstavou a s nejvétsim moz-
nym objemem, ktery lze vepsat do polokoule o daném polomeéru.
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(Reseni: kvddr s podstavou délky a = % a vyskou v = \%, kde r je polomér polokoule

)

Postup eseni: Oznacme r polomér dan€ polokoule, a velikost strany podstavy kvddru a
v jeho vysku. Objem daného kvddru pak lze spocitat pomoct

V = d%v.

JelikoZ plati vztah

lze objem spocitat jako

Pro derivaci plati

1a3 (472 — 3a?
o 1)
[adr2 — agj
Jeding podezrely bod z extrému je tedy a = % Zkoumanim znaménka derivace na levém

a pravém okoli tohoto bodu zjistime, Ze bod je ostre lokdlni mazrimum. Z puvodniho
vztahu miZeme pro toto a dopocitat hledanou vysku v = -=. Hledany kvddr md tedy

délku podstavy a = % a vysku v = %

S

Priklad 12.27 Spoditejte rozmeéry kuzelu s nejmensim moznym objemem, ktery lze opsat
dane€ kouli.

(Reseni: wvyska v = 4R, polomér podstavy r = /2R, kde R je polomér vepsané koule )
Postup teseni: Pro objem kuZele zndme vztah

V= §7r'r211,

kde r je polomér podstavy a v je vyska. Schematické zndzornéni problému je uvedeno
na Obrdzku 5. Z Pythagorovy véty zdrover dostdvame vztahy . = tga a - = sina. Pro
polomér opsané koule plati

1 2
R— SA _ 2tga r
sa 2 2a+r)tga’
Zaroven r = asina, tedy
a?sin® o

R

- 2a(1+sina)tga
Vyjadrenim délky a z predchoziho vztahu ziskame

R(1 +sina)tga

sin? o
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Obrazek 5: Schéma piikladu 12.27.

Dosazenim predchozich vztahi do rovnice pro objem kuZele ziskdme

(1+sina)3
2

1 R¥tg?a(l+sina)® 1
_ 1 g oz‘( 3+ sin ) _LoRs |
3 sin® o 3 sin o« — sin

V()

o
Pro jeji derivaci plati

(1 +sina)cosa(3sina — 1)

V'(a) = ‘

sin? a(1 — sin a)

Podezrely bod z extrému je a = arcsin%. Ze zkoumdni znamének derivace zjistime, Ze
tento bod je opravdu minimum. Pak

1 8
Vinin = V (arcsin §) = §7TR3 = 2V,,

kde Vi, je objem vepsané koule. Rozméry kuZelu ziskame z predchdzejicich vztahiu. Plati

1 + sin arcsin 1) tg arcsin £ 4 tg arcsin £ 1
( 5 3)te 3 — R3 8 T 3 — 12Rtgarcsin§ = 3V2R,

i1
arcsin 3 9

a= _
sin
: 1
r = asin arcsin 3= V2R,
r

v=—— =4R,
tg o

jelikoZ

; o1 sin? arcsin % % 1
garcsin — = - - = = —.
3 1 — sin? arcsm% 1-— % NG

Priklad 12.28 Naleznéte nejmensi vzddlenost bodu (2,2) od paraboly y? = 4x.
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(Reseni: /8 — 62 )

Postup reseni: Hledame

inf  \/(x —2)2+ (y—2)% = inf \/(55—2)24-(3/—2)2.

z,y€R,y?=4x yeR

2

Oznacme tedy funkei f(y) = \/(yz —2)2+4+ (y — 2)? a hledejme jeji minimum. Pro jeji
derivaci v bodech y € R plati

1 y3-16
2y% — 64y + 128"

Jelikoz
fly) =0ey=16

mdme pouze jeden podezielyj bod. ProtoZe na levém okoli bodu x = /16 je derivace
zaporna, na pravém kladnd, jednd se opravdu o ostré lokdlni minimum. Jeho hodnota je

F(V16) = /8 — 6v/2 ~ 0.6636.

Priklad 12.29 Naleznéte nejkratsi a nejdelsi vzddlenost bodu (2,0) od kruznice z% +
y? =1.
(Reseni: 1, 3 )

Postup teseni: Postupujeme obdobné jako v minulém prikladée. Hledand vzddlenost je

inf (x —2)24+y2 = ing Ve —22+1-22= inf -4z +5

z,y€e{—1,1),224+y2=1 ze(—1,1) ze(—1,1)

Oznacme tedy funkci f(x) = \/—4x + 5 s definicnim oborem Dy = (—1,1) a hledejme
jeji minimum. Pro jeji derivaci v bodech x € (—1,1) plati

—4
v—4x +5

Jelikoz f'(x) < 0 (funkce je tedy ostre klesajici) pro vdechna x € (—1,1), jsou jediné
podezrelé body z extrému krajni body definicniho oboru. Plati

f(=1)
f(1) =

fl(a) =

3
1

Nejkratsi vzddalenost ma euklidovskou velikost 1, nejdelsi 8. To je v souhlasu s geomet-
rickou interpretact ulohy.

Priklad 12.30 Kolmo k tece Site a je priveden kandl Site b. Jakou mazimdlni délku
muze mit kldda (zanedbatelného prifezu), kterd lze splavit z teky do tohoto kandlu?
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dba b

5

Obrazek 6: Schéma piikladu 12.30.

(Reseni: ((L2/3 + b2/3>3/2 )
Postup reseni: Schematické zndzornéni problému je na Obrdzku 6. Délka klady v zdvis-

losti na uhlu a je
a b

sihaw  cosa’

dla) =dg +dp =
Kldda se musi vejit pro libovolné o € (0, 7). Pro derivaci plati

, —acosa bsina  acos®a+ bsin® a
d (Oé = T . 2 + 7 = )
sin” « cos® sin

o cos? o
Zdrovern
) a
acos® a > bsin® & 3 > tgda

< arctg (Z)l/g > Q.

Pokud definujeme ag = arctg (%) Y 3, je ag lokdlni minimum funkce d. Ze vztahi sin arctg x =
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x
1422

_ 1 s s
a cosarctgxr = Wiewst pak dostdvame

a\/l—i- 2/3
O Ho 1+ (5 Rk

1+ (5)2/3 (a2/3b1/3 " b)
— \V/b2/3 4 a2/3 (a2/3 + b2/3) _ <a2/3 N b2/3)3/2,

coZ je maximdlni délka klady aby prosla.
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13 Trinacty tyden
13.1 Konkavnost a konvexnost

Piiklad 13.1 Dokazte, Ze nasledujici definice konvexnosti funkce f na intervalu I jsou

ekvivalentni.

. (Vﬂ?l,.’EQ,IE?)EI,.’El<332<£C3)(f(x) f(@1) <f(x3) f(@ ))

To2—1T1 T3—T1

i. (VA €(0,1))(Va,y € D)(f(Az+ (1= N)y) < Af(2) + (1= A)f(v))
i, (Va1 e € D(¥AL . An € (0,1), 3 Ap = 1)(f (f )\kxk> <3 Mef ()
k=1 k=1 k=1

Obdobné ekvivalence lze dokdzat i pro konkdvnost.
Postup reseni: DokazZeme sérii implikaci:

e 11 < i PoloZme

r1 =2
zg=Ax+ (1 —-N)y
r3 =y

Tedy A = ;ﬁz ;g al—\= xi xQ . Pak plati serie ekvivalenci:

Z'i-<:>f(90)</\f(961)+(1 A)f(x3)
& fla2) < 225 f () + L2 fas)
T1 — T3 T1 — T3
(x5 — z1) f(22) < (w3 — x2) f(21 + (22 — 21) f(23)
(w3 —x1) f(w2) < (w3—1 + 21 — 2) f(21 + (22 — 1) f(23)
& (z3 — 21) f(22) — (w3 — 21) f(21) < (v1 — 22) f(21) + (22 — 1) f(23)
o fw2) = fl@) _ flas) = fla1)

T2 — 21 T3 — T1
S 1.

=
=

| /\

® 111, = 1i. : zrejme, pouze stact vzit n = 2.

® ii. = it. : dokdZeme indukci na n. Pro n = 1,2 implikace jisté plati jiste plati.
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Pak

n+1 n
AkTk
! (;; )\kitk) =f </\n+1£vn+1 + (1= Ant1) ; 1—>\n+1>

< Ant1f(@ng1) + (1= Anga) f (Z m)

1—A
=1 n+1
n

< A1 F @) + (1= Ang) D o

n+1

k=1
kde v proni nerovnost jsme vyuzili ii. a v druhé nerovnosti indukcni predpoklad.

Priklad 13.2 S vyuZitim konvexnosti nebo konkdvnosti dokaZte, Ze pro vsechna kladnd
cisla x1, ..., %y, kde n € N, plati

1 n
n;xkg

Postup reseni: VyuZije funkci f(x) = x2. Tato funkce je jisté konvezni na R a plati pro
ni tedy iit. vlastnost z minulého prikladu. Pokud definujeme A\, = % pro k € n dostavame

(Z Ak%) = (Z nxk> < Z ;xi = - sz
k=1 k=1 k=1

k=1

k=1

Odmocnénim jiz ziskavdme hledanou nerovnost.

Priklad 13.3 S vyuZitim konvexrnosti nebo konkdvnosti dokazte, Ze pro vsechna kladnd
c¢isla x1,...,x,, kde n € N, plati

1
"ml-...-xngg(xl—i—...—i—xn).

Postup rteseni: Vyuzijeme funkci f(x) = Inxz. Tato funkce je konkdvni na (0,+00) a
plati pro ti tedy nerovnost

n

In (Z )\kxk> > Ak In(z),
k=1

k=1

n

kde >~ A\ = 1. Opét definujeme A\, = % pro k € n. Pak s vyuZitim vlastnosti logaritmi
k=1

dostavdame

n 1 n 1 n 1 n 1
In <Z a:k) > Zflnazk = Zlnx; =1In (Hx,?) .
k=1 n k=1 " k=1 k=1
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Jelikoz logaritmus je rostouci funkce, je predchdzejici nerovnost ekvivalentni s

coZ je jiz hledand nerovnost.

Priklad 13.4 Naleznéte mazimdlni intervaly, na kterych je ndsledujici funkce (ryze)
konvexni/konkduni:

flx)y=e""".
(Reseni: ryze konvezni na (—oo, —%) a na (\% +00), ryze konkdvni na (—%, %) )
Postup reseni: Definicni obor funkce je Dy = R. Pro x € Dy plati
f(z) = —2pe™ ",
f'(@) =207 (207 = 1) = 2e7 (V22 - 1) (V22 —1).
Pozorujeme, Ze mdme dva inflexni body: x1 = % a Ty = —%. JelikoZ f"(x) > 0 pro
x € (—o0, —\%) U (%,—i—oo) je funkce na ryze konverni na (— ,—\%> a na <%,+oo).

Na intervalu (—%, %) je funkce ryze konkduni.

Priklad 13.5 Naleznéte mazimdlni intervaly, na kterych je ndsledujici funkce (ryze)
konvexni/konkduni:
f(z) = xsin(Inz).

5 v , . =37 19 e ki % A
(Reseni: ryze konvexni na (e 4 T2k7 ¢71 +2km)

prok €7 )
Postup Teseni: Definicni obor funkce je Dy = RT. Pro x € Dy plati

, Tyze konkdvni na (e T2kT o7 +2km)

f'(z) =sin(lnz) + cos(lnz),

() cos(Inz) — sin(ln x) 2 cos(Inz+ I)
xTr) = = -—
x V2 x
Jmenovatel je vidy kladny, o znaménku druhé derivace tedy rozhodne citatel. Funkce
bude ryze konvexni pokud

T T T
1 — —— 4+ 2kmw, — + 2k
n:c+4€< 2—|— 7r,2+ )

—37 — . it/ 5m .
tedy pro x € (e a T2 ¢ 2T L ¢ 7. Na intervalech (e T2 ¢ T2 e funkce
ryze konkduvni.

Priklad 13.6 Naleznéte mazimdlni intervaly, na kterych je ndsledugjici funkce (ryze)
konvexni/konkdvni:
f(z) = arcsin |z|.
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(Reseni: ryze konvezni na (—1,1) )
Definicni obor funkce je roven Dy = (—1,1). JelikoZ funkce f je sudd funkce, staci
vysetrit na intervalu (0,1). Pro x € (0,1) plati

' 1
f (‘T) - m7
@) = o=

Tedy f"(x) > 0 na (0,1) z cehoZ plyne, Ze [ je ryze konvexni na (0,1). Ze sudosti
muZeme tici, Ze [ je ryze konvexni na (—1,1).

13.2 Dukazy nerovnosti

Priklad 13.7 Dokazte nerovnosti

2
—z <sinz <z <tgzx
7r

pro xz € (0,7/2).
Postup teseni: Postupné ukdZeme tri nerovnosti.

e Nejprve ukaZeme, Ze sinx < x pro dand x. Definugme funkci h(x) = sinz — x.
Pokud ukdzeme, Ze h(x) < 0, je druhd nerovnost dokdzdna. Pro dand x plati

B (z) =cosz —1<0.

Funkce h(x) je tedy ostre klesajici. Zdaroveri h(0) = 0. Celkové tedy pro dand x
plati
h(z) <0< sinz < z.

e Obdobné ukazeme, Ze x < tgx. Definujme funkci s(x) = x — tgx. Pak pro dand x

plati
.2
, —sin®z
= —F<0.
s () cos? x
Funkce s je ostre klesagici a opét plati s(0) = 0. Celkové jsme zjistili s(x) < 0 <

x < tgx, coZ je dokazovand nerovnost.

o Zbyvd dokdzat pruni nerovnost. Jedna moznost je nakreslit grafy funkci. Tyto funkce
maji pruseciky v bodech [0,0] a [1,1]. A jelikoz funkce sinx je na daném intervalu
ryze konkdvni, musi platit sinx > %x Druhd moznost je opét pres diferencidlni
pocet. Definujme funkci f(x) = *2. Pro jeji derivaci plati

) = 9(z)

x2
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kde g(x) = xcosx — sinx. JelikoZ g'(x) = —xsinxz < 0 pro x € (0,75), je funkce
g(z) ostre klesajici a zdroven g(0) = 0. Proto g(x) < 0 pro x € (0,%). JelikoZ
g(x) <0 jei f' <0 atedy i funkce f je klesajici. Pak pro x € (0,%) ziskdvdme

sin x

= @) 2 fn/D) =2,

X

Nyni jiZ staci vyndsobit tuto nerovnost nenulovym x a mdame hledanou nerovnost.

Priklad 13.8 Dokazte nerovnost

a3 <
r— — <sinz
6

pro x > 0. (Pozn: jednd se o optimdlni odhad polynomem nejvyse tretiho stupné na

N
kladné poloose, nebot sinx = lim Y (=1)"z?"*1/((2n +1)!).)
N—+o00 n=0
$3

Postup teseni: Definugme f(x) = v — % —sinz. Ukdzeme, Ze f(x) <0 pro dand x. Pro

derivaci f plati
2

fl(x)y=1- % —cos,

Chtéli bychom ukdzat, Ze f'(x) < 0. To opét ukdZeme pres diferencidlni poéet. Pro druhou
derivaci plati
f"(z) = —z +sinz <0,

kde nerovnost sinx < x mdme k dispozici z minulého prikladu. Tedy funkce f'(x) je ostie
klesajici, zdroveri f'(0) = 0. Celkem tedy f'(x) < 0 na daném intervalu, tedy pivodni
funkce f(z) je také ostre klesajici. Zaroven f(0) = 0, tedy opravdu plati f(x) < 0 pro
dand x.

Priklad 13.9 Dokazte nerovnost
2z < sinz + tgz,

pro x € (O, g)
Postup teseni: Oznacme f(x) = 2x —sinz — tgx a ukdZeme, Ze f(x) < 0. Pro dand x

platt
1 1 AG [ 1 1
=2- >2-24—=2|1—-——| <0
cos? x [cosa: * cosza:} - cos [ V/cos :1:] ’

kde jsme vyuZili AG nerovnost “TH’ < Vab platnou pro libovolnd kladnd ¢isla. Funkce f(x)
je tedy jisté klesagici a f(0) = 0. Celkové tedy dostavdme, Ze f(x) < 0 pro x € (0,7%),
coZ jsme chteli ukdzat.

f'(z) =2—cosz —
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13.3 Prubéhy funkci
Poznamka 13.1 Vysetrit prubéh funkce zejména obndsi nalézt:

e definicnt obor, obor hodnot,

o priseciky s osami soutadnic a jin€ duleZité funkéni hodnoty (napt limity v neko-
necnech),

e pripadnou sudost, lichost, periodicitu,

e spojitost, druhy bodu nespojitosti,

e czistenci asymptot (svislych i téch v nekonecnech),

e monotonii funkce (intervaly monotonie), lokdlni extrémy,

e konvexnost a konkdvnost funkce, inflexni body,

nakreslit graf funkce.

Priklad 13.10 Vysetiete prubéh funkce
4

f(x):m-

Postup teseni: Budeme postupovat dle seznamu na zacdtku sekce:
e definicni obor:
Dy =R~ {-1}
o priseciky s osami souradnic a jin€ duleZité funkcéni hodnoty:

Jelikoz

r=0 = f(z)=0,
fl@)=0 = 2 =0,

je jeding prusecik bod [0.0]. Pro limity v zajimavych bodech plati

lim = 400,
r—r+00

lim = —o0,
T—>r—00

lim = +4o0,
rz——14+

lim = —occ.
T——1—

e pripadnou sudost, lichost, periodicitu:

Funkce nema Zadnou z téchto vlastnosti.
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e spojitost, druhy bodu nespojitosti:

Funkce je spojitd ve vsech bodech definicniho oboru. V x = —1 je mespojitost

druhého druhu.

e existenci asymptot:

Ezxistuje svisla asymptota x = —1. Pro klasické plati:
4
b= lim e =1
4
By = lim_ m —1,
q1 :xgr-sr-loo(xfll)i*_x: -3,
q2 ngrzloo(xfl)g—x: -3.

FExistuje tedy jedna asymptota y = x — 3.

e monotonii funkce, lokdlni extrémy:

Pro x € Dy plati
3
oy o(z+4)

Mdme tedy dva podezrelé body z extrému x = 0 a x = —4. JelikoZ f'(x) > 0 pro
x < —4, f'(x) <0 prox e (—=4,0) ~ {-1}, f'(z) > 0 pro x > 0. Funkce tedy ostre
roste na (—oo,—4), klesd na (—4,—1), klesd na (—1,0) a opét roste na (0,+0c0).
Tedy v bodé —4 je ostré lokdlni mazimum f(—4) = —%76. Vx =0 je ostré lokdlni

minimum f(0) = 0.

e konvernost a konkdvnost funkce, inflexni body:

Pro x € Dy plati:

1:2

(z+1)°

Pak f"(x) >0 prox > —1 a f"(x) <0 pro x < —1. Funkce je tedy ryze konvexni
na (—1,4+00) a ryze konkdvni na (—oo, —1).

f(z) =12

o nakreslit graf funkce: viz Obrdzek 7.

Priklad 13.11 Vysetrete prubéh funkce

f@) = (z = 3)Va.

Postup reseni:
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definiéni obor:

Dy =R{
pruseciky s osami soutadnic a jiné dulezité funkcéni hodnoty:
Plati

flx)=02x=0Va=3,
r=0= f(x)=0.

Priseciky s osami tedy jsou [0,0] (bod dotyku) a [3,0]. Pro limitu v plus nekonecnu
plati IEIEOO f(z) = +oo.
sudost, lichost, periodicita:
Funkce nema Zadnou z téchto vlastnosti.
spojitost, druhy bodi nespojitosti:
Funkce je spojitda ve vSech bodech Dy.

existence asymptot Svisld asymptota neeristuje, v +0o0 mdme

k= lim M:—FOO%R-

r—+o00 I

Funkce tedy nemd Zddnou asymptotu.
monotonie funkce, lokdlni extrémy:

Protoze f(x) = rh — 3x%, pak pro x > 0 plati

31 3 _1 3z-1
/ _ 2.5 _ 25 2
fla)=5w2 =522 =57
Z Darbouzovy véty ziskdme, Ze f'(0) = —oo. Jeding podezrely bod z extrému tedy

je x = 1. Zdroven f'(z) < 0 pro x € (0,1), f je tedy na (0,1) ostie klesajici.
Naopak f'(z) > 0 pro x € (1,400), a f je na (1,4+00) ostie rostouci. Podezrely
bod z extrému x = 1 je tedy ostré lokdlni minimum.

konvezxnost, konkdvnost, inflexni body:

Pro x > 0 plati

3 1 1
1 _Z - o
S ) = 2 <2\/§ * g;2/3>
Funkce je na (0,+00) ryze konvezni.
obor hodnot:
Z vypocti plyne, Ze Hy = (f(1),4+00) = (=2, 400)

nakreslit graf funkce: viz Obrdzek 7.
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Priklad 13.12 Vysetrete prubéh funkce

(@) 11+ z|3/?
r)=——7/—".
NZ
Postup reseni:
e definiéni obor:
Dy =RT = (0,+00)
Pozorujeme, Ze muzZeme psat f(x) = %
o priseciky s osami soutadnic a jin€ duleZité funkéni hodnoty: Plati
f(x):0<:>$:—1§éDf,
z=0 ¢ Df.

Funkce nemd prisecik s Zadnou osou. Pro limity v zajimavych bodech plati

lim = 4o0,
T—r—+00

lim = +oo.
x—0+

e sudost, lichost, periodicita:

Funkce nema Zddnou z téchto vlastnosti.

e spojitost, druhy bodu nespojitosti
Funkce je spojitd ve vsech bodech Dy

e existence asymptot:

FExistuje svisla asymptota x = 0. Pro asymptotu v +00 plati

k= lim MzleR

r—+o00 I
L L (1+x)3/2—x3/2_ . 1+z)3—a23
¢=tm (flz)=1-z)= Tm 2172 = I SR 1 2)32 1 23

1422 +322+3zx—23 3

xgrfoo z1/2((1 4 z)3/2 4 23/2) 2

, .. . 3
Funkce tedy md asymptotu v +00 o rovnici y(z) = x + 3.

e monotonie funkce, lokdlni extrémy:

Pro x > 0 plati

) = (2z —;3)/\2/1 + z
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=

Jeding podezielyj bod z extrému je v = 5. Zdrover pozorujeme, Ze f'(x) < 0 pro
x € (0, %) a f je na (0, %> ostre klesajict,f'(x) > 0 pro x € (%,—I—oo) a tedy [ je na
(%,—i—oo) ostre rostouct. Z vyse uvedeného (monotonie) plyne, Ze x = % je bodem
ostrého lokdlniho minima.

e konvernost, konkdvnost, inflexni body:

Pro x > 0 plati
B 3
TSN

Funkce je tedy na (0,+00) ryze konvexni. Inflexni body na tomto intervalu neexis-
tugi.

()

e obor hodnot: z vypocti plyne, Ze Hy = (f(%), +o0) = <¥, +00)

o nakreslit graf funkce: viz Obrdzek 7.

Priklad 13.13 Vysetrete prubéh funkce
fx)=e"+u.
Postup reseni:

e definicni obor:

Dy=R
e priseciky s osami souradnic a jin€ duleZité funkcéni hodnoty:
Plati
flz)=0ez=—-"=2¢R,
r=0= f(x)=1.
Rovnice e = —x nemd resent, jelikoZ e > x pro vsechna x € R. Funkce

md prusecik s osou y v bodé [0,1]. Pro limity v nekonecnech plati 111_11 flz) =
T—r+00

lim f(z)= +o0.

T—r—00
e sudost, lichost, periodicita:
Funkce nemd Zddnou z téchto vlastnosti.

e spojitost, druhy bodiu nespojitosti
Funkce je spojitd ve vsech bodech Dy

e existence asymptot:
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Svislda asymptota neexistuje. Pro asymptoty v nekonecnech plati

—x
ki = lim f@ o i ier
r—+oco X r——+oco I
Q= IEToo(f(x) —1-2)=0,
—x
b= tim 1% 2 - oo R

Funkce tedy md asymptotu v 400 danou rovnici y = x.
e monotonie funkce, lokdlni extrémy:
Pro x € Dy plati
fllzy=1—€e"=0.

Jediny podezrely bod z extrému je x = 0. Zaroven f'(xz) < 0 pro x € (—00,0) a
f je tedy na (—o0,0) ostre klesajici. Ddle f'(x) > 0 pro x € (0,40) a f je na
(0,400) ostie rostouci. Z vyse uvedeného (monotonie) plyne, Ze x = 0 je bodem
ostrého lokdlniho minima (dokonce globalniho).

e konvernost, konkdvnost, inflexni body:

Pro x € Dy plati
f,/(x) — €_x.
Funkce je na celém Dy ryze konvexni. Inflexni body na tomto intervalu neexistuji.

e obor hodnot: z vypocti plyne, Ze Hy = (f(0),4+00) = (1,4+00).

e nakreslit graf funkce: viz Obrazek 7.

Priklad 13.14 Vysetrete prubéh funkce
f(z) = x + arctg x.
Postup reseni:

e definicni obor:
Dy=R

o pruseciky s osami soutadnic a jin€ dulezité funkcéni hodnoty: Plati

flx) =0 = =0,
r=0 = f(z)=0.

Funkce md priusecik s osou y a osou x v bodé [0,0]. Pro limity v nekonecnech plati

:vllg-iI-loo f(x) = +oo, xl{r—noof(x) -
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e sudost, lichost, periodicita:

Jelikoz
f(=z) = —zarctg(—z) = —(z + arctgz) = — f(z),
je funkce lichd.
e spojitost, druhy bodu nespojitosti:
Funkce je spojitd ve vsech bodech Dy.

e cristence asymptot Svisld asymptota neexistuje. Pro asymptoty v nekonecnech plati

¢
O T
r—+o00 I T——+00
. . T
q1—xgrfoo(f(x)—l-x)—ﬁgrfooarctgx—gGR
¢
ko= lim 1) _ gy 14 28T g

T—r—00 T——00

T
@ = lim (f(z)-1-2)= lim arctgr = —~ € R
T——00 T——00 2

Funkce md asymptotu y(x) = x4+ 5 v 400 ay(zx) =2 — 5 v —o0.

e monotonie funkce, lokdlni extrémy:

Pro x € Dy plati
1
") =1+ ——.
Pozorujeme, Ze f'(x) > 0 pro Vx € Dy a tedy f je na celém Dy ostre rostouct.
Funkce nemd Zadny lokdlni extrém.

e konvexnost, konkdvnost, inflexni body:
Pro x € Dy plati

2z

f(x) = Ty

Pozorujeme, Ze f"(x) < 0 proxz > 0 a tedy f je na (0,+00) ryze konkdvni. Zdroven
f"(x) >0 proxz <0 atedy f je na (—o0,0) ryze konvexni. Bod x = 0 je inflexnim
bodem f.

e obor hodnot: z vypocti plyne, Ze Hy = (—00,400)

o nakreslit graf funkce: viz. Obrdzek 8.

Priklad 13.15 Vysetrete prubéh funkce

Inz
flx) = VT

Postup reseni:
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definiéni obor:
Df =R" = (0, +OO)

priseciky s osami soutadnic a jiné duleZité funkcéni hodnoty: Plati

fl2)=0 = z =1,
$:0¢Df.

Funkce ma prisecik s osou x v bodé [1,0]. Pro limity v krajnich bodech plati

lim f(z)=0, lim f(z)= —oc.

r—+00 x—0+

sudost, lichost, periodicita:
Funkce nema Zadnou z téchto vlastnosti.

spojitost, druhy bodi nespojitosti:
Funkce je spojitd ve vsech bodech Dy.

existence asymptot: Existuje svisla asymptota x = 0. Pro asymptotu v +oo plati

k= tm 1% g B2 g
r—+4oco I r—+00 x3/2
. . Inz
q—xggloo(f(m)—()-aj)—xgriloo—x—OGR.

Funkce ma asymptotu v+oo s predpisem y(x) = 0.
monotonie funkce, lokdlni extrémy:

Pro x € Dy plati
2—Inz
1) —
f ($) - 2$3/2 :

Jediny podezrelij bod z extrému je x = e%. Zdroveri plati
— f'(z) > 0 pro x € (0,e?) = f je na (0,e?) ostre rostouct,
— f'(z) <0 pro x € (€2,4+0) = f je na (e, +00) ostie klesajici.

Z vyse uwvedeného (monotonie) plyne, Ze x = e? je bodem ostrého lokdlniho mazima
(dokonce globdlniho).

konvezxnost, konkdvnost, inflexni body:

Pro x € Dy plati

3lnz — 8
" _
f (J") - 4$5/2

Pozorujeme, Ze

— f"(z) <0 proze (O,e%) = f je na (O,e%> ryze konkdoni,

210



— f"(z) > 0 pro x € (e3,400) = f je na (€3, +00) ryze konvernt.
Bod z = e5 je inflexnim bodem f.
o oSt v _ 2y _ 2
e obor hodnot: z vypocti plyne, Ze Hy = (—oo, f(e*)) = (—o0, 2)

o nakreslit graf funkce: viz Obrdzek 8.

Priklad 13.16 Vysetrete prubéh funkce

sinx
f@) = cosx +2°
Postup reseni:
e defini¢ni obor:
Dy=R
o pruseciky s osami soutadnic a jin€ dulezité funkcéni hodnoty:
Plati
sin(0)
v 1(0) cos(0) + 2

f(z)=0 = sine =0 = z=kmkeZ
Priseciky tedy jsou body [km,0] pro k € Z. Limity v 00 neexistuji.
e sudost, lichost, periodicita:

Sinus i cosinus jsou funkce periodické s periodou 27, funkce f je tedy periodickd s
touto periodou. Pri vySetrovani monotonie a konvexnosti se tedy staci zamérit na
interval (0,2m). JelikoZ plati:

f—) =

sin(—z) _ - sin(z) _
cos(—x) +2  cos(z)+2

—f(=),

je funkce lichd.
e spojitost:

Funkce je spojitd ve vSech bodech definicniho oboru.
e asymptoty:

Funkce nema svislé asymptoty a jelikoz je periodickd, nemd ani asymptoty v neko-
necnech.

e monotonie:

Pro x € R platt

£() cos(z) (cos(x) +2) +sin®(z) 1+ 2cos(x)
x) = = .
(cos(z) + 2)* (cos(x) + 2)°
Podezrelyj bod z extrému splniuje rovnici cosx = —%, tj. body x1 = %” a To = %r.

Zaroven
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— fi(x)>0proxz e (0, axc (4%, 27), tedy funkce f je na téchto intervalech

3
ostte rostouct,

— f'(xr) <0 prox e (%”, 4{) a f je tedy na tomto intervalu ostre klesagici.

Bod ©1 = %” je tedy ostré lokdlni mazimum a bod xo = 4{ je ostré lokdlni mini-
mum.

e konvexnost, konkdvnost a inflexni body: Pro x € R plati

() = —2cos(z) (cos(x) + 2)? + 2 (cos(x) + 2) sin(z) (1 + 2 cos(z))
(cos(z) 4+ 2)4
_ 2sin(z) cos(z) — 2sin(x) _ 2sin(z) (cos(z) — 1)
(cos(x) +2)3 (cos(z) +2)3

Pozorujeme, Ze f"(x) je zdpornd na intervalu (0,m) a kladnd na intervalu (m,2).
Piwodni funkce f je tedy konvexni na (m,27) a konkdvni ({, ).

e Z vypoctu plyne Hy = <f(4?7r)7f(2?7r)> _ <_%7 %>

o nakreslit graf funkce: viz Obrdzek 8.

Priklad 13.17 Vysetrete prubéh funkce
f(z) = |23 — 622 + 11z — 6).
Postup reseni:

e definicni obor:
Dy=R
o pruseciky s osami soutadnic a funkcéni hodnoty v zajimavych bodech:

Plati

=0 = f(0)=6,
f)=0 = 0=a3—62>+1lz —6=(z— 1)(z —2)(z —3) = z € {1,2,3}.

Priseciky tedy jsou body [0,6], [1,0], [2,0] a [3,0]. Pro limity v nekonecnech plati

lim = +o0.
r—Foo

e sudost, lichost, periodicita
Funkce nent periodickd, ani sudd ¢7 lichd.
e spojitost

Funkce je spojitd ve vsech bodech definicniho oboru.
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o asymptoty: Funkce nemd svislé asymptoty. Pro asymptoty v nekonecnech plati

3 — 62?4+ 11z —
lim f(a:): lim |x® — 62° + 11z 6|:

ky =

“+00
r—+oco X Tr—400 xX

Asymptota v +o0o tedy neezistuje, ze stejnijch duvodi nebude existovat ani asymptota
v —00.
e monotonie:

Pro vSechna x € R~ {1,2,3} md derivace funkce f tvar
f'(z) = sgn((z — 1)(z — 2)(x — 3)) (32 — 122 + 11),

v inkriminovanych bodech {1,2,3} derivace neezistuje. Body podezrelé z extrému

jsou tedy {1,2 — g,Q, 2+ ?,3}. Zarover

— f'(x) > 0 na intervalech (1,2 — @), (2,2 + @) a (3,+00). Puvodni funkce
f je tedy na téchto intervalech ostre rostouct,
— naopak na interval (—oo, 1), 2 — @,2) a(2+ @,3) je f'(x) <0 a f je zde
tedy ostre klesajict.
Z monotonie pozorume, Ze body 1,2,3 jsou ostrd lokdlni minima a body 2 + ?
jsou ostrd lokdlni mazima.
e konvernost, konkdvnost, inflexni body:

Pro x € Dy ~{1,2,3} plati,

I (@) = sgnl(x — 1)(a — 2)(x — 3))(6x — 12).

Pozorujeme, Ze f(x) je na intervalu (—oo, 1) a na intervalu (3,+00) kladnd, tedy
funkce f je na téchto intervalech ryze konvexni, naopak na intervalech (1,2) a (2,3)
je f"(x) zdpornd a f je tedy na tomto intervalu ryze konkdvni.

e Z vypocti plyne Hy = R

e nakreslit graf funkce: viz Obrazek 8.

Priklad 13.18 Vysetrete prubéh funkce

Postup reseni:

e definicni obor:
Dy =R
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priseciky s osami soutadnic a funkcni hodnoty v zajimavych bodech: Plati
r=0 = f(0)=-2,

fla) =0 = z=2.
Funkce ma tedy priseciky [2,0] a [0, —2]. Pro limity v nekonecnech plati xgrfoo flx) =
+1.
sudost, lichost, periodicita
Funkce neni periodickd, ani sudd ¢i lichd.
spojitost
Funkce je spojita ve vsech bodech definicniho oboru.

asymptoty: Funkce nemd svislé asymptoty. Pro asymptoty v nekonecnech plati
ymprory ymprory ymprory b

. f(x)_ . r—2
= i s = Ty

g = lim f(z) =1,

T—>+00

_9
ky = Lim f@) -y, 222

e—oo x  w=—oop\/zZ 41
2= lim f(z)=—-1.

Tr—r—00
Funkce mad tedy v +00 asymptotu y =1 a v —oo0 asymptotu y = —1.
monotonie: Pro x € R plat?
2
Va2 + —(l’—2)2\/w9§ﬁ _ 1422
z?+1 (22 +1)

fi(z) =

3
2

Jeding podezrely bod z extrému je x = _71 Zaroven
— f(x) je na intervalu (—oo, —%) zdapornd, tedy funkce f je na intervalu (—oo, —%>
ostre klesajict,
— naopak na intervalu (—%,+00) je f'(x) kladnd a f je tedy na intervalu (—1,400)
ostre rostouct.
Z momnotonie pozorujeme, zZe bod x = f% je ostré lokdlni minimum.

konvezxnost, konkdvnost, inflexni body: Pro x € R plati

2% +1)7 — (1+22)3(a2 +1)7 42?4322

o= R, T @

, _:)’_T‘/H) a na intervalu (—3+T\/4H7 +00)
) 0 (SR o)

Pozorujeme, Ze f"(x) je na intervalu (—oo

zdpornd, tedy funkce f je na intervalech (—oo ryze kon-

kdvni, naopak na intervalu (_3_8v 1 _S‘EV A1) je f"(z) kladnd a f je tedy na inter-
—3—VA1 —3+41
8 ) 8

valu ( ) konvexni.
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e nakreslit graf funkce: viz Obrazek 9.

Priklad 13.19 Vysetrete prubéh funkce

Postup reseni:

e definicni obor:

Dy=R
e priseciky s osami soutadnic:

Plati

xr=0 = f(0) =1,
fl)=0 = z &R,
a tedy bod [0, 1] je jediny prisecik. Pro limity v nekonecnech plati lirin f(z)=0.
T—>1T00

e sudost, lichost, periodicita:

Jelikoz

je funkce sudd.
e spojitost
Funkce je spojitd ve vsech bodech definicniho oboru.

o asymptoty: Funkce nemd svislé asymptoty. Pro asymptoty v nekonecnech plati

k1 = lim @: lim #:0,
z—+o0o I z—+00 ];(1 + x2)

@ = lim f(z)=0,

1

ko = lim M: lim —— =0,
r——00 I T——00 x(l + x2)

= lim f(x)=0.
Tr—r—00

Dostdvame tedy stejnou asymptotu y = 0.
e monotonie: Pro x € R plati

—2z
(14 x2)%

Jediny podezrely bod z extrému je x = 0. Zdroven

) =
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— f(x) je na intervalu (0, +00) zdpornd, tedy funkce f je na (0,+00) intervalu
ostre klesajict,

— naopak na intervalu (—oo,0) je f'(z) kladnd a f je tedy na intervalu (—oo,0)
ostre rostouct.
Bod x = 0 je tedy ostrée lokdlni mazrimum.
e konvexnost, konkdvnost, inflexnt body:
Pro xz € R plati
() —2(1+ 2% +82%(1 +2%) 2(32%2 - 1)
x) = = .
(14 x2)4 (22 4+1)3
V3

Pozorujeme, Ze f"(x) je na intervalu (—oo, —5°) a na intervalu (g, +00) kladnd,

tedy funkce f je ma intervalech (—oo,—@) a <§,+oo) ryze konvezni. Naopak

na intervalu (—?, ?) je f"(z) zdpornd a f je tedy na intervalu (—?, ?) ryze

konkavnt.

o nakreslit graf funkce: viz Obrazek 9.

Priklad 13.20 Vysetrete prubéh funkce

2
o) = 5T
Postup reseni:
e definicni obor:
Dy =R~ {-1}
o pruseciky s osami souradnic a limity v zajimavych bodech:
Plati

=0 = f(0)=0,
flz)=0 = z=0vVz=1

Tedy body [0,0] a [1,0] jsou priseciky s osami. Zdroven pro limity plati

lim = foo,limx — —1£ = —o0.
r—+00

e sudost, lichost, periodicita:
Funkce nemd Zddnou z wvedenych vlastnosti.
e spojitost:

Funkce je spojitd ve vsech bodech definicniho oboru. Funkce je mespojita v bode
x = —1, jednd se o nespojitost druhého druhu.
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e asymptoty:

Ezistuje svisld asymptota x = —1. Pro asymptoty v nekonecnech dostdvame

b= tim 1@ gy 2@

rz—+oo I B x%HJPoo $(x2 —+ 1) - 1,
. —32% -z
N = xEI—ir-loof(x) T x—1>I-iI-1c>o (;L‘ + 1)2 =3
2
-1
b= lim 1P~ i %:1,
T——00 I T——00 x(x + ]_)
. . —322—x
o= f@) o= dm e T

Dostdavame tedy asymptotu ve tvaru y = x — 3 u obou nekonecen.
e monotonie:

Pro x € Dy plati

f/(x) _ (3x2 — 2$)(m2 + 2z + 1) — (1'3 _ 552)(21. + 2) _ $($2 + 32— 2)
CESIL CES I

Podezrelé body z extrému jsou x € {0, —3 £ +/17}. Pozorujeme

— f'(z) je na intervalech ({)’%\/ﬁ,—l) a (0, 73%\/177) zdpornd, tedy funkce f je
na intervalech <—3%ﬁ7 —1) a (0, _?’%‘/ﬁ> ostre klesajict,

— naopak na intervalech (—oo, _?’_T‘/ﬁ), (—1,0) a (_:)"FT\/ﬁ, +00) je f'(x) kladnd
a f je tedy na intervalech (—oo, _3%‘@% (—1,0) a <_?’%m,+oo) ostie Tos-
touct.

—3—V17
2

Z monotonie plyne, Ze body x =0 a x =

—3+V17
2

jsou ostrd lokdlni mazxima, bod
T = je ostre lokdlni minimum.
e konvexnost, konkdvnost, inflexni body:

Pro x € Dy plati

(322 + 62 — 2)(x + 1)® — 3(2® + 32% — 2z)(x + 1)? _ 2(5z — 1)

i) = (z+1)5 BNCESIT

Pozorujeme, Ze f"(x) je na intervalu (%, +00) kladnd, tedy funkce f je na intervalu
<%, +00) ryze konverni, naopak na intervalech (—oo, —1) a (—1, %) je f"(x) zdpornd
a f je tedy na intervalech (—oo,—1) a (—1,%) ryze konkdvni.

e nakreslit graf funkce: viz Obrazek 9.
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Priklad 13.21 Vysetrete prubéh funkce

F(z) = arccos <1 - ””2> .

1+ 2

Postup reseni:
e definiéni obor
‘ 1—a?

1+ 22

Definicni obor Dy jsou tedy vsechna redind cisla.

<le(1-22?<(1-2)?szekR

o pruseciky s osami soutadnic a jin€ dulezité funkcéni hodnoty:

1—a?
Mame tedy pouze jeden prisecik v pocdtku [0,0]. Pro limitu v 00 plati lim f(z) =

xtotoo
.

e pripadnou sudost, lichost, periodicitu:

Jelikoz f(—x) = f(x) je funkce je sudd, budeme tedy vySetrovat pouze na (0, +00).
e spojitost, druhy bodu nespojitosti:

Funkce je spojitd ve vsech bodech svého definicniho oboru

o czistenci asymptot (svislych i téch v nekonecnech), Pro asymptotu v +oo plati

L1

L
arccos | %

5+l
— =

ki1 = lim M = lim ,
r—+oco X r— 400 €T
g = lim f(z)=m.

Funkce md tedy v 400 asymptotu y = .
e monotonii funkce (intervaly monotonie), lokdalni extrémy:

Pro x > 0 plati

b 1 —2z(1 +22) — (1 — 2?)2x
f (x) - 5 21\ 2
1—22 (1 +x )
- (i)
_ 1 —dz 2
T @ (14222 1422
(1422)*

Funkce je tedy na (0,400) ostre rostouci. Jedingm podezielym bodem z extrému je
bod x = 0, jelikoZ v tomto bodé derivace neexistuje (pro x < 0 je f'(z) = —H%)
diky Daurbozové véte. V tomto bodé je tedy ostré lokdlni minimum.
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e konvernost a konkdvnost funkce, inflexni body:

Pro x > 0 plati
2 —4x
1!
= — 2 = .
P = 0™ = T ae
Na intervalu (0, +00) je tedy funkce ryze konkdvni. Inflexni body na tomto intervalu
neexistuji.

nakreslit graf funkce: viz Obrdzek 9.

Priklad 13.22 Vysetiete prubéh funkce

flx)=|z+2e =

Postup reseni:

definic¢ni obor

Dy =R~ {0}

pruseciky s osami soutadnic a jiné dulezité funkcéni hodnoty:

Prisecik s osou y neni, s osou x je prusecik [—2,0]. Limity v zajimavych bodech:

li =
xif(gl-l- f(.%') 0’

xlg})l_ f(x) = +o0.

pripadnou sudost, lichost, periodicitu:
Funkce nemd Zddnou s téchto vlastnosti.
spojitost, druhy bodi nespojitosti:

Funkce je spojita ve vsech bodech defini¢niho oboru. Funkce je nespojitd v bodé
x =0 (2. druhu).

existenct asymptot:

Existuje svisld asymptota x = 0. Pro asymptoty v nekonecnech plati

fl) o 12

k1= lim —— = =1,
rz—+o00 I T—+00 ew
(1—ex)+2 (ex—1)1 2
T — €z ex —
= lim f(r)-z= lm ——"——= lm —v—F5—"—-+-—F5=-1+2=1,
T—+00 T—+00 er r—+00 = xT er
—
—1
1+ 2
ko = lim M: lim ——% = -1,
r——00 I r——00 ew
1 1
1—ez)+4+2 z—1)1 2
g2 = lim f(z)+2= lim —u: lim +x(ef)f——1:1—2:—l,
T——00 T——00 ew T——00 b x ew
—
-1
U 400 dostdvame asymptotu y =z + 1, u —oo asymptotu y = —x — 1.
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e monotonii funkce (intervaly monotonie), lokdlni extrémy:
Pro pruni derivaci plati

f(w)—{“é

—e (—I— ), 336(— ,—2)

+ £ ) ,0) U (0, +00)
1

Z Darbouzovy véty derivace v bodé —2 neexistuje. O znaménku derivace rozhodne
vijraz x> + x + 2. Ten je vidy kladny. Funkce je tedy ostie rostouci na intervalu
(0, +00), ostre rostouct na intervalu (—2,0) a ostre klesajici na (—
podezrelym bodem z extrému je bod x = —2, kde derivace neexistuje. Z monotonie

plyne, Ze x = —2 je ostre lokdlni minimum.
e konvernost a konkdvnost funkce, inflexni body:

Druhd derivace funkce f md tvar

[

@) =97

6

1
[

- (2—-3z), z€(—o00,—2)

(2—-3x), ze(-2,0)U(0,+00)

—2). Jedingm

Pozorujeme, Ze funkce je na intervalu <%, +00) ryze konkdvni, na (0, %) ryze kon-

vezni, na (—2,0) ryze konvezni a ryze konkdvni na (—oo, —2)

o nakreslit graf funkce: viz Obrdzek 10.

Priklad 13.23 Vysetrete prubéh funkce

2
f(x) = arctg (;i) .

Postup reseni:

e definicni obor:
Dy =R~ {-1,1}

o pruseciky s osami soutadnic a jin€ dulezité funkcni hodnoty:

[0,

Prisecik s osou x neexistuje, s osouy mdame prisecik [0, f(0)] =
v nekonecnech plati
1
mgrfmf(x) = xgrinoo arctg = ’i =arctgl = Z

2

e sudost, lichost, periodicita:

Funkce je sudd, budeme ji tedy vysetrovat pouze na Dy ((0,400).
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e spojitost, druhy bodu nespojitosti:

Funkce je spojitd ve vsech bodech defini¢niho oboru. Pro jednostranné limity v bodé

1 plat?
™
li =4-
i Jr) =g
. ™
Jm f(@) = =5

V bode 1 je tedy nespojitost typu ’skok’.
e asymptoty:

Svisld asymptota je x = 1. Pro asymptotu v +oo plati

k‘lz hIIl @:0,

r—+oc0 X

@1 = lim f(x)—kla::%.

Tr——+00

e monotonii funkce (intervaly monotonie), lokdlni extrémy:
Prox € R~ {—1,1} plati

) = 1 2z(2? — 1) — (22 +1)27 2
1+<x2+1)2 (22 —1)2 zt+ 1
z2—1

Funkce je tedy ostre klesajici na intervalu (0,1) a na intervalu (1,+00). Jedingm
podezrelym bodem z extrému je x = 0. JelikoZ f'(x) > 0 na intervalu (—1,0) je
bod x = 0 ostre lokdlni mazximum.

e konvexnost a konkdvnost funkce, inflexni body:
Pro x € R~ {—1,1} plati

v Jl@t+1) —z(42®) 6zt -2
Jiw) =2 (24 +1)2 (2t 1)

Pro0 <z < 4%/3 je f"(x) <0, pro x > 4%/3 je f"(x) > 0. Z toho plyne, Ze funkce

f je ryze konkduni na intervalu (0, %), ryze konverni na <4%/§, 1) a ryze konvexni
na (1, +00).
o nakreslit graf funkce: viz Obrazek 10.
Priklad 13.24 Vysetiete prubéh funkce
f(z) = e’

Postup reseni:
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e definicni obor

Dy=R
o pruseciky s osami souradnic a jin€ duleZité funkcéni hodnoty:
Ezistuje jediny prusecik [0,1]. Limity v nekoneénech maji hodnotu ligl =0.
T—>IT 00

e sudost, lichost, periodicita:

Funkce je sudd. Budeme ji vySettovat na (0, +00)
e spojitost, druhy bodu nespojitosts,

Funkce je spojita ve vsech bodech definicniho oboru.
e asymptoty:

Svislé asymptoty neexistuji. Pro asymptotu v +o0o plati

k= lim M:0,

r—+oco I
g= lim f(x)=0

T—r+400

Dostdvame tedy asymptotu y = 0.
e monotonii funkce (intervaly monotonie), lokdlni extrémy:

Pro x > 0 plati
f(z) = —oze .

Funkce je tedy na intervalu (0,+00) ostre klesagici. Jedinym podezielym bodem z
extrém je bod x = 0. Z monotonie funkce na okoli lze usoudit, Ze x = 0 je ostré
lokdlni mazimum.

e konvernost a konkdvnost funkce, inflexni body:

Pro x > 0 plati
(z) = —2¢7" — 2xe_x2(—2:1:) =27 (-1 +227).

Inflexnim bodem je x = % Funkce je ryze konvexni na intervalu <%, +00) a ryze

konkduni na intervalu (0, %)

o nakreslit graf funkce: viz Obrdzek 10.

Priklad 13.25 Vysetrete prubéh funkce
f(x) = |z| + arctg |z — 1].

Postup reseni:
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definiéni obor:

Dy=R

pruseciky s osami soutadnic a jin€ dulezité funkcéni hodnoty:

Pro x € R je jisté f(x) > 0, tedy prisecik s osou x neexistuje. S osou y mame
prusecik [0, f(0)] = [0,arctg 1] = [0, §]. Zdroveri plati wgrinoof(a:) = 400.
pripadnou sudost, lichost, periodicitu:

Funkce nemd Zddnou z vlastnosti.

spojitost, druhy bodi nespojitosti:

Funkce je spojitd ve vsech bodech definicniho oboru.

asymptoty: Svislé asymptoty neexistuji. Pro asymptotu v 400 plati

tg |x —1
b= lim 1) gy Toactelr o1l
rx—+o00 X r——+00 I T
. . T
1= Mg [0 -he= D eaglr D=3
V +oo je tedy asymptota tvaru y = x + 5. V —oo dostdvdme
— t —1
by — lim A0 oy ZF o actele o1

. . T
= lim f(z) —kpw = lim arctg(—(z—1)) =3
V —oo je tedy asymptota tvaru y = —x + 3.

monotonii funkce (intervaly monotonie), lokalni extrémy:

Pro x € R~ {0,1} plati

14+ —1 (-1) = 2243 . o (—00,0)

1+[—(z—1)]° = 2%332272
1
@) =1+ e () = St 2e(0,1)
1+ 1+[(:v1—1)]2 = i;:;ﬁig, x € (1,+00)

Z Darbouzovy véty plyne, Ze derivace v bodech {0,1} neexistuje. Jelikoz pro x €
(—00,0) je f'(z) < 0 je funkce na intervalu (—oo,0) ostre klesajici. Na intervalu
x € (0,1) je f'(x) > 0 a tedy funkce je na (0,1) ostre rostouci. Na poslednim in-
tervalu (1,400) je f'(x) opét kladnd, funkce opét ostre roste na intervalu (1,+00).
Jediné podezrelé body z extrému jsou body {0,1}. Z monotonie funkce na okoli
téchto bodi plyne, Ze x = 0 je ostré lokdlni minimum a x = 1 neni extrém.

konvexnost a konkdvnost funkce, inflexni body:
Pro x € R~ {0,1} plati

Ty @ € (—00,0)
(@) = gt @ e (0,1)
s @€ (1,400)
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Pozorujeme, Ze funkce je na intervalu (—oo,0) ryze konkdvnt, na intervalu (0, 1)
ryze konkdvni a na intervalu (1,4+00) ryze konkdvni.

o nakreslit graf funkce: viz Obrdzek 10.

Priklad 13.26 Vysetrete prubéh funkce
f(@) = (z = Deris.
Postup reseni:
e definiéni obor:
Dy =R~ {-1}
o pruseciky s osami soutadnic a jin€ dulezité funkcéni hodnoty:

Prisecnik s osou y je [0, f(0)] = [0,—1]. S osou x mdme prisecik [f~1(0),0] =
[1,0]. Zdroven plati

Jm f(z) =0, lim f(z)=—oc.

e pripadnou sudost, lichost, periodicitu:
Funkce nemd Zddnou z téchto vlastnosti.
e spojitost, druhy bodu nespojitosti:

Funkce je spojitd ve vsech bodech definicniho oboru. Funkce je nespojitd pouze v
bodé x = —1 (2.druhu).

e asymptoty:

Ezistuje svisld asymptota x = —1. Pro asymptotu v +0o plati
x 1y =
k1 = lim M = lim <1 — > el+s =g,
r—+o00 I r—+00 x
— 1 —kz = i —1eTre —ex = 1 Tz —e) —eTiz
% LEEIPOO f(l‘) klx :I:EIJPoo(x 1)6 e :Eginoo v (6 6) €
—1
x elts —1 =
= lim -—e — —eltes = —2e.
T——+00 z+1 =1
1+z

V 400 je tedy asymptota tvaru y = ex — 2e. V —oo dostdvdme

ko = lim f@) _ lim (1_1)6111:67

@ = lim f(z)—ka= lim (z—1)eT+ —ex = lim z <61+w — e) —eT+e
T——00 T——00 T——00
—1
. X elte — 1 _x
= lim —e 1 — — etz = —2e.
farem
* OO T+ 1+z

V —o0o je tedy asymptota tvaru y = ex — 2e.
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monotonii funkce (intervaly monotonie), lokdlni extrémy:
Pro x € R~ {—1} plat?

H%x(x +3)

flz)=e (14+2)%

Jelikoz pro x € (—o00,—3) a x € (0,00) je f'(x) > 0 je funkce na intervalech
(=00, —3) a (0,00) ostie rostouci. Na intervalech v € (—=3,—1) a x € (—1,0) je
f'(x) < 0 a funkce je ostie klesajici na intervalech (—3,—1) a (—1,0). Jediné
podezrelé body z extrému jsou body {—3,0}. Z monotonie funkce na okoli téchto
bodi plyne, Ze x = 0 je ostré lokdlni minimum, © = —3 je ostré lokdlni mazimum.
konvezxnost a konkdvnost funkce, inflexni body:

Pro xz € R~ {—1} plati

Pozorujeme, Ze funkce je na intervalech (—oo, —1) a (—1, —%) ryze konkdvni a na
intervalu (—2,+00) ryze konveznd.

nakreslit graf funkce: viz Obrdzek 11.

Priklad 13.27 Vysetrete prubéh funkce

2

flz) =xe™ ™.

Postup reseni:

definiéni obor:

Dy=R

pruseciky s osami soutadnic a jin€ duleziteé funkcni hodnoty:

Priisecik s osou y je [0, f(0)] = [0,0]. S osou x mdme prisecik [f~1(0),0] = [0,0].
Zaroveri plati :I:EToof(@ =0a 2Jli}r_noof(gr;) =0.

sudost, lichost, periodicita:

Jelikoz f(—z) = —ze™™ = —f(z), je funkce lichd.

spojitost, druhy bodi nespojitosti:

Funkce je spojita ve vsech bodech definicniho oboru.

asymptoty:

Svislé asymptoty neexistuji. Pro asymptotu v +00 plati

f(x)

22

ki= lim —= = lim e % =0,
r—+oco I Tr—+00
— 1 —_ — 1 _IQ —_ —
Q= xgriloof(a:) kyx JCE{EOO xe 0x = 0.
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V 400 je tedy asymptota tvaru y = 0. V —oo dostdvame

ko = lim @ — lim e ® =0,

g2 = lim f(z)—kiz= lim ze ™ — 0z = 0.
T——00 I——00

V —oo je tedy asymptota tvaru y = 0.
e monotonii funkce (intervaly monotonie), lokdlni extrémy:

Pro x € R plati

fl@)=e" (1-227).

JelikoZ pro x € (—oo,—%) ax € (%,4—00) je f'(x) < 0 je funkce intervalech
(—OO, _%
a funkce je tedy na intervalu <—%, %> ostre rostouct. Jedin€ podezrelé body z

) a (%,4—00) ostre klesajici. Na intervalu x € (—%, %) je f'(xz) >0

extrému jsou body {—%, %} Z monotonie funkce na okoli téchto bodi plyne, Ze

T = —\% je ostre lokdlnt minimum, x = % je ostrée lokdlni mazximum.
e konvernost a konkdvnost funkce, inflexni body:

Pro x € R platt

f(z) = —e "9y (3— 2x2) .

Pozorujeme, Ze funkce je na intervalech (—oo, —\/g) a (0, \/§> ryze konkduni a
na intervalech <f\/§,0> a (y/3,+00) ryze konveznt.

o nakreslit graf funkce: viz Obrazek 11.

Priklad 13.28 Vysetiete prubéh funkce
1
f(x) = zarctg —.
x

Postup reseni:

e definiéni obor:
Df =R~ {0}
e priseciky s osami souradnic a jin€ duleZité funkcéni hodnoty:

Nemda prisecik s osou x ani y. Zaroven plati

lim f(x)=1, lim_f(x)=1,

T—+00
li =0, li =0.
Jim f(2) =0, lim f(z) =0
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e sudost, lichost, periodicita:
Jelikoz f(—x) = —xarctg —% = xarctg% = f(x), je funkce sudd.
e spojitost, druhy bodu nespojitosti:

Funkce je spojitd ve vsech bodech definicniho oboru. Funkce je nespojitd pouze v
bodé x = 0 (odstranitelnd nespojitost).

o asymptoty: Svislé asymptoty neexistuji. Pro asymptotu v +oo plati

1
k1 = lim M = lim arctg— =0,
r—+oco X Tr—400 xX
. . 1
Q= zgrfoo f(z) = kiz = xginooxarctg o= 1.

V 400 je tedy asymptota tvaru y = 1. V —oo dostdvame

1
ko = lim @ = lim arctg— =0,
T——00 I Tr——00 x
1
@2 = lim f(x)—kx= lim zarctg— =1.
T——00 T——00 T

V —o0 je tedy asymptota tvaru y = 1.
e monotonii funkce (intervaly monotonie), lokdlni extrémy:

Pro x € R\ {0} plat?

oy & 1
fi(x) = 1_i_x2—i—arctgm

Z Darbouzovy véty plyne, Ze derivace v bodé {0} neexistuje. Jelikoz pro x € (—o0,0)
je f'(z) < 0 je funkce na tomto intervalu ostre klesajici. Na intervalu x € (0,400)
je f'(x) > 0 a funkce je ostre klesajici. Jediny podeziely bod z extrému je {0}. Z
monotonie funkce na okoli tohoto bodu plyne, Ze x = 0 je ostré lokdlni minimum.

e konvernost a konkdvnost funkce, inflexni body:

Pro xz € R~ {0} plati

2

f(x) = Uty

Pozorujeme, Ze funkce je na intervalech (—o0,0) a (0,400) ryze konkdvnd.

e nakreslit graf funkce: viz Obrdzek 11.

Priklad 13.29 Vysetrete prubéh funkce
f(x) = sgn x arcsin cos .

Postup reseni:
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definiéni obor:
Dy=R
pruseciky s osami soutadnic a jin€ dulezité funkcni hodnoty:

Prisecik s osou y je [0, f(0)] = [0,0]. Praseciky s osou x jsou x = 0 nebo v =
—5 +kn,k €7 Zaroven plati, Ze neexistuje ani jedna z limit v +o0o.

sudost, lichost, periodicita:

Jednd se o soucin liché a sudé funkce. Funkce f je tedy lichd. Funkce neni perio-
dicka.

spojitost, druhy bodi nespojitosti:

Funkce je spojitd ve vsech bodech definicniho oboru kromé x = 0. V tomto bodé je
nespojitost typu skok, jelikoz
T

lim f(z)= lim f(z)=—

z—0+ 2 T 2—0—

ol 3

asymptoty:

Svislé asymptoty neexistuji. Pro asymptotu v +o0o plati

x Sgn T arcsin cos
b= tim 1@ gy S8 ~0,
r—+00 I T—r+00 xT
¢1 = lim f(x)— kiz... neezistuge.
T—+00
V +oo asymptota neexistuje. V —oo dostdvdme
T sgn T arcsin cos x
by = fim L gy S8 =0
r—+4oco I Tr—+00 X
g2 = lim f(x)— kax... neexistuje.
T—+00

V —oo asymptota rovnéz neexistuje.
monotonii funkce (intervaly monotonie), lokdlni extrémy:
Plati

—sinzx

f/(l') _ 1—(cos )2

sin x
1—(cos )2

= —sgnsinz x € (0, +00)

=sgnsinz, z € (—00,0)

Derivaci v nule vysetiime primo z definice:

lim (h) — £(0) — lim arcsin(cos h) — oo,
h—0+ h h—0+ h
lim (h) — £(0) —  lim arcsin(cos h) — oo,
h—0— h h—0— h



a tedy f'(0) = 4o0. Jelikoz pro x € (0+2km, 7+2kn) ax € (0—2kn, —m—2km), kde
k € Ny je f'(x) <0 je funkce na téchto intervalech ostre klesajici (véetné kragnich
bodi). Na intervalech x € (m + 2km, 27w + 2kn) a x € (—7m — 2km, =27 — 2km),
kde k € Ng je f'(z) > 0 a funkce je ostie klesajici (véetné krajnich bodi). Body
podezrielé z extrému jsou x = km,k € Z~. {0}. Z monotonie funkce na okoli tohoto
bodu plyne, zZe v = 2km,k € N a x = —w — 2km, k € Ny jsou ostré lokdlni mazima
a body x =+ 2km,k € Ng a x = —2kmw, k € N jsou ostré lokdlni minima.

konvexnost a konkdvnost funkce, inflexni body:

Pro z € R~ {0} plati
() = 0.

Pozorujeme, Ze funkce je po cdstech linedrni.

nakreslit graf funkce: viz Obrdzek 11.

Priklad 13.30 Vysetiete prubéh funkce

f(z) = sinhInz.

Postup reseni:

definicni obor:

Dy =R*

pruseciky s osami soutadnic a jin€ dulezité funkcni hodnoty:

Nemd prisecik s osou y. S osou x pouze v x = 1. Zdroven plati Igrfoof(x) = 400

a¢ lim = —o0.
x—0+

sudost, lichost, periodicita:
Funkce nemd Zddnou z téchto vlastnosti.
spojitost, druhy bodid nespojitosti:

Funkce je spojitd ve vsech bodech svého definicniho oboru. V bodé x = 0 je nespo-
jitost druhéeho druhu.

asymptoty:

Funkce ma svislou asymptotu x = 0. Pro asymptotu v 400 plati

: Inx _ ln%
k= lim fl=) _ lim sinhlnz e e 1 (1_1> 1

ztoo T z5foo T 2z 2 x? 2’
. . . x . 1 =
Q= xgrfoof(x) —kix = xgrfoosmhlnm ——= xgrfooi 5, 5= 0.

V +oo je tedy asymptota tvaru y = 5. V —oo nemd smysl asymptotu vysetrovat,
kviili omezend definiéniho oboru na RY.
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e monotonii funkce (intervaly monotonie), lokdlni extrémy:
Pro x € R plati
1 1 1
/
x)=—coshlnz==-(14+—|.
JelikoZ pro x € R je f'(x) > 0 je funkce na (0,+00) ostie rostouci. Z toho plyne,
ze funkce memd extrémy, ani lokdlni, ani globdlnd.
e konvexnost a konkdvnost funkce, inflexni body:
Pro x € R plati
1 1 1
" .
x) = ——coshlnx + < sinhlnx = ——;.
[ () 22 + 72 3
Pozorujeme, Ze funkce je na intervalu a (0,+00) ryze konkdvni.

e nakreslit graf funkce: viz. Obrdzek 12.
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13.26 f(z) = (z — 1)eTiz 13.27 f(z) = ze™®

10

TN Y

&

-10
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14 Teorie potrebna ke cvicenim

14.1 Opakovani stfredoskolské matematiky
14.1.1 Kvadraticka rovnice

Kvadraticka rovnice je rovnice ve tvaru az? + bz + ¢ = 0, kde a,b,c € R, resp. C a

a # 0. Definujeme diskriminant D := b? — 4ac, diky ¢emuz miZeme pro jeji kofeny
psat, ze
—-b£+vD
T2 = —F -
2a
Dle hodnoty diskriminantu mohou nastat nasledujici tfi pripady.
. D=0%<a (:L' + %) =02 =22 = —%, tedy rovnice mé jeden dvojnésobny
koten.
ii. D>0%alr—z1)(x—22) =0 & 212 = 7%{;/5, tedy rovnice mé dva rtzné
kofeny.
is. D < 0:
(a) V R feSeni nema.
(b) V C dostavame dva komplexné sdruzené kofeny x1 9 = bizi Va_D.

14.1.2 Exponenciala, logaritmus

Exponenciala je funkce ve tvaru y(z) = a”, kde a € R*. Pro a € (0,1) je funkei
klesajici, pro a € (1,+00) je rostouci. Cislo a nazyvame zaklad, ¢islo z exponent.
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Logaritmus je inverzni funkce k exponenciale y(z) = log,(z) kde a € RT — {1} a
r € RY, & a¥ = 2. Cislo a nazyvame zaklad logaritmu (baze), ¢islo r argument,
celkem mluvime o logaritmu éisla = o zékladu a. Pro a € (0,1) je funkci klesajici, pro
a € (1,+00) je rostouci. Vse na Obrazku 13.

Drzime nésledujici konvence.

e Pro ¢ = 10 mluvime o desitkovém (dekadickém) logaritmu, piSeme log(z) :=
logyg(x).

e Pro a = e mluvime o pfirozeném logaritmu, e ~ 2.71828 nazyvame Eulerovym
¢islem, piSeme In(z) := log, ().

e Pro a = 2 mluvime o bindrnim logaritmu, piSeme log,(x).
Vlastnosti (pro a € RT, x,y € R, resp. a,b € RT — {1}, 2,y € RT, t € R):
o a” - a¥ =a"",

° (ax)y — awy,

e log,(zy) = log, = + logy ¥,
e log, (%) = log, x — logy v,
o log, z = 2

° alogaz =z,

log, (z!) =t log, .

¥
3 I
L \("“J_— x
[ _," I — - z
: / v T
L " i S~ (x from-2.432 to 2.432)
| 7 [
| x from -2to 2 1A T Ballmol v
\HE_ ._,.// o 1.4427 Re{log(x
— — Re(0.5%)
T — Belbaix)
- | L | T % —Re(sY) | oa(s
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Obrazek 13: Exponencidla a logaritmus
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14.1.3 Goniometrické funkce

Definice z pravouhlého trojihelniku ABC, kde a,b jsou odvésny, ¢ pfepona a «
thel u vrcholu A:
a
sinq := —, cosa:= —,
c c

kde Df =Ra Hf = (—1,1>.
Definice z jednotkové kruzZnice, kde na ose x vystupuje cos, na ose y zase sin.

Rychle mizeme vykoukat, Ze sin 8 = sin(m — ) nebo cos(m — ) = — cos 3.
Potom )
sinx T

tgx = . D :R—{— k keZ},H _R,

&% cos T / 2 + kel f
2 cos

tgr = Dr=R—-{knlkeZ} H; =R.
cotgx = ——, f {km|k e Z},Hy

Goniometrické funkce jsou periodické s periodou 2 7, resp. 7, tj. existuje p takové, ze
f(x +p) = f(x) pro Vx € Dy.

Dulezité hodnoty k zapamatovani, lze je odvodit z rovnostranného (hodnoty
pro /3 a 7/6 pomoci vysky délky v/3/2) a rovnoramenného pravotihlého trojiihelniku
(hodnoty pro 7 /4).

- o § § § § 7 37 or
sinz |0 1 Y2 Y3 1 0 -1 0
cosx || 1 § ? % 0O -1 0 1
tanx || O @ 1 V3 0 - 0
cotx V3 o1 ? 0 - 0
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Dulezité vzorce:

sinx +siny
sinz — siny
CoST + cosy

cosx — Cos Yy
sinzx

cos x
sin x
cos x

sin(—z)

cos(—x)

14.2 Komplexni ¢isla

sinx cosy %+ siny cos
cosx cosy F sinxsiny

2sinxcosx

cos’x —sinx =1—2sin’z = 2cos’z — 1
1 —cosx
2
1—|—Cosx
r—y
2
o (£52) o (559
()= (3)
2 cos sin
2
2008( > <:E y>
2
+y Y

an(252)(552)

2
(5-7)
cos (= —x
2
n(5-)
sin (- —x
2
sin(m — x)
—cos(m — x)
—sinz...licha funkce

cos . ..sudé funkce

Komplexni éisla C = {a +ibla,b € RA % = —1}, kde i je imaginarni jednotka, a je
realna ¢ast (Re), b imaginarni ¢ast (Im). Pokud a = 0, ¢islo je ryze imaginarni, pokud
b =0, jedna se o realné ¢islo (R C C).

Oznaéme z = a + bi, pak Z := a — bi nazyvame ¢islo komplexné sdruzZené k z.
Absolutni hodnotu pak definujeme jako |z| := 2z = Va2 + b2.

Tvar a + bi nazyvame algebraicky, komplexni ¢islo z se da ale vyjadfit jesté ve
tvaru goniometrickém z = |z|(cos ¢ + isin ), kde ¢ € (0, 27).

Véta 14.1 (Moivreova) Pro z € C s p € (0,27) an € Z plati

z

= |z|"(cos(pn) + isin(pn)).

Odtud mizeme vyjadrit odmocninu komplexniho ¢isla

A= {|z|1/"(cos((g0 + 2%km)/n) + isin((¢ + 2kx)/n)), k € @} .
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Pro mocniny imaginarni jednotky, kde n, k € N, plati

1 ... n=4k,
n i ... n=4k+1,
-1 ... n=4k+2,
—i ... n=4k+3.

14.3 Matematicka logika
e cil: formulace mySlenek jednoduSe a presné, umét najit pravdu

e vyrokova logika: vyrok = tvrzeni, o jehoz pravdivosti lze rozhodnout (1 pravda,
0 nepravda); slozené vyroky = z vyroku vznikaji pomoci vyrokovych spojek

- negace neni pravda, Ze ...
A konjunkce a zaroven

\% disjunkce nebo

=  implikace jestlize ..., potom ...
< ekvivalence pravé tehdy, kdyz

e pravdivost vyrokt A, B vyhodnocujeme pomoci pravdivostni tabulky definujici
vyznam logickych spojek

A|B|-A|[AAB|AVB|A=B|A&B
1{1] 0 1 1 1 1
10| 0 0 1 0 0
0]1] 1 0 1 1 0
00| 1 0 0 1 1

e tautologie = vysledny vyrok je vidy pravdivy (nezévisi na pravdivosti vyroki,
které obsahuje)

e kontradikce = vysledny vyrok je vzdy nepravdivy
e ozna¢me V() vyrokovou funkci na mnoziné M

— obecny kvantifikator V: V(x) je pravdivy pro Vo € M, pokud V(a) =1
pro kazdé a € M (negace: 3),

— existen¢ni kvantifikator 3: 3z € M, pro které je V(x) pravdivy, pokud
V(a) =1 pro alespoii jedno a € M (negace: V),

— existence a jednoznacnost J!,3;: negace: neexistence nebo nejednoznad-
nost

e dilezité vztahy, které dokazeme:

— distributivni zédkon: (AV (BAC)) < (AVB)A(AV (D)),
(ANBVC))<= ((AANB)V(ANC))
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— De Morganova pravidla: =(A A B) < (mAV —B),
-(AVB) < (mAN-B)

— obména implikace: (A = B) & (B = —A)

— negace implikace: =(A = B) < (A A -B)

— prepis implikace: (A = B) < (-AV B)

— negace ekvivalence: -(A < B) & -((A = B)A(B = A)) & (-(4 =
B)V~(B=A)) & (AN-B)V (BA-A))

typy dtkazii:

— spor: vyjdeme z negace, ukdzeme blbost, pak tedy plati pivodni vyrok
— pFimy: vyjdeme z pfedpokladii a (napf. trikem) ukazeme poZzadovanou vlast-
nost
— neprimy: dokazujeme obménu implikace
— matematicka indukce: predpokladame, ze
1. néjaké tvrzeni plati pro ng € N,
2. plati-li tvrzeni pro n € N, n > ng, pak plati také pro n + 1;
pak dané tvrzeni plati pro Vn € N,n > ng

14.4 Zobrazeni, vzor a obraz mnozZiny

kartézsky soudin dvou mnozin A x B = {(a,b)|a € A,b € B}

zobrazeni (funkce) f C A x B : (Va,y,2)(((z,y) € fA(x,2) € f) = (y = 2)),
zkrécené (Y, y,z)((z,y) € f < f(z) =)

defini¢éni obor D; = {z|(Jy)(y = f(x))}

obor hodnot Hy = {y|(3z)(f(z) =y)}

zobrazeni mnoziny A do mnoziny B: Dy = AANH; CB= f:A— B
zobrazeni z mnoziny A do mnoziny B: Dy CAANHfC B= f:(A) = B
obraz mnoziny M: f(M) = {y|@z € M)(y = f(x))} = {/(z)|z € M}
vaor mnoriny M: (M) = {z|(Gy € M)(f(z) = )}

sloZené zobrazeni (fog)(z) := f(g9(x)), kde f: A= Bag:C — D,z € Doy =
97 (Dy) =g7(4)

vlastnosti zobrazeni f : A — B, kde M je libovolnd mnozina:

— injektivni (prosté): (Va,y € Dy)(xz #y = f(x) # f(y))
— M-surjektivni (na M): pokud M C Hy

— M-bijektivni (M vzajemné jednozna¢né): soucasné injektivni a M-surjektivni

inverzni zobrazeni f~! = {(y,z)|(z,y) € f}, pokud f je prosté zobrazeni
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14.4.1 Cyklometrické funkce

Cyklometrické funkce jsou inverzni funkce ke goniometrickym, které ale nejsou prosté
na celém svém definiénim oboru. Proto nejprve provadime restrikci (zzeni) na intervaly,
kde jiz prosté jsou.

funkce Df Hf
arcsin | (=1,1) | (-=5,7)
arccos | (—1,1) | (0,m)
arctan R (—g, g)
arccotg R (0,7)

14.4.2 Hyperbolické a hyperbolometrické funkce

Hyperbolické funkce jsou definované jako

. et —e % ef+e®
sinhy = ———, coshx = ————
2 2
a
sinh z cosh x
tanhx = , cothx = — .
cosh x sinh z

Hyperbolometrické funkce jsou inverzni k hyperbolickym funkcim, ale opét bylo
potfeba u nékterych pfi jejich definici provést prislusnou restrikci.

funkce Dy Hy inverzni funkce Dy Hy
sinh z R R argsinhz R R
cosh x R (0,400) argcoshz (1,400) | (0,400)
tanh R (—1,1) argtanhx -1,1) R
cotghz | R—{0} | R—(-1,1) argcotghx R—-(-1,1) | R—{0}

14.5 Mnoziny

e Ekvivalence mnozZin: mnozina A je ekvivalentni s mnozinou B (neboli mé stejnou
mohutnost), pokud existuje bijekce f : A — B mnoziny A na mnozinu B, zn.
A ~ B. M4 nésledujici vlastnosti:

— reflexivita: A ~ A,
— symetrie: A~ B = B~ A,
— tranzitivita: A~ BANB~C=A~C.

e Mnozina je:

— koneéna, pokud je prazdna nebo je ekvivalentni s {1,...,n} =: i pro néjaké
n €N,
— spocetna, pokud je ekvivalentni s N (napf. N, Q, Z),
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— nejvyse spocetna, pokud je spocetna nebo konecn4,

— nespocetnd, pokud neni spocetnd ani koneéna (napf. R).

e Sjednoceni spocetného systému je opét spocetné.

14.5.1 Omezenost mnozin

e Mnozina A C R je omezena shora, pokud (3H € R)(Vz € A)(x < H). Kazdé
takové H s uvedenou vlastnosti se nazyva horni zavora mnoziny A.

e Mnozina A C R je omezena zdola, pokud (D € R)(Vz € A)(x > D). Kazdé
takové D s uvedenou vlastnosti se nazyva dolni zavora mnoziny A.

e Mnozina A C R je omezena, pokud je sou¢asné omezend shora i zdola.

14.5.2 Maximum, minimum mnoziny

e Cislo a € A je minimem (nejmensim prvkem) mnoziny A C R, pokud (Vz €
A)(z > a), zn. a := min A.

e Cislo b € A je maximem (nejvétsim prvkem) mnoziny A C R, pokud (Vx €
A)(x <b), zn. a := max A.

e Ne kazdd mnozina ma minimum ¢i maximum, napf. (1, 8) ma minimum, ale nema

maximum. Proto zavddime pojmy jako supremum a infimum.

14.5.3 Supremum, infimum

Véta 14.2 (O supremu) Necht A C R. Pak 313 € R tak, Ze

i. (Vze A)(xz<p), tj. B je horni zdvora mnoZziny A,

ii. (V8 eR,8 <pB)(3xe A)(x>p), tj. B je nejmensi ze vSech hornich zdvor.
Cislo B nazyvdme supremem mnoZiny A, zn. 3 = sup A.
Véta 14.3 (O infimu) Necht A C R. Pak 1o € R tak, Ze

i. (Vx € A)(z> a), tj. a je dolni zdvora mnoZiny A,

ii. (Vo/ e R,/ > a)(Fx € A)(x < o), tj. a je nejuétsi ze vech dolnich zdvor.
Cislo o nazjvdme infimem mnoZiny A, zn. a = inf A.

Poznamky:

e Pokud v bodé 1. plati rovnost, bod 2. nemusime ovéfovat - «, resp. 5 je totiz
prvkem mnoziny A a je tedy i minimem, resp. maximem, coz je jisté nejvétsi dolni,
resp. nejmensi horni zévora této mnoziny.
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e Ma-li A C R maximum, pak sup A = max A, obdobné pro minimum.
e Vyhodny prepis 2. bodu véty pro priklady:
(Ve >0)(Fz € A)(z > 5 —¢),

resp.
(Ve >0)(Fz € A)(z < a+e).

e Prizdna mnozina: sup() = —oo a inf () = +o0.

14.6 Ciselné posloupnosti

Ciselna posloupnost je zobrazeni s definiénim oborem rovnym N, tj. plati pro né vse, co
pro zobrazeni (je to jen specidlni ptipad).

Definice 14.1 (Posloupnost) Kazdé zobrazeni mnoziny N do néjaké neprdzdné mnoziny
M nazgvame posloupnost. Pokud M = R, resp. M = C, nazgyvdme ho ciselnd posloup-

nost redlnd, resp. komplezni. Znacime (ay,); 2.
Posloupnost je:

e omezena shora, pokud (3H € R)(Vn € N)(a,, < H), tj. obor hodnot je mnozina
omezena shora;

e omezena zdola, pokud (3D € R)(Vn € N)(a, > D), tj. obor hodnot je mnozina
omezena zdola;

e omezena, pokud je obor hodnot omezend mnozina;
o (ostre) klesajici, pokud (Vn € N)(a, < (<)an+1);
e (ostfe) rostouci, pokud (Vn € N)(a, > (>)an+1);

e (ryze) monoténni, pokud je (ostie) klesajici nebo (ostie) rostouci.

14.6.1 Okoli bodu
ProR, kde e > 0, > 0:

e a € R: e-okoli bodu a definujeme jako H,(e) := (a —e,a+¢), tj. * € Hy(e) spliuji
|z — a| < € (obdobné pravostranné a levostranné okoli);

e a = 400: a-okoli bodu +oo definujeme jako H () := (v, +0);

e a = —o0: a-okoli bodu —co definujeme jako H_ () := (—00, a).
Pro C, kde e > 0,a > O:

e a € C: e-okoli bodu a definujeme jako H,(e) := {z € C||z — a| < e};

e a = 0o: a-okoli bodu oo definujeme jako Hoo () := {z € C||z| > a}.
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14.6.2 Limita posloupnosti

Definice 14.2 (Limita &iselné posloupnosti) Rekneme, Ze dand redind, resp. kom-
plexni posloupnost (ay,); 2 md limitu a € R, resp. a € C prdvé tehdy, kdyz

(Ve > 0) (Ing € R) (Vn € Nyn > ng) (an € Hy(e)).

Znacime a := lim a,.
n—-+o0o

Poznamka 14.1 Definice rika, Ze v libovolném okoli H, leZi vSechny éleny posloupnosti
(an) aZ na konecny pocet vyjimek.
Rozepsani vsech pripadi v R:

e vlastni limita, tj.

lim a, =a< (Ve >0)(3Ing € R) (Vn € N,n > ng) (la, — a|] < e);

n—+0o00
e nevlastni limita, tj.

Erf an = o0 < (Ya > 0) (Ing € R) (Vn € N,n > ng) (a, > ),
resp.

lim a, =—0c0< (Ya>0)(Ing € R) (Vn € Nyn > ng) (an < —a).

n—-4o0o

Véta 14.4 (O jednoznacnosti) Kazdd ciselnd posloupnost mize mit nejuyse jednu li-
mitu.

Definice 14.3 (Konvergentni posloupnost) e Md-li posloupnost (an)t2y limitu
a € R, resp. a € C, nazyvd se konvergentni.

e Posloupnost, kterd neni konvergenitni, se nazyvd divergentni.

— Posloupnost, kterd md limitu 00 (resp. o0), se nazyvd podstatné divergentni.

— Redlnd posloupnost, kterd nemd limitu, se nazyvd oscilujici.

o Je-li limita rediné, resp. komplexni ¢islo, nazyvd se vlastni, je-li rovna oo, resp.
00, nazyvd se nevlastni.

Definice 14.4 (Vybrana posloupnost) Necht je ddna posloupnost (a,) > a necht

n=1
(kn)t2 je ostie rostouci posloupnost prirozengch ¢isel. Pak posloupnost (ay, )29

n=1
vdme podposloupnosti neboli posloupnosti vybranou z posloupnosti (an):{g

nazy-

Definice 14.5 (Skorovybrana posloupnost) Nech? je ddna posloupnost (a,)! > a

necht (kn):{iﬁ je posloupnost prirozenjch dcisel s lir}rl kn, = 4o00. Pak posloupnost
n——+00
+o0o

(ak, )25 nazgjvdme posloupnosti skorovybranou z posloupnosti (a,) .
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Véta 14.5 (O limité vybrané posloupnosti) Necht md (a,);> za limitu ¢islo a,
pak i kazdd z ni vybrand md za limitu ¢islo a.

Dusledek 14.1 Lze-li z (ay,) 2] vybrat dvé vybrané posloupnosti magjici rizné limity,
pak (ap)t2 limitu nemd.

“+o00

Véta 14.6 (O limité skorovybrané posloupnosti) Necht md (a,);} > za limitu ¢islo

a, pak i kaZdd z ni skorovybrand md za limitu c¢islo a.

Véta 14.7 (Existence a omezenost) KazZdd konvergentni posloupnost (tj. md-li po-
sloupnost konecnou limitu) je omezend. Kazdd redlnd posloupnost s limitou £oo je ome-
zend zdola, resp. shora a neomezend shora, resp. zdola.

Dusledek 14.2 Redlnd posloupnost, kterd neni omezend ani shora, ani zdola, nemd
limitu.

Poznamka 14.2 Na omezenost a limitu (tj. existenci a jeji hodnotu) nemd vliv mirnd
modifikace posloupnosti, tj. priddni, ubrdni, modifikace konecné mnoha cleni.

Véta 14.8 (Monotonie a limita) KazZdd monotonni posloupnost md limitu.

Poznamka 14.3 Z pfedchozi véty plyne, Ze je-li posloupnost (an);tg rostouct, pak liril ap, =
n——+0o0o

sup{a,}. Obdobné pro klesajici posloupnost (a,)t2 je pak ngrilm an, = inf{ay}.

+oo

n=1’
konverguje praveé tehdy,

Véta 14.9 (Limita komplexni posloupnosti) Méjme komplezni posloupnost (ay,)

oznaéme a, = oy +iBn, kde an, By, € R. Pak posloupnost (a,) 25

kdyz posloupnosti (o) 25 a (8,)2. Pokud je tato podminka splnéna, plati
lim a,= lim a,+i- lim S3,.
n—+00 n—+00 n—o0

Definice 14.6 (Operace v R) Pro vsechna a,b € R definujeme ndsledujici operace
® o+ (+00) = (+00) + a = 400 pro a > —oo,
® 4+ (—00) = (—00) +a=—0o0 pro a < 400,
® a-(+oo) = (£o0)-a= =00 proa >0,
® a-(+oo) = (£o0)-a=Foo proa <0,
L
e a—b=a+ (=b) proVa,b, pro kterd je definovand pravd strana,
a

1 .. . .
e 7 =a-y proVa,b, pro kterd je definovand prava strana,

o |+ 00| =| - oo] = +ox,
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e {/+00 = +00 pro k € N.

Poznamka 14.4 (Neurcité vyrazy) Nedefinujeme zejména tyto operace: (+00)F(£00),

+o0-0, =2, =2 1% 00 ¢ (+00)°.

Véta 14.10 (Aritmetika limit) Méjme redlné posloupnosti (a,) 2 a (b)) 2. Pak
plati
e lim (ap=£by,)= lim a,+ lm by,
n——+oo n——+o00 n——+o0o
e lim (ap-b,)= lim a,- lim b,,
n—+oo n—-+00 n—-+4o00
lilf an
. an _ n— oo
* nll}}-loo bn T REIEOO b ?

pokud maji vyrazy na pravé strané smysl.

Véta 14.11 (Limita z odmocniny) Bud (a,); > posloupnost nezdpornych &isel, ne-

cht lim a,=a akeN. Pak lim ¥a, = {/a.

n—+o0o n—-+o00

Véta 14.12 (Limita z absolutni hodnoty) Bud (a,)> ¢&iselnd posloupnost. Je-li

n=1

lim a, = a, pak lim |a,| = |a|. Pokud je a =0 nebo a = oo, pak plati ekvivalence.

Véta 14.13 (O nerovnostech) e Méjme redlné posloupnosti (a,); 2 a (by)25 ma-
gict limity v R. Je-li lim a, < lirf bn, pak (Ing)(vn € N)(¥Yn > ng,n €
n—-+0oo

n—+oo
N)(an < by).

o Necht existugi limity posloupnosti (a,) 25 a (by) 2. Pokud (¥n € N)(a, < by),
pak lim a, < lim b,.

n—-+00 n—-+00

Véta 14.14 (Limita seviené posloupnosti) Necht (a,)! 25, (b,)25 a (cn)25 jsou

redIn€ posloupnosti a necht lim a, = lim b,. Pak plati ndsledujici
n—+0o00 n—+00

< < . o o .
(Vn e N)(an, < ¢, <b,) = nll}rfoo Cn ngrilm an ngr—&r-loo bn

Dusledek 14.3 Necht (a,),25, (bn)12 jsou redlné posloupnosti, lirf an, = 0 a po-
n—-+0oo

+ . 7z : J—
sloupnost (by,) > je omezend. Pak ngrfoo (an - by) = 0.

Poznamka 14.5 (Dulezité limity) Lze ukdzat, Ze

e lim Yn=1,

n—-+o0o

e lim {Ya=1proa>D0,

n—-+o0o
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e lim W:—i-oo,

n—-+0o

e lim a"=+oc0proa>1,
n——+00

e lim a"=1proa=1,
n—-+00

e lim a" =0 pro|a| € (0,1),

n—-+4o0o

e lim a" neexistuje pro a < —1 (obdobné lze provést diskuzi v C).
n—-+00

Véta 14.15 (O Eulerové é&isle) Oznac¢me pro vSechna n € N

1\" 1\"*H "1
“”:<1+n> ”’n:(”n) =)
k=0

Pak posloupnosti (ap)t2, ()12 ostie rostou a (b,)! 25 ostie klesd, pro Vn € N plati

an < ¢p < by, a maji spolecnou limitu, jiz je iraciondlni ¢islo, oznacéme ho e, leZici v
intervalu (2,3) a plati proVn €N, Ze e — ¢, < —

n-n!"’

Definice 14.7 (Eulerovo ¢islo) Spolecnd hodnota limit posloupnosti z predchozi véty
nazyvame FEulerovym cislem, znacime e.

Dusledek 14.4 Bud () posloupnost redlngjch cisel takovd, Ze lir}rl |pn| = +o0.
n—-+00

Pn
Pak plati, Ze lim (1 + L) =e.
n—+

—+00 Pn
Véta 14.16 (Limita exponenciely a logaritmu) Bud (a,);>] redlnd konvergentni
li n p , . ,
posloupnost, pak 11141_1 ein = en—to " Bud (an)t2S posloupnost kladnyjch redlngjch
n—-+0o0
cisel s kladnou limitou, pak lim Ina, = In lim a,. Pokud lim a, = +oo, pak
n——+00 n—-+o0o n—-+o0o

lim e =+o0 a¢ lim Ina, = +4oc0. Pokud lim a, = —o0, pak lim e =0.
n—-+4o0o n—-4o00 n—-4o00 n——4o0o

Definice 14.8 (Obecna mocnina) Definujeme obecnou mocninu jako

ab _ eblna.
Definice 14.9 (Hromadna hodnota) Bod a € R nazveme hromadnou hodnotou re-
dlné posloupnosti (a,)!> prdve tehdy, kdy# existuje vybrand posloupnost (ax, )2 =z

(an)29, kterd md limitu rovnu a, tj. ngr—ir-loo ak, = a.

Poznamka 14.6 Kdy? md (a,)! > limitu, md jen jednu hromadnou hodnotu, a to

n=1
lim a,.
n—-+o0o
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Definice 14.10 (Limes superior a limes inferior) Nejvétsi hromadnou hodnotou dané

rediné posloupnosti (a,)’ >y nazjvdme limes superior posloupnosti (a,)!>], znacime
lim sup a,,. Nejmensi hromadnou hodnotu (an)+3° nazyvame limes inferior posloupnosti
n—-+0o

(an)29, znacime liminf a,,.

n—-+4o00

Véta 14.17 (Dobry smysl pfedchozi definice) Mnozina vsech hromadnych hodnot
redln€ posloupnosti (an):{i’i md nejuetsi a nejmensi prvek, tj. marimum a minimum.
Véta 14.18 (Existence limity pomoci limsup a liminf) Pro kaZdou redlnou posloup-

nost (an)n 1 plati, Ze hm an existuje praveé tehdy, kdyz lim sup a,, = lim inf a,,. Ezistuje-
n—+o00 n—>+00

i tedy limita, pak platz hm an, = limsup a, = liminf a,,.
——+o00 n——+o00 n—+o00

o R . , , ()T 2\ T
Véta 14.19 (Vypocet limsup, liminf) Necht vybrané posloupnosti (akn> , (a ) E
n=

oo n=1 kn
. (a,&m)> ) s lmitami V), a®, ..., a"™) pokryvaji pivodni redlnou posloupnost
e
(an)t2, pak plati
lim sup a,, = max{a™, ... a(™}
n——+o0o
a
lim inf a,, = S a™y.
T}glj_n an = min{aM, ... o™}

Véta 14.20 (Bolzano-Cauchyovo kritérium konvergence pro ¢iselné posloupnosti)
Ciselnd posloupnost je konvergentni pravé tehdy, kdy? je cauchyovskd, tj.

(Ve > 0) (Ing € R) (Vn > ng,n € N)(Vp € N)(|an4p — an| < €).

Véta 14.21 (Stolztiv vzorec) Méjme dvé redlné posloupnosti (a,), 2 a (by);25. Ne-

cht (by) 29 21 je ostre rostouct posloupnost kladnych ¢éisel s lim b, = 4+o00. Necht existuje

n——+o00

a

. —a
lim fntl=in 32 a je ji rovna.

n—-+oo bn+1_bn ’

pak existuje i hm

Véta 14.22 (Cauchytv vzorec) Bud (ay)! 2] posloupnost kladnych cisel. Necht exis-

tuje lim 22X pak existuje i lim P/a, a je ji rovna.
je lm ZOR p je i lim 3/an ]J

14.7 Funkce

e Pod pojmem funkce rozumime realnou funkci redlné proménné, tj. zobrazeni f :

(R) — R.

e Pojmy jako supremum, infimum, maximum, minimum a omezenost funkce se vzta-
huji k jejimu oboru hodnot.

e Klasicky definujeme pojmy tykajici se (ryzi) monotonie, tj. (ostfe) rostouci, resp.
klesajici.
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e Definujeme také sudost, tj. f(z) = f(—z), lichost, tj. — f(x) = f(—x) a periodi¢nost
funkee, tj. f(z +¢) = f(x) pro Vo € Dy, —x € Dy, v + £ € Dy. Pokud existuje
minimum mnoziny vSech ¢isel, s nimiz je funkce f periodické, nazyvame ho zakladni
periodou.

o Mezi elementdrni funkce Fadime polynomy, racionalni funkce, mocninné funkce,
exponencialni funkce, logaritmy, goniometrické, cyklometrické funkce, hyperbolické
a hyperbolometrické a ty, které vzniknou konecnym poctem operaci, slozenim ¢i
inverzi.

14.7.1 Hromadny bod mnoZiny

Definice 14.11 (Hromadny bod, derivace mnozZiny a izolovany bod) Bod a €
R se nazgvd hromadnym bodem mnoziny A C R prdvé tehdy, kdyz v kazdém jeho okoli
lezi nekonecné mnoho bodi z mnoZiny A, tj. (VH,) (3xz € H,NA—{a}). MnoZinu vsech
hromadniyjch bodi mnoziny A znacime A’ a nazjvame ji téZ derivace mnoziny A. Bod
a € A, ktery nent jejim hromadngym bodem, se nazyvd izolovany bod mnoziny A.

Priklady:

e A’ = () pro A konec¢nou, tj. koneénd mnozina nemé zadny hromadny bod.

Pro A={l|neN}aB=AU{0} plati 4’ = B' = {0}.

Hromadny bod mnoziny A mize, ale nemusi byt prvkem A. Pfikladem budiz A =
{(-=1)" =1 | n e N}, pak A’ = {-1,1}.

Pro A=(0,1) je A’ =(0,1).

N = {400}, Z' = {£o0}, @ =R, R =R.

14.7.2 Limita

Definice 14.12 (Limita funkce) Necht f: (R) = R a a € D', tj. a je hromadny bod

defini¢niho oboru funkce f. Rekneme, Ze funkce f md v bodé a limitu ¢ € R prdvé tehdy,
kdyz
(Ve > 0) (30 > 0) (Ve € Dy N Ha(0) —{a}) (f(2) € He(e)),

zkrdcené
(VH.) (3H,) (Vo € Dy N Hy —{a}) (f(z) € He).

Znacime lim f(x) = c.
Tr—a

Poznamka 14.7 Limita funkce f v bodé a zdvisi na funkcénich hodnotdach funkce f v
H,N Dy —{a}, tj. nezdvisi na tom, zda (a jak) je funkce definovand v bodé a.

Poznamka 14.8 Definice lze ekvivalentné prepsat pro a € R, c € R jako

limf=ce (Ve>0)(36>0)(Ve e Ds, 0< |z —a| <) : [f(z)—c|<e.
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Véta 14.23 (O jednoznaénosti) Funkce md v daném bodé nejvyse jednu limitu.

Véta 14.24 (Heineova véta) Necht f je funkce, a € D} ac € R. Pak plati lim f(z) =
r—a
¢ pravé tehdy, kdyz ligl f (xy,) = ¢ pro kaZdou posloupnost (x,)2, pro kterou plati
n—-+0oo

pro (Vn € N)(z, € Dy —{a}) a lim z,=a.

n—-+00

Definice 14.13 (Jednostranné limity) Funkce f md v bodé a limitu zleva, resp.
zprava rovnu c, pokud zuZeni (restrikce) f(_oq), T€8p. (f(a400)) md v bodé a limitu
c.

Véta 14.25 (Rovnost limit zprava a zleva) Buda hromadnym bodem D ;N(—o00, a)
a Dy N (a,+00). Pak funkce f md v bodé a limitu ¢ prdvé tehdy, kdyZ limita f zprava i
zleva v bodé€ a je rovna c.

Véta 14.26 (Aritmetika limit funkci) Analogie jako u posloupnosti.
Véta 14.27 (Limita z odmocniny funkce) Analogie jako u posloupnosti.

Véta 14.28 (Limita z absolutni hodnoty funkce) Analogie jako u posloupnosti (ekvi-
valence plati pro ¢ =0).

Véta 14.29 (O limité slozené funkce) Necht a € D';., b,c € R a lim g(x) = b,

fog’ T—a
lim f(y) = ¢ a plati
y—b

(3H,) (Vx € H,NDy—{a}) (g(b) # ¢), nebo (be DiAf(D) = o), nebo b Dy.
Pak
lim (f og)(z) =c.

r—a

Poznamka:

e Pokud je funkce g na okoli H, prostd nebo b je nevlastni bod nebo f je spojita,
pak je podminka splnéna automaticky.

e Dulezitost predpokladu piedchozi véty: definujme g(x) = 0 pro Vz € R, f(y) =1
pro y # 0, f(0) = 2. Pak lign(f og) = 2, ale pfitom li(l)rng =0a li(r)nf =1+#2.

Vybrané referencéni limity:

sinz

limxz — 0 =1

lim In(1+2) = lim In ((1 + x)l/m) =1In (lim(l + x)l/m> =1

z—0 x x—0 x—0
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et —1 et -1 e’ —1

li =1 =lm——=1
050w as0ln(e”)  ao0ln(l+et) — 1
Proa>0,a#1
T _q zlna _ Yy
lima zlimei-lna:hm -lna=1Ina
=0 =0 xzlna y—=0 y
1i Hei 1i 1/z i el/x -1
n—l>r—ir-1c>on(\/g_ 1) - ‘ elne‘ - x—1>r-i{loox(6 B 1) - x—1>I-Poo 1/$ =1

Véta 14.30 (O nerovnostech pro funkce) Nechfa € R a f, g jsou rediné funkce.

e Nechf existuji lim f a lim g. Pak plati
a a

lim f <limg = (3H,) (Vx € DyN Dy N H, — {a}) (f(z) < g(z)).

o Necht existujilim f alim g, existuje okoli H, tak, Ze H,NDy—{a} = H,NDy—{a},
a a

pak plati
(Vo € Ho N Dy —{a})(f(2) < g(z) = lim f < lim g).

Véta 14.31 (O limité seviené funkce) Necht a € R a limf = limg = c. Necht
HoNDy—{a} = H,N Dy —{a}, pak plati
(Vx € HoN Dy —{a})(f(z) < h(z) < g(x) = limh = ¢).

14.7.3 Spojitost

Definice 14.14 (Spojitost, bod spojitosti) Rekneme, Ze funkce f je spojitd v bodé
a € Dy, tj. Ze a je bod spojitosti f, pokud plati

(VH(a)) (3Ha) (Vo € Dy N Ha)(f(2) € Hy(a))-
FEkvivalentni formulace k definici: f je spojitd v bodé a pravé tehdy, kdyz
(Ve > 0) (30 > 0) (Vz € Dy, |z —a| <9)(f(z) € Hyy)-

Poznamka 14.9 KaZzdy izolovany bod Dy je bodem spojitosti f. Funkce miZe byt spojitd
pouze v bodé svého definicniho oboru.

Véta 14.32 (Spojitost a limita) Bud'a € Dy N D}. Pak f je spojita v bodé a prdvé
tehdy, kdyz liin f(z) = f(a).
r—a

Véta 14.33 Plati nasledujici tvrzend.
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i. Funkce f je spojitd v bodé a prdve tehdy, kdyz je spojitd v bodé a zprava i zleva.

it. Pokud funkce f, g jsou spojité€ v bodé a, jsou spojité v bodé a i funkce |f|, f £ g,
f-ga % za predpokladu, Ze g(a) # 0.

wi. Bud a € Dy. Pak platz’ Ze f je spojitd v bodé a pravé tehdy, kdyZ pro kaZdou
posloupnost ()2 proki z Dy, pro niZ hrf Ty = a, platz hm flxn) = f(a).

n—
iv. Necht ¢ je spojita v bodé a, f je spojita v bodé ¢(a). Pak f o ¢ je spojitda v bodé a.
v. Elementarni funkce jsou spojité ve vsech bodech svého definicniho oboru.

Definice 14.15 (Body nespojitosti) Boda € D}, ktery neni bodem spojitosti funkce
f, se nazgvd bod nespojitosti funkce f. Rozlisujeme t7i druhy.

i. Pokud ezistuje limf € R a (lim f # f(a) nebo a ¢ Dy), nazyvime a bodem
a a

odstranitelné nespojitosti.
1. Pokud existuji navzdjem rizné konecné jednostranné limity hgl falim f, 5. 1i1_{1 f#
a a— a

lim f, nazgvdime a bodem nespojitosti proniho druhu (skok).
pr

11i. Pokud nenastdvd prvnt, ani druhy pripad, tj. alespon jedna z jednostranngch limit
neni konecnd, nazjvime a bodem nespojitosti druhého druhu.

14.7.4 Derivace a jeji vypocet
Definice 14.16 (Derivace funkce) Necht a € Dy N D’ Limitu lim &)=/ ) f(a) nazy-

T—a

vame derivace funkce f v bod€é a, zn. f'(a). Je-li f'(a) € R (4. je konecna), rikdme,
Ze [ je diferencovatelnd v bodé a (md vlastni derivaci). Je-li f'(a) = oo, mluvime o
nevlastni derivaci.

Poznamka 14.10 Z véty o limité sloZené funkce dostaneme casto pouzivany ekviva-
lentni zdpis pro derivaci
h) —
f/(a) — hm f(a + ) f(a’> .

h—0 h

Véta 14.34 (Vztah derivace a spojitosti) Necht je funkce f diferencovatelnd v bodé
a, pak je f v bodé a spojitd.

Véta 14.35 (Aritmetika derivaci) Necht funkce f, g jsou diferencovatelné v bodé a,
necht a € Dy N DY, kde ¢ = f £ g, resp. f - g, resp. f . Pak plati

i (f£9) (a) = f'(a) £¢'(a),
i (- 9)(@) = (@) () + (@) g/,
ii. (1) (a) = Lelsle)Sag @

g%(a)
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Funkce H Derivace \ Defini¢éni obor

x® az®l [VaeR, z>0
e’ e’ Vzx e R
a® a®*In(a) | Ya>0,zeR
In(z) 1 vV >0
sin(x) cos(x) |VreR
cos(z) —sin(z) | Vz € R
tan(z) @ VieR, x# 5+ km ke
cot(x) Ty VreR, x#km kel
sinh(x) cosh(z) | Vz € R
cosh(z) sinh(z) | Vz eR
tanh(z) coshlz(x) Ve e R
coth(z) b.mhlg(m) Vz € R — {0}
arcsin(z) 11—x2 Ve e (—1,1)
arccos(z) — 1£x2 Vo e (—1,1)
arctan(z) 1+1x2 VreR
arc cot(x) - HIIQ Ve e R
arg sinh(z) liﬂ Ve e R
arg cosh(z) 1£x2 Ve > 1
arg tanh(z) 1_1m2 Vo € (—1,1)
arg coth(z) L Ve e R—(-1,1)

Tabulka 6: Tabulka derivaci zdkladnich funkci

Véta 14.36 (Derivace slozené funkce) Necht funkce ¢ je diferencovatelnd v bodé a,
funkce f je diferencovatelnd v bodé g(a) a a € D}og. Pak fog je diferencovatelnd v bodé
a a plati

(fog) (a) = f (g(a))- ¢ (a).

Véta 14.37 (Derivace inverzni funkce) Necht je funkce f spojitd a prostd na ote-
vieném intervalu J a diferencovatelnd v bodé xo € J, kde f'(xg) # 0. Pak inverzni
funkce f}l je diferencovatelnd v bodé yo = f(xo) a plati, Ze

1
f'(wo)

Véta 14.38 (Darbouxova) Necht je f spojitd v bodé a zprava a diferencovatelnd na
né&jakém H.. Pak plati, Ze

(f]l)/(yo) =

fi(a) = lim_f'(z),

z—at

pokud limita napravo existuje.
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14.7.5 Lokalni extrémy

Definice 14.17 (Lokalni extrém) Rekneme, Ze funkce f md v bodé a lokdlni mazi-
mum, resp. minimum pravé tehdy, kdyZ 3H, C Dy tak, Ze Vo € H, plati f(x) < f(a),
resp. f(x) > f(a). Spoleény ndzev pro lokdlni mazimum a minimum je lokdlni extrém.
Dadle tekneme, Ze funkce f md v bodé a ostré lokdlni mazximum, resp. minimum prdavé
tehdy, kdyz 3H, C Dy tak, Ze Vo € H, — {a} plati f(z) < f(a), resp. f(x) > f(a).

Véta 14.39 (Nutna podminka pro lokalni extrém) Necht funkce f md v bodé a
lokdlni extrém. Pak f'(a) = 0 nebo f'(a) neexistuje.

Véta 14.40 (Postacujici podminka pro lokalni extrém) Necht funkce f je spojitd
v bodé a a existuje HF tak, Ze f je (ostie) rostouct, resp. klesajici v H, a f je (ostie)
klesagici, resp. rostouci v H. Pak f md v bodé a (ostré) lokdlni mazimum, resp. mini-
mum.

Véta 14.41 (O druhu extrému) Necht ezxistuje H, tak, Ze je f na H, diferencova-
telnd. Necht f'(a) = 0 a f"(a) > 0, resp. f"(a) < 0. Pak f md v bodé a ostré lokdlni
minimum, resp. marimum.

Véta 14.42 (Vztah znaménka derivace a monotonie) Necht f je spojitd na inter-
valu I. Necht md f derivaci v kaZdém bodé I°. Pak pro Vz € I°

o f'(x) >0 prdvé tehdy, kdyz f je na I rostouct,

f'(x) <0 prdvé tehdy, kdyz f je na I klesajici,

f(x) = 0 prdvé tehdy, kdyz f je na I konstantni,

pokud f'(x) > 0, pak f je na I ostie rostouct,

pokud f'(x) <0, pak [ je na I ostre klesajici.

Poznamka 14.11 Pruni t7i body v predchozi vété funguji tedy jako postacujict i nutnd
podminka, posledni dva body predstavuji jen postacujici podminku. Prikladem budiZ
f(x) = 23, jejiz derivace neni v bodé 0 kladnd (opravdu tedy nefunguje smér zpét).

14.7.6 Konvexnost, konkavnost

Definice 14.18 (Konvexnost a konkavnost) Rekneme, Ze funkce f je ma intervalu
J C Dy konvexnt, resp. konkdvni, pokud pro Vry,x2,x3 € J, kde 1 < x2 < 13, plati, Ze

flzs) = fla)

€r3 — X1

f(x2)

IN

(w2 — 21) + f(21),

resp.
f(z3) — f(x1)

os g, P2 E)F ().

f(x2) >

V pripade ostrych nerovnosti mluvime o ostré ¢i ryzi konvexnosti, resp. konkdvnosti.
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Poznamka 14.12 Predchozi definice tikd, Ze bod [xa, f(x2)] musi leZet pod, resp. nad
useckou spojujici body [x1, f(x1)] a [z3, f(x3)] (nebo na ni v pripadé neostré nerovnosti).

Véta 14.43 (Postacujici podminka pro konvexnost, resp. konkavnost) Necht f
je spojitd na intervalu I a diferencovatelnd na intervalu I°. Pak je-li f' (ostie) rostouct,
resp. klesajici na I°, je f (ryze) konvexni, resp. konkdvni na I.

Dusledek 14.5 Necht f je spojitd na I a pro Yz € I° plati, Ze f"(x) > 0, resp. f"(x) <
0. Pak je f na I konvexni, resp. konkdvni. Plati-li ostré merovnosti, mluvime o ryzi
konvexnosti ¢i konkdvnosti.

Definice 14.19 (Inflexni bod) Rikdme, Ze funkce f md v bodé a inflezi (inflexni bod)
prave tehdy, kdyzZ je diferencovatelnd v bodeé a a plati ndsledujici

(3H,) (Vx € Hy) (x <a= f(z) < fla)+ f'(a)(z — a)) A
ANz >a= f(z) 2 fla)+ f(a)(z —a)).

Véta 14.44 (Nutna podminka pro inflexni bod) Necht f md inflexi v bodé a a je
na libovolném okoli H, diferencovatelnd. Pak f"(a) = 0 nebo f”(a) neexistuje.

Véta 14.45 (Postacujici podminka pro inflexni bod) Necht existuje H, tak, Ze f”
je konecnd na H,, necht f"(a) =0 a f"(a) #0. Pak f md v bodé a inflexni bod.

14.7.7 Tecéna

Definice 14.20 (Teéna) Rekneme, Ze funkce f md v bodé a tecnu
e 0 rovnici x = a, je-li f spojitd v bodé a a f'(a) = too;

e o rovnici y = f(a) + f'(a)(x — a), je-li f diferencovatelnd v bodé a.

Bodu [a, f(a)] Tikdime bod dotyku.

14.7.8 Asymptoty

Definice 14.21 (Asymptota) o Primku o rovnici y = kx + q, kde k,q € R, na-
zveme asymptotou funkce f v bod€ +oo, pokud
lim (f(2) ~ (ke + ) =0,

e Buda€ D}. Primku o rovnici x = a nazveme svislou asymptotou funkce f v bodé
a, pokud existuje alespon jedna z limit lir+nf nebo lim f a je rovna too.
a a—

Véta 14.46 (Linearni a absolutni ¢len asymptoty) Funkce f md v bodé 00 asymptotu
o rovnici y = kx + q pravé tehdy, kdyz

f(z)

lim =keR

r—+oo I

lim (f(z)—kz)=q€cR.

r—Fo00
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14.7.9 VysSetfovani prubéhu funkce
VysSettit priubéh funkce zejména obnasi nalézt:

e defini¢ni obor, obor hodnot,

e priseciky s osami soufadnic a jiné dulezité funkéni hodnoty (napf. limity v neko-
necnech),

e pripadnou sudost, lichost, periodicitu,

e spojitost, druhy bodi nespojitosti,

e existenci asymptot (svislych i téch v nekone¢nech),

e monotonii funkce (intervaly monotonie), lokalni extrémy,
e konvexnost a konkavnost funkce, inflexni body,

e nakreslit graf funkce.
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