Tayloruv rozvoj sloZzené funkce

1. TEORIE
Uvazujme spojitou funkci
J () =T, (x) + Rysy (%) (1)

kde T, (x) je n-ty TaylorGv polynom funkce f se stfedem v bodé 0 a R, (x) je pfislusny zbytek, pro
né¢jz plati

Ry () = x"Q (25 limQ (x) = 0. 2)
Analogicky uvazujme spojitou funkci
g (xX) = 1, (X) + st (X, 3)
kterd navic spliuje g(0) =0 a
Fme1 (%) = X0 ()3 limw (x) = 0. “4)

Potom plati

f(g(x) =T,(g(x)+ Ryus1 (g (x))
= Tn (tm ()C) + P+l ()C)) + Rn+1 (g (X)) . (5)
Zvolme ny < min {m, n}. Clen T, (t,, (x) + rpe1 (X)) 1ze zapsat jako
Ty (6 (X) + ripe1 (%)) = P(x) + R(x) (6)

kde P (x) obsahuje ¢leny tvaru ax* kde k < ng, a R (x) €leny tvaru ax* pro k > ny a ddle soudiny tvaru

ax 1 (0) = ax*"w (x)' kde k > 0,1 > 1. Z tvaru ¢lend R (x) okamZité plyne

fim R _

x—0 x"

0.

Diéle se zabyvejme Clenem R, (g (x)). Z ptedpokladu g (0) = 0 mé polynom ¢, (x) konstantni clen
roven 0 a Ize tedy zapsat jako #,, (x) = x7 (x). Po dosazeni do (3) a s vyuZitim (4) dostdvame

g (x) = xt (x) + X" w (x)
Ru1 (g () = (x7 (x) + X" ()" Q (g (x)) .
Potom pro ny = 0 plati zjevné

y Ry (g(x)
im————== =

x—0 xo

imR,.41 (g (x)) =0

apro ng > 0 (atedy i m,n > 0) plati

R,. o . o s . n
fim Rt G OD oo (67 () + X" (x))" Qg (1)) = lim "™ (7(x) + "' (x)) Q g(x)] =0.
x—0 Xx'o x—0 x—0 ~——
—>f(0)” —0
-0

Celkem tedy z (5) a (6) mdme

fg(x)=Px)+R(x)+Ry1(g(x) = P(x) + Ry, (%)
=Ry, (x)
1




kde R ()
lim B X)
x—=0 x'

Z véty o jednoznacnosti Taylorova rozvoje tedy P (x) musi byt n,-ty Tayloriv polynom funkce f o g.

=0.

2. PRIKLAD

Vypocitejme limitu

x+ln('\/1 +x2—x)
lim 8 .
x—0 X-

Limitu snadno vypocitdme, kdyZ najdeme 3. Taylordv polynom Citatele a vyjadiime

5 v
. Xt ln( VI +x x) . apt+ax+axt +azxX’ + Po(x)  |as kdyZ ap 12 =0,
lim g = lim 8 =

x—0 x x=0 X +o00 nebo neexistuje jinak.

Upravme nejprve

x+ln(\/1+x2—x):x+%ln(1+x2)+ln(1+ l_sz)' (7)

Plati ) 1
SR vy
In(1+y) = Ty =+, 8
n(l +y) Zl Sy =y o+ ®)
kde pod ,,- - - “ rozumime vy$§ mocniny y neZ y° a ptislusny Tayloriv zbytek. Proto
1 1
NN_ L2 L4
1n(1+x)—2x 4x+
Dile
+00 a
1+ o3 — ﬂ’
(1+y) Z:(; (n)y
a tedy

-x o< (-1 1
:—Z( 2)x2"+1:—x+5x3+~'
Vl +x2 n=0 n

Nyni dosadime tento rozvoj do rozvoje logaritmu a budeme uvazovat pouze mocniny do 3. stupné.
Ziskame

ln(1+ - ) ( ESEIN ) 1( LN )2+1( NESE )3+
=|—x —X oo | — = —x —X e —|—x —X e e
V1 + x? 3 2

Celkem dostavame

x+In(V1+22 - x) ”*%IH(H’CZ)HH(H ‘/%)

1 1 1 1 1
:x+§x2+---—x—§x2+(§—§)x3+---:6x3+--- )

Taylorovym polynomem funkce x+In ( VI +x% — x) je tedy polynom %x3. Proto vysledkem zkoumané

limity je a3 = é.
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Pozndmka. Vypocet lze fesit jeSté jinym zplGsobem: MiZeme prepsat argument logaritmu na levé
strané (7) jako

V1+x2—x:1+(—1—x+ V1+x2)

y

a rozvinout

+00 1
5 1 1
-1-x+ V1+x2:—l—x+Z(2)x2”:—1—x+1+—x2+~-:—x+—x2+~-'
~\n 2 2

Po dosazeni do rozvoje (8) dostavame

1 1 1 ’ 1 ’
ln(\/l+x2—x):(—x+—x2+---)——(—x+—x2+---) + (—x+—x2+---) +oee

1
2 2 2 3 2
- xtif +l(—x)2+2x —x* + +l((—x)3+ )
2 2 3
1 1 1

coZ je stejny vysledek jako (9).

Pozndmka. V tomto konkrétnim piipadé 1ze dokonce ziskat celou Maclaurinovu fadu Citatele
f@=x+In(Vi+2-x).

Plati totiz

fr)=1+

1 2x 1 N3
—1)=1- =1-(1+x) .
VI+x2—x\2VI + x2 V1 + x2
Na posledni vyraz jiZ lze aplikovat zobecnény binomicky rozvoj a vyslednou fadu poté zintegrovat
Clen po Clenu. OvSem jiZ pro lehce modifikovanou funkci
f(x):x+ln( V1+x2—§)
tento postup nikam nepovede.



