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1 Diferencialni pocet readlné proménné - derivace, jeji aplikace pro vy-
Setrovani funkce, véty o prirtstku funkce

Definice. (derivace) Mé&me funkci f: R — R a bod a € Dy N D’. Potom derivaci funkce f v bodé a nazveme

f/(a) — lim f(.]?) — f(CL)

T—a Tr—a

)

pokud tato limita existuje. Je-li f'(a) € R, Fikadme, Ze je v bodé a diferencovatelna.

Vé&ta. (aritmetika derivace) Budte f, g redlné funkce redlné proménné diferencovatelné v bodé a € R. Pak plat,
ze

L (f+9) (@) = f (a) + ¢ (a),
2. (f9) (@) = g(a) f' (a) + f (a) ¢’ (a),

3.1 @#0, (3) (0= @,

pokud vijrazy na pravé strané maji smysl.

Véta. (derivace sloZené funkce) Necht g je diferencovatelnd v bodé¢ a, f je diferencovatelnd v bodé g (a), a € DY, .
Pak f o g je diferencovatelnd v bodé a a plati, Ze

(fog) (a)=f(g(a)) g (a).

Vé&ta. (derivace inverzni funkce) Necht f je spojitd a prostd na otevieném intervalu J a diferencovatelnd v bodé
2o € J, kde f' (wg) # 0. Pak inverzni funkce f=1 je diferencovatelnd v bodé¢ yo = f(xo) a plati, Ze

((f/J)_1>I(yo) = ﬁ-

Véta. (Darboux) Bud funkce f zprava spojitd v bodé a, necht je f diferencovatelnd na pravém okoli bodu a, necht
existuje lim,_,q, f'(x). Pak existuje f' (a) a plati, Ze

Definice. (derivace vyssich Ffadi) Bud f realné diferencovatelna funkce. Oznacime funkci f’ : R — R definova-
nou f’ (z) = 9L (2). Druhou derivaci funkce f” rozumime derivaci funkce f’ atd. pro vyssi derivace.

= @
Definice. (lokalni extrémy) Rikame, Ze funkce f mé v bod& a
1. lokalni maximum, pravé kdyz (3H,) (Vz € H,) (f (z) < f (a)),
2. ostré lokalni maximum, pravé kdyz (3H,) (Vx € Hy N {a}) (f (z) < f (a)),
3. lokalni minimum, pravé kdyz (3H,) (Vx € H,) (f (z) > f (a)),
4. ostré lokalni minimum, pravé kdyz (3H,) (Vz € H, ~ {a}) (f (z) > f (a)),

Véta. (nutna podminka existence extrému) Necht f md v bod€ a lokdlni extrém. Pak f’ (a) = 0 nebo f'(a)
neexistuje.

Véta. (postacujici podminka pro monotonii funkce) Bud f spojitd na intervalu I, necht existuje ' na I°.
Pak plati, Ze

& f je na I rostouct.

& f je na I Klesajict.
= f je na I ostie rostouct.

) (f' (z) = 0)
( ) (f" (z) <0)
(Vz € I)(f (z) =0) & f je na I konstantni.
( ) (f' (z) > 0)
( ) (f" (z) <0)

= f je na I ostre klesajict.



Véta. (derivace a postacujici podminka existence extrému) Bud f diferencovatelnd na néjakém okoli bodu a.
Je-li f' (a) =0 a soucasné f” (a){ z 8 , pak f md v bodé a ostré loka’lm’{ ;Z;ZEZZZ .
Definice. (te€na) Funkce f méa v bodé a

1. svislou te¢nu pravé tehdy, kdyz f je spojita v bodé a a f’ (a) = +oo,

2. nesvislou teénu y (z) = f (a) + f’ (a) (x — a), pokud je f v bodé& a diferencovatelna.
Bodu (a, f (a)) fikdme bod dotyku.

konvexni

Definice. (konvexnost, konkavnost) f{ikéme, ze f je na intervalu [ .
konkavni

> , pravé kdyz

<

(V!El,(EQ,LEg S I, 1 < X < (Eg) (f (.’E2)< ; >

f(x3) — f (1)

T3 — T1

(w2 —z1) + f (x1)> :

Véta. (postacujici podminka pro konvexnost a konkavnost) Bud funkce f spojitd na intervalu I a diferen-
rostouct konvexnd
klesajici konkduni

4 o _]s ! o ;
covatelnd na I1°. Je-li f ostie rostouct ™% 1°, pak je f na I ryze konvezni

ostie klesajici ryze konkdvnt
>0 roste
Véta. (postacujici podminka pro monotonii ') Bud funkce f" na intervalu I° <0 . Pak f' Klesd
>0 ostre roste
<0 ostre klesd
konvexni
konkduont

na I°. Pak f je na I

ryze konverni
ryze konkdvni

Definice. (inflexni bod) Rikame, ze funkce f mé v bodé a inflexi, pravé kdy# je diferencovatelna a plati, ze

> <

(3H,) (Vxz € H,) (x<a:>f(x)< - >f(a)+f’(a)(x—a)> A (;v>a:>f(x)< N >f(a)—|—f’(a)(x—a)).
Véta. (nutna podminka existence inflexniho bodu) Necht funkce f md inflexi v bod€ a a necht je diferenco-
vatelnd na okoli a. Pak f" (a) = 0 nebo neexistuge.

Véta. (postacéujici podminka existence inflexniho bodu) Necht existuje okoli H, takové, Ze f md konecnou
druhou derivaci na H,. Necht f" (a) =0 a " (a) # 0. Pak f md v bodé a inflexnt bod.

Véta. (asymptota) Funkce f md v +oo asymptotu o rovnici y (z) = kx + q, prdvé kdyz
- f(z) .
1 —2=keR A 1 —kx) =q.
Sp T TRER A U@ k)=

Podobné pro pripad —oc.
Funkce f md v bod¢ a € R asymptotu x = a, kdyZ lim,, f nebo lim,_ f existuje a je rovna +o0o nebo —oo.

Véty o prirustku funkce

Véta. (Rolleova) Bud f spojitd na intervalu [a,b], necht f je diferencovatelnd na (a,b), f(a) = f(b). Pak
dec € (a,b) tak, Ze f' (c) = 0.

Véta. (Lagrangeova) Bud [ spojitd na intervalu [a,b] a diferencovatelnd na (a,b). Pak 3c € (a,b) tak, Ze

R LUES (0}

Vé&ta. (Cauchyova) Budte f, g spojité na intervalu [a,b], diferencovatelné na (a,b) a necht g’ (x) # 0, Va € (a,b).
Pak Jc € (a,b) tak, Ze




2 Riemanntv integral v R, definice, postacujici podminky existence,
Newtonova formule, substituce, per partes, véty o stfedni hodnoté

Definice. (dé&leni intervalu) Bud [a,b] interval v R. Kone¢nou mnozinu o = {zg,x1,22,...,2,} takovou, ze
a=x9<x <...<2zZ,=>bnazyvame rozdélenim intervalu [a,b]. Bodim x) pro k = 1,2,...,n — 1 fikdme délici
body intervalu [a, b], intervalu [zj_1, x| Fkdme Casteény interval intervalu [a,b] pfi rozdélent o.

Definice. (norma rozdéleni) Bud o = {zg,z1,22,...,2,} s body a = zg < z1 < ... < z,, = b rozdélenim
intervalu [a,b]. Ozna¢me Ay = x — xx—1 pro k = 1,2,...,n. Cislo v (0) = max{Ag|k =1,2,...,n} nazyvame
normou rozdéleni.

Definice. (zjemnéni) Necht o a o’ jsou rozdéleni intervalu [a, b], pfitemZ o C o’. Pak o’ nazyvame zjemnénim
rozdéleni o.

Definice. (horni a dolni sou¢et) Necht funkce f je omezena na intervalu [a,b] a necht o = {xg,z1,22,...,2n}
s body a = xg < x1 < ... <z, = b je rozdélenim intervalu [a, b]. Oznaéme

M;= sup f(x) a m;= inf f(x)

z€[wi_1,2] r€[Ti—1,2]
pro kazdé i = 1,2,...,n. Pak
n n
i=1 i=1
nazyvame hornim, resp. dolnim, sou¢tem funkce f pro rozdéleni o.

Definice. (horni a dolni integralni souéet) Necht funkce f je omezena na intervalu [a, b]. Infimum mnoZiny hor-
nich souétt a supremum dolnich souctu pfes rozdéleni o intervalu [a, b] nazyvame hornim, resp. dolnim, integralnim
sou¢tem funkce f a znacime

b b
/f:ilng(o), resp. /fzsups(a).

Definice. (Riemanniiv integral, Darboux) Necht f je omezena na [a,b]. Je-li faéf = ff f, tikdme, ze f ma
v intervalu [a, b] Riemanntv integral. Spoleénou hodnotu dolniho a horniho integralniho souétu zna¢ime f: f nebo

fab f (x)da. O funkci f fikame, Ze je integrovatelna v [a, b].

Véta. (nutna a postacujici podminka existence) Bud [ omezend na intervalu [a,b]. Pak
b
/ [ ezistuje < (Ve > 0) (Frozdélent o intervalu [a,b]) (S (o) — s (o) <e€).

Véta. (postacujici podminky existence integralu)
Bud funkce f spojitd na intervalu [a,b]. Pak f md v tomto intervalu integrdl.
Bud’ funkce f monotonni na intervalu [a,b]. Pak f md v tomto intervalu integrdl.

Definice. (Riemannova definice Riemannova integralu) Bud f omezena funkce na [a,b] a necht o =
{zo, 1, 22,..., 25} s body a = zg < 1 < ... < x, = b je rozdélenim intervalu [a,b]. Sumu J (o) = Y1, f (&) A,
kde &; € [x;-1, 2], Vi € {1,2,...,n} nazyvame integralnim souc¢tem funkce f pii rozdéleni o.

Definice. (normalni posloupnost rozdéleni) Posloupnost rozdéleni intervalu [a, b] (Un):z nazyvame normalni
pravé tehdy, kdyz lim,,—, 1o v (0,) = 0.

Véta. (zakladni véta integralniho po&tu) Bud f omezend funkce na [a,b]. Integrdl fab f existuje pravé tehdy,
kdyz pro kazdou normdlni posloupnost rozdélent (0,) 125 je posloupnost (J (0n))nen konvergentn.
Véta. (integral jako funkce horni meze) Nech? [ je funkce integrovatelnd na [a,b]. Pak funkce F: [a,b] — R

definovand predpisem F(x) = f: f je spojitd na [a,b]. Je-li navic funkce f spojitd v bodé xy € [a,b], je funkce F
diferencovatelnd v xg a plati F'(xo) = f(xo).



Newtonova formule

Vé&ta. (Newtonova formule v uréitém integralu) Necht existuje fab f, kde a,b € R, a < b a necht existuje
funkce F takovd, Ze

1. F je spojitd na intervalu [a,b],
2. F'(z) = f(x), Vx € (a,b).
Pak plati, Ze ,
[ r=ro-r@ = re.

Véta. (Newtonova formule v zobecnéném integralu) Necht —oco < a < b < 400 a necht pro funkci f
na intervalu [a,b) plati, Ze Va € (a,b) existuje Rfaz f. Exzistuje-li funkce F takovd, Ze

1. F je primitivng funkci k funkci f na intervalu (a,b) a
2. F' md konecéné limity lim,, F, lim,_F'.

Pak existuje fab f a plati, Ze

Substituce
Véta. (o substituci v uréitém integralu) Necht pro funkce f a ¢ plati, Ze
1. ¢ je spojitd na [a, ] a diferencovatelnd v (o, (),
2. f je spojitd na ¢ ([, B]).
Pak plati, Ze
#(8)

B
/fwwwwazf f (@) dz,
a ()

pokud integrdl na levé strané existuge.

Véta. (o substituci v zobecnéném integralu) Necht funkce ¢ je ostfe monotonni a md spojitou derivaci ¢’
na intervalu (o, B) a necht je funkce f spojitd na intervalu ¢ (o, B)). Oznaéme a = ¢ (o), b:=1limg ¢. Pak plati,
Ze

B b
| rewema= [ @
za predpokladu, Ze alespoti jeden z integrdliu existuje.

Per partes

Véta. (per partes pro uréity integral) Necht funkce f a g jsou spojité na [a,b] a diferencovatelné na (a,b).
o b g b,
Jestlize existuji integrdly [ f'g o [ fg', pak

b b
/ [ (@) g (z)de = [f(w)g(z)]f;*/ f(@)g (z).

Vé&ta. (per partes pro zobecndny integral) Necht —oco < a < b < 400 a necht funkce [ a g spliiugi, Ze
1. f, g maji spojitou derivaci f', ¢’ v intervalu [a,b),

2. existuje konecnd limita limy,_ fg,

3. exzistuje jeden z integrdli fab f'g, f; fq'.

/ab f'g=Ifgl, - /ab fq'.

Pak existuje i druhy integrdl a plati, Ze



Véty o stiedni hodnoté
Véta. (o stfedni hodnoté 1) Necht funkce f a g jsou omezené na intervalu [a,b] a necht maji vliastnosti:
1. funkce f je integrovatelnd, nezdpornd na intervalu [a, b]
2. soucdin fg je integrovatelny na [a,b].
Pak
b b
Ju € |inf g,supg| tak, Ze / fg:u/ I
[a,b] [a,b] a a

Véta. (o stfedni hodnot& 2) Necht funkce f a fg jsou integrovatelné na intervalu [a,b] a necht g je monotonni
v [a,b]. Pak

b ¢ b
e lat) takze [ fg=g0) [ f+g<b)/5 I3

Konvergence zobecnéného integralu

Véta. (konvergence zobecnéného'integrélu) Necht —oc0 < a < b < +00 a necht pro funkci f na intervalu
(a,b) plati, Ze Va € (a,b) existuje R [ f. Pak

zI/
/ fl<e].
I/

Disledek. Necht —oo < a < b < +00 a necht pro funkci f na intervalu [a,b) plati, Ze YV € (a,b) existuje Rfam f-
Pak

/b [ existuje < (Ve > 0) (3c € (a,b)) (Va', 2" € (¢, b)) (

b b
/ |f| konverguje :>/ f konverguge .
a a

Definice. (absolutni konvergence) Necht integral ff f konverguje.
o Kdyz ff |f] také konverguje, fikame, Ze f(f f konverguje absolutné.
e Kdyz f: |f| diverguje, Fikdme, Ze f; f konverguje neabsolutné.
Véta. (srovnavaci kritérium) Necht —oco < a < b < +oo, necht pro funkci f na intervalu (a,b) plati, Ze
Va € (a,b) existuje R [ f a necht 0 < f(z) < g(x) pro kazdé x € (a,b). Pak
b b
/ g konverguje é/ f konverguje
a a

b b
/ f diverguje = / g diverguje .
a a

Véta. (srovnavaci kritérium - limitni tvar) Nechf —co < a < b < 400, necht pro nezdpornou funkci f,
resp. kladnou funkci g na intervalu {(a,b) plati, Ze Vo € (a,b) ezistuje Rf; f, resp. existuje Rfam g. Necht existuje
lim,_ g =: L. Pak plati:

o pokud L < +00 a fabg konverguge, pak f:f konverguje,

o pokud L >0 a f;g diverquje, pak f(ff diverguge,

e pokud 0 < L < 400, pak f; f konverguje prave tehdy, kdyZ konverguje f:g.

Véta. (Dirichletovo kritérium) Necht —oco < a < b < 400, necht pro funkce f a g na intervalu {a,b) plati, Ze
Va € (a,b) existuje R [ f, resp. existuje R [ fg. Pokud plati

1. F(x):= f; f je funkci omezenou na (a,b) a
2. g je funkci monotonni na {a,b) s limitou lim;,_ g =0,

pak integrdl f; fg konverguje.



3 Ciselné rady, kritéria konvergence, prerovnani rad, soucin rad
Definice. (&iselna fada) Necht (an):icl je Ciselna posloupnost. Posloupnost jejich ¢astednych soucti (sn):icl
definujeme vztahem

Sp=a1+az+ -+ a,, VneN.

Dvojici posloupnosti ((an):ii , (sn)j{z) nazyvame &iselnou fadou a znacime ji 3% a,, kde a,, nazgvame n-tym
Clenem c¢iselné rady. Existuje-li kone¢na limita s = lim,,_, 1 Sp, Fkdme, Ze Fada konverguje a ma soucet s. Pokud
limita neexistuje, fikime, ze fada osciluje. Pokud je limita rovna oo, fikime, Ze fada podstatné diverguje.

Véta. (nutna podminka konvergence) Bud Zn 1 Gn konvergentnt Tada. Pak limy, 4 an = 0.
Véta. (aritmetika fad) Budte 3.7 a, a 3.7 b, ciselné Fady.

o Jestlize 7 a, a Y25 by, konvergugi. Pak Y% (an + by) konverguge.

o Jestlize S 21 G konverguje a Z 1 by, diverguje. Pak Z 1 (an + by) diverguje.

e Bud o € C~ {0}. Pak Fady Zn 10n G Z:g aa, maji stejny charakter.

Véta. (B-C kritérium konvergence) Rada > an konverguje, prave kdyz
n+p
(Ve > 0) (Ing) (Vn € Nyn > ng) (Vp € N) ( Z ag| < 5) .
k=n-+1

Dasledek. BUd’Z:ii lan| konvergentni fada. Pak Z:ﬁ a, je konvergentni fada.

Kritéria konvergence

Rady s kladnymi &leny

Véta. (srovnavaci kritérium) Necht pro nezdporné posloupnosti (an)zoﬁ a (by )ng plati a,, < by, od jistého ny.

e Pokud Zn 1 an, divergugje, pak Z:g b, diverguje.
e Pokud Z 1 bn, konverguje, pak Zn 1 an konverguge.

an+1 < b1
b"L

Necht pro nezdporné posloupnosti (an):iol a (by )+_1 plati, Ze od jistého ng.

e Pokud Zn | an, diverguje, pak Z:z b,, diverguje.

o Pokud 3.1 b, konverguje, pak 3125 a,, konverguje.

—+o0
n=1"

Véta. (podilové kritérium) Budte (a,) (bn )” 1 kladné posloupnosti takové, Ze existuje L := limy,_, o0 3.

e Pokud L < +o0 a Z 1 bn, konverguge, pak Zn 1 G, konverguge.

e Pokud L >0 a Z b, diverguje, pak Zf)z a, diverguje.

n=1
e Pokud L € (0,+00), pak Fady Y. > b, a En 1 Gn, magi stejny charakter.

Véta. (Cauchyovo odmocninové kritérium) Necht a, > 0, ¥n € N.

1. Jestlize existuje ¢ < 1 a ng takové, Ze pro kaZdé n € N, n > ng plati /a, < q, pak Tada Zn 1 an konverguge.
(Limitnd pFipad lim, 4 /a, =q¢<1= Zn 1 an, konverguge.)

2. Jakmile pro nekoneéné mnoho indexu plati /a, > 1, pak Tada Z 1 an diverguge.
(Limitnd piipad lim, 4o /ay, =q¢> 1= anl ap, diverguje.)

Véta. (d’Alembertovo podilové kritérium) Necht a,, > 0, Vn € N.



1. Jestlize eristuje ¢ <1 a ng takové, Ze pro kaZdé n € N, n > ng plati = Intl < g, pak Fada Z _1 Gn konverguje.

An41
n oo = n .
(Limitnd piipad lim,,_, =q<1=3"% a, konverguje.)

Qn

2. Jakmile pro vSechny indexy n od jistého indexu ng plati a;% > 1, pak Fada Z:g an diverguje.
=q¢>1= 3" a, diverguje.)

an+1
Qn

(Limitnd pripad lim,—, 4 oo

Véta. (Raabeovo kritérium) Necht a, > 0, Vn € N.

1. Ezistuje-lv o > 1 ang takové, Ze pro kazdé n € N, n > ng platin (1 ) > «, pak Tada Z _1 Gn konverguje.

(Limitnd piipad limy,_, 4o n (1 — %) =a>1= Z:g an konverguye.)

2. JestliZe existuje ng takové, Ze pro kazZdé n € N, n > ng plati n (1 — %) < 1 pak Tada Z:ﬁ an diverguje.

(Limitng piipad lim, oo n (1 — M) =a<l= Z:g an, diverguje.)

Qn

—+o0

Véta. (Gaussovo kritérium) Necht (an), ",

je kladnd posloupnost, pro niz existuji ¢isla q,a € R, kladné €
a omezend posloupnost (cn)+ takovd, Ze

Ap+1 o
—— =q——+——, VneN.
an, 9 n 1+5

1. Jestlize ¢ <1 nebo (q=1 a a > 1), pak Tada Zn 1 an konverguge.

2. Jestlize ¢ > 1 nebo (g =1 a a <1), pak fada Z ) an, diverguje.

Vé&ta. (integralni kritérium) Necht f je kladnd funkce klesajici na (1,+00). Pak

+o0 too
/ f(x)dz konverguje < Z f(n) konverguje .
1

n=1

Rady s obecnymi ¢leny
Véta. (Dirichletovo kritérium) Nech? (an):z je redlnd posloupnost a (bn):ii komplexni posloupnost splriujici:

1. (an)zg je monotonni a lim,_ . a, =0,

2. (bn):g md omezenou posloupnost édistecénijch soucti,

pak Tada Zn 1 anby, konverguge.

Véta. (Abelovo kritérium) Necht (an)n 1 je redind posloupnost a (by) 2 komplexni posloupnost spliiugict:

1. (an)F je monotonni a konvergentns,
2. 37 b, je konvergentni Fada,

pak Tada E 1 anby konverguje.

Rady se st¥idavymi znaminky

Véta. (Leibnizovo kritérium) Necht (an):icl je klesagici posloupnost kladngch éisel. Jestlize lim,, o0 an, = 0,
+oo n+1 .

pak > 7 (—=1)"" ay, konverguje.

Pozndmka. Z Leibnizova kritéria lze odvodit i odhad chyby pro fady se stfidavymi znaménky, pokud bychom chtéli
seCist jen kone¢ny pocet prvki. Nejvétsi chyba, které se mizeme dopustit, je rovna prvnimu vynechanému ¢lenu v
absolutni hodnoté.



Véta. (modifikované Gaussovo kritérium) Necht (an)zg je kladnd posloupnost, pro niz existuji ¢isla q,a € R,

kladné € a omezend posloupnost (cn) 1 takovd, Ze
An41 «
=q——+ Vn € N.
an, - 1+5

+o0o

o (=1)"" a,, konverguje absolutne.

o Je-lig<1lmnebo (q=1aa>1), pak Fada

o Je-lig>1nebo (g=1aa<0), pak fada 37> (- D" a, diverguge.
+oo

oo (=)™ 4, konverguje neabsolutné.

o Je-lig=1aae(0,1], pak Tada

Uzavorkovani

Definice. (uzavorkovanl fady) Bud an Tada a (kn)::(’) ostfe rostouci posloupnost nezdpornych celych ¢isel

n= 1
s nultym ¢lenem ko = 0. Radu anl n, jejiz ¢leny jsou uréeny A, = Z;‘cikn,1+1 Aj = Q141 Thy_142 T+ ak

Vn € N, nazyvame uzavorkovanim fady Z+f° ap, podle posloupnosti (ky, ):f% .

n?

Véta. Pokud tada Z 1 an konverguje, pak konverguje i kaZdé libovolné uzdvorkovdni Z 1A

Véta. (uzavorkovani fady) Necht S22 A, je uzdvorkovdnim fady 3> a, podle posloupnosti (kn)zi% Necht
jsou splnény podminky

1. (AM eN) (vn € N) (kpt1 — kn < M),
2. limy, 400 an =0.

Pak tady E:z A, a E:z an maji stejny charakter a v pripadé konvergence i stejny soucet.

Pierovnani rady

Definice. (pferovnani fady) Mé&jme ¢iselnou fadu Z+ 1 an a bijekci ¢ : N — N. Radu Z ag(n) Nazyvame

n=1

prerovnanim fady 37 a,, podle ¢.

Véta. (prerovnani absolutné konv. fady) Necht Z:g a, je absolutné konvergentni fada. Pak kaZdé jeji pre-
rovndni je absolutné konvergentni fada se stejnym souctem.

Véta. (Riemann) Necht E+°° a, je neabsolutné konvergentni redlnd Fada. Pak ke kaZdému s € R existuje pie-
rovndni Z 1 Gg(n) takovd, Ze md soucet s. RovnéZ existuje oscilujici prerovndni.

Soucin rad
Definice. (soucin fad) Necht Zn 10n & Z:ﬁ b,, jsou &iselné fady a ¢ : N x N — N je bijekce. Pro kazdé n € N
polozme &islo ¢, = a;bj, kde n = ¢ (i, ). Pak fadu 3% ¢, nazjrvéme soucinem fad 7% a, a 2% b,

Vé&ta. (soucin absolutné konvergentnich fad) Budte > '~ a E by, absolutné konvergentni Tady. Pak
jejich libovolny soucin je také absolutné konvergentni Fada a pro ]6]2 soucet platz Ze

+oo +o00
3 a = () (0.
i,jEN n=1 n=1
Definice. (soucinova fada) Necht Z+ 10n 2 Z:z by jsou &selné fady. Radu
—+o00 n—1
> (St
n=2

nazyvame sou¢inovou fadou.

Dusledek. Pro absolutné konvergentni rady Z:g an @ Z:ﬁ by, plati, Ze

() () -2 )
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4 Mocninné rady, vlastnosti sou¢tu mocninné rady, Taylortv polynom,
Taylorova rada, rozvoje zadkladnich funkci do Taylorovy rady

Definice. (Mocninna fada, obor konvergence) Necht (an)zz je realna, resp. komplexni posloupnost a necht

a je redlné, resp. komplexni &islo. Pak fadu 321 a,, (z — )" nazyvame mocninnou fadou se stiedem v bodé a.
Mnozinu v8ech realnych, resp. komplexnich ¢isel z, pro kterd mocninna fada konverguje, nazyvame obor konvergence
mocninné Fady, s(z) pak oznafuje soufet mocninné fady pro x z oboru konvergence.

Véta. Pro kaZdou mocninnou Fadu Z:i% an (x —a)" ezistuje p € R, p > 0 takové, Ze

1. pokud |z — a| < p, pak Ffada 3,5 ay, (z — )" konverguje absolutné,

2. pokud |x — a| > p, pak Fada ;%5 ay, (x — )" diverguge.
Definice. (polomér konvergence) Cislo p z predchozi véty nazyvame polomér konvergence mocninné fady.
Véta. Polomér konvergence mocninné fady Zzi% an (z —a)" je roven

1
P lim sup m ’

piicemz klademe p = 0, kdyZ limes superior je 400, a p = 400, kdyz limes superior je 0.

Véta. (Mocninnou fadu v oboru konvergence lze derivovat &len po &lenu) Necht 31 a,, (x —a)" je re-
dlnd mocninnd Tada s kladngm polomérem konvergence p. Oznacme jeji soucet s (x) . Pak pro kazdé x € (a — p,a + p)
plati, Ze

+o00
s (x) = Z na, (r —a)" L.
n=1

Nasledujici tvrzeni plyne z dikazu predeslé véty.

Véta. Necht Z+°° an (x —a)" je mocninnd Fada s kladnym polomérem konvergence. Oznacme s (z) jeji soucet.

n=0
Pak pro kazdé n € NU {0} plati, Ze a,, = S(nr;(a).

Véta. (Tayloriv polynom) Necht redlnd funkce redlné proménné f md v bodé a € R konecnou n-tou derivaci.
Potom existuje pravé jeden polynom T,, stupné mensi nebo rovno n takovy, Ze

TV (a) = f* (a) Vk € {0,1,2,...,n}.

Tento polynom nazgvame n-tym Taylorovym polynomem funkce f v bodé a a md tvar

") (g
Tn(m)zzf ( )(:c—a)k.

k!
k=0

Taylorovy polynomy nékterych funkci v bodé a = 0:

k=0
o =D
f(x)=cos(z) = To(x)="Tont1 ()= 2 ") 22k,
D',
f@)=lm(l+z) = Tn(x)zz ¥,
k=1
fl@)=1+2)" = Tn(x)zz< Z‘ )mk
k=0



Definice. (Tayloriv vzorec, zbytek) Necht f ma v bodé a kone¢nou n-tou derivaci. Polozme R,, (z) = f () — T, (z).
Pak vztah f (z) = T}, (z) — R,, (z) nazveme Taylorovym vzorcem, R,, (z) nazveme n-tym zbytkem v Taylorové vzorci.

Zakladni piedpoklady: Pro funkci f existuje v kazdém x € H,, a € R kone¢na (n — 1)-ni derivace funkce f
a v bodé a existuje kone¢né n-ta derivace f.
Véta. Necht pro f, a, n plati zdkladni predpoklady. Pak pro zbytek v Taylorove vzorci plati, Ze
lim T2 (2)
T—a (;c — a,)

Peantv tvar zbytku: f () =T, () + w, (z) - (z — a)", kde limg,,, w, (z) = 0.

=0.

Véta. (O nejlepsi aproximaci) Necht pro f, a, n plati zdkladni predpoklady a necht Q (x) je polynom stupné
nejuyse n, rizny od Taylorova polynomu T, piislusného funkci f v bod€ a. Pak existuje takové okoli H,, Ze

[f (@) =T (2)] < |f () = Q ()], pro kazdé x € Ha ~ {a}.

Vé&ta. Necht pro f, a, n plati zdkladni predpoklady. Necht ddle pro polynom p stupné nejvyse n a redlnou funkci w
plati, Ze
f@)=p@)+(x—a)" -@(x), kdelim @ (z) =0,

r—a

pak p je n-ty Tayloriv polynom funkce f v bodé a.
Véta. (Taylorova) Necht existuje okoli H, bodu a takové, Ze funkce f v ném md konecnou (n + 1)-ni derivaci
a necht x € H,. Pak zbytek v Taylorove vzorci md tvar f (x) = T, (x) — Ry, (x) md tvar

f(n+1) (5) (1: _ a)n+1

B (2) = Z09))

9

kde cislo & zdvisi na x an a leZi mezi ¢isly x a a.

Lagrangetv tvar zbytku:

_ f(n-i-l) (f) (m _ a)nJrl

B (@) = T2
Cauchyho tvar zbytku:
(g n
Ry, () :T(x—f) (x —a)

Véta. (integralni tvar zbytku) Necht pro nezdporné celé ¢islo n, funkci f a bod a plati, Ze existuje okoli H,, na
kterém md funkce [ spojitou (n + 1)-ni derivaci. Pak pro kazdé x € H, plat{

1 / " -ty f (1) .

Tl

R, (z)
Taylorova rada
Vyjadreni realné funkce realné proménné jako fady
+oo
f(z)= Zan (x —a)" pro kazdé z € J
n=0

nazyvame rozvojem funkce do mocninné fady se stiedem v bodé a € Dy, kde interval J C Dy, a € J°. Taylorovou
fadou rozumime fadu

o n!
Z Taylorova vzorce
") (g ,
fe) =3 T w0t R
k=0 )

definujiciho zbytek R, (z) plyne, Ze

100 £(n)
r@ =3 T a0 et @ =0

Véta. (Abelova) Redlnd mocninnd fada je spojitd v celém svém oboru konvergence.
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5 (Totalni) derivace zobrazeni z R" do R"”. Parcialni derivace a gradi-
ent funkce vice proménnych. Vztah mezi derivaci a parcialni derivaci.
Véty o prirtstku funkce.

Poznamka: 2 C R™ je otevien4 a neprazdna podmnozina.

Definice. (diferencovatelna funkce, derivace) Necht m,n € N, f : Q C R® — R™, a € Q. Rekneme, 7e f je
diferencovatelna v bodé a, pokud existuje T € Z(R™, R™) tak, Ze

o @) = £@) = T = a)

ra lz —al

Rm™ — 0

Rn

Linearni zobrazeni T, = Df(a) nazyvame (totalni) derivaci f v bodé a. Je-li f diferencovatelna v kazdém bodé
mnoziny 2, fikdme, Ze f je diferencovatelna na Q.

Véta. (jednoznaénost derivace) Derivace diferencovatelné funkce f : Q@ C R™ — R™ v bodé a € Q je urdena
jednoznacné.

Definice. (norma linearniho zobrazeni) Budte (X,||-||x),(Y,]|-[|y) normované prostory a T € Z(X,Y).
Cislo [|T|| = supj, =1 [[TZ|[y € [0,00] nazyvame normou linearniho zobrazeni T'. Je-li [|T'|| < oo, T' je omezené.

Véta. (vlastnosti normy) Budte (X,||-||x), (Y]] ||y) normované prostory a T € £ (X,Y). Potom plati:

o (Vo e X)([|Tzlly <IITz[lx)-

o T je omezené < T je spojité < T je spojité v 0.

o Je-li dim X < oo, potom je T omezeny.
Vé&ta. (derivace implikuje spojitost) Je-li f : Q C R™ — R™ diferencovatelnd v bodé a € Q, pak je f spojitd v a.
Véta. (aritmetika derivace) Necht f,g: Q C R™ — R™ jsou diferencovatelné v bodé a € Q. Pak:

1. pro c € R je f + cg diferencovatelnd v a a plati: D (f + cg) (a) = Df (a) + c¢Dg (a),

2. Je-lim =1, je soucin fg diferencovatelnd funkce v a a plati: D (fg) (a) = Df (a) g (a) + f (a) Dg (a),

3. Je-lim=1 ag(a) #0, je podil f/g diferencovatelnd funkce v a a plati: D (5) (a) = Df(a)g((‘;)(;)g(za)l)g(a).

Véta. (derivace slozené funkce) Necht f: Q CR® - R™, g: U C R™ — RP, kde U C R™ je oteviend takovd,
Ze f() C U. Je-li f diferencovatelnd v bodé a € Q a g diferencovatelnd v f (a), pak je go f v bodé a diferencovatelnd
a plat?

D(go f)(a) =Dy (f(a))Df (a).

Parcialni a smérova derivace

Definice. (gradient) Necht f : Q@ C R™ — R diferencovatelna v bodé a € Q. Radkovy vektor w” takovy, ze pro
viechna x € R™ plati wl'z = D f(a)z, nazyvame gradient funkce f v bodé a, zna¢ime V f(a).

Definice. (smér, smérova a parcialni derivace) Libovolny nenulovy vektor v € R™ nazveme smér v R™. Necht
f:QCR"” =R, ac . Existuje-li kone¢né limita

L flat )~ f(a)
t—0 t

- va(a) = %(a)7

nazyvame ji (smérové) derivace f ve sméru v v bodé a. Spec. pro v = ¢;,i € nn vektory standardni baze R™ plati, zZe
pokud existuje kone¢na limita

i a+te) = f(@) _ 0f

t—0 t - ox;

(a) = 0u, f(a) = 0if(a),

nazyvame ji parcidlni derivace f podle i-té proménné v bodé a.
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Véta. (gradient a smérova derivace) Necht f : Q2 C R™ — R je diferencovatelnd v bodé a € Q). Potom pro kazdy
smer v € R™ \ {0} existuje smerovd derivace D, f(a) a plati D, f(a) = V f(a)v.

Disledek. Pro f : Q C R™ — R diferencovatelnou v bodé a € Q plati V f(a) = (%(a), e a‘in( )) (Volbou v = ¢;).

Véta. (derivace jako matice linearniho zobrazeni) Necht f : Q C R™ — R™ je diferencovatelnd v bodé a € (.
Potom pro kaZdé i € 1 a j € My existuje Oy, f; v bod€ a a plati

9f1 of1

aﬁ( a) M( a)
(Df(a)® =

9] fm 6fm

() e (@)

Definice. (Jacobiho matice) Necht pro f: @ C R® — R™ plati, Ze v bod& a € 2 existuji d,, f;j(a) pro vSechna
1 €najem. Potom matice

af1 9f1
5—(a) - Z—(a)
8(f17"'7fm) — axl . axn
a(xl,...,:cn)
0fm 8fm
Tm(a) @(a)

se nazyva Jacobiho matice f v bodé a. Je-li m = n, nazyvame determinant Jacobiho matice f jako jakobian f.

Véta. (postacujici podminka diferencovatelnosti funkce) Necht f : Q C R™ — R™, a € Q. Euzistuji-li pro
vSechna i € 1 a j € M parciding derivace Oy, f; na okoli a a jsou spojité v a, pak je f diferencovatelnd v a.

Dausledek. (fetézové pravidlo) Nechl f: Q CR* - R™, g: U C R™ — RP, kde U C R™ je oteviend takovd, Ze
f(Q) Cc U. Ddle necht je f diferencovatelnd v bodé¢ a € Q a g diferencovatelnd v f (a). Pak pro kaZdéi € n a k € p
plat?

8( 89k 8f]
al'z Z al'j axz( )

Véty o priristku funkce

Véta. (Lagrangeova véta o priristku funkce) Necht f: Q C R™ — R je diferencovatelnd funkce na oteviené
a konverni mnoziné Q. Jsou-li a,b € €, potom existuje ¢ na usecce spojujici body a,b tak, Ze

f() = fla) = V[ (c)(b—a).

Dusledek. Necht f : Q C R™ — R je diferencovatelnd funkce na mnoziné 2. Necht ddle K C Q je konvexni
mnozina a (M > 0) (Vz € K) (||Vf(z)|| < M). Potom pro vdechna x,y € K plati

|f(x) = fy)] < M|z —y]|.
Stejné tvrzeni plati i pro vektorové funkce do R™.

Dausledek. (nulova derivace, pak je konstantni) Necht f : Q@ C R™ — R je diferencovatelnd funkce na oteviené
a konvexni mnoziné Q. Je-li Vf =0 na Q, pak f je na Q konstantni.

Véta. Necht f:Q C R™ — R™ je diferencovatelnd funkce na oblasti Q. Pokud D f(x) = 0 pro vSechna x € Q), pak
f je na Q konstantni.

Derivace vyssich radua
Definice. (parcialni derivace vysSich fada) Necht f: Q@ C R"” - R, a € Q, 4,5 € 7. Necht existuje 9, f na
okoli bodu a. Existuje-li kone¢na limita

Ou,f(a +te;) = Do, fla) _ O (6f) (@)= 21

li =
tgr(l) t aiL'j 89@ 8£Cj 8331

(a) =02, 4, f(a) = 05 f(a),

nazyvame ji parcidlni derivace funkce f v bodé a druhého rfadu podle i-té a podle j-té proménné. Derivace vyssich
rada se zavadi analogicky.
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Véta. (zameéna poradi parcidlnich derivaci) Necht f: Q CR" - R, a € Q, i,j € n. Nechl existuji 0., a
02 .z, ] na okoli bodu a a agi,z]_f je spojitd v a. Potom existuje také ag%j’mif(a) a plati
*f *f
a) = a)
axiaxj (9:6]31‘1

Definice. (t¥idy C*) Rekneme, e funkce f: Q C R” — R je t¥idy C* na Q, k € N, pravé kdyz
v N o
(Vj1,-- oy dn €ENoy 1+ +Jn = k) majsouspoptena )

Mnozinu spojitych funkei na  znaéime C°(Q) = C(1Q).
Pokud f € C*() pro kazdé k € N, nazyvame f hladkou funkei na § a znacime f € C°().
Funkce f:Q C R® — R™ je t¥idy C* na Q, k € Ng U {oc}, pravé kdyz f; € C*(Q) pro kazdé j € 1.

Definice. (druh& derivace skalarni funkce) Necht f : Q C R" — R je diferencovatelnd funkce na okoli a € (2.
Rekneme, Ze f je dvakrat diferencovatelnd v bodé a, pokud existuje B € Z(R™,R") tak, Ze

1o IDF(@) = Df(@) - Bz —a)]

@—a |z — all

=0.

Linearni zobrazeni B = D?f(a) nazyviame druhou derivaci f v bodé a.

Véta. Necht f:Q CR™ — R je dvakrdt diferencovatelnd v bodé a € 2. Potom pro kaZdé i,j € N existuje 8%1_71,],]” v
bodé a a plati

0% f 0% f

Ox101, @ 0xp 0y (a
“(Df(a)) = : :
0% f 0% f

0x10x, (a) - 02,02, (a)

Definice. (Hessova matice) Méa-li funkce f :  C R™ — R v8echny parcialni derivace druhého fadu v bodé a € €,
potom (VZf(a)) € R™™,

_ %
hj 895](%7 @

i,J €1,

(V2f(a))
se nazyva Hessova matice f v bodé a.

Taylorova véta

Véta. (Taylor) Necht f: Q C R™ — R, kde Q C R™ konvexni oteviend mnozina, f € C*t1(Q), kde s € Ng. Pak
pro a,x € Q) plati:

of Rsy1(z;a)
O+ 5 2 g T e o) o =)+ Rt R o
kde
1 - ost1f
Rsi1(w5a) = G+ Z m (a+&(x—a) (i, —ai) (i, —aiy), §€(0,1).

U1 ,eeytsp1=1
Definice. (Tayloriv polynom, zbytek) V rovnosti z Taylorovy véty
f(x) = Ps(z;a) + Rsy1(z;0)

se Ps(z;a) nazyva s-ty Tayloriv polynom funkce f se stfedem v bodé a. Déle Rsy1(x;a) nazyvame zbytkem po
s-tém Taylorové polynomu funkce f se stfedem v bodé a.
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6 Nutna a postacujici podminka extrému funkce vice proménnych. Hle-
dani (volnych) extrémi. Nutna a postacujici podminka vazaného ex-
trému funkce vice proménnych. Hledani vazanych extrémaii.

Definice. (lokalni extrém) O funkci f: Q C R™ — R fikdme, ze ma v bodé a € 2

e ostré lokalni minimum: (3H, C Q) (Vx € H, ~ {a}) (f (z) > f (a)),
e lokalni minimum: (3H, C Q) (Vz € H,) (f (z) > f (a)),
a analogicky pro maximum.

Véta. (nutna podminka existence extrému) Necht funkce f: Q CR™ — R md v bodé a € Q lokdlni extrém.
Potom existuje-li ., f (a) proi € n, je O, f (a) = 0. Spec. je-li f diferencovatelnd v a, potom V f(a) = 0.

Definice. (kriticky bod) Bud f: Q C R" — R diferencovatelna v bodé a € Q. Pokud V f(a) = 0, fikame, Ze a je
kritickym (stacionarnim) bodem funkce f.

Definice. (definitnost kvadratickych forem) Necht A = AT € R™". Matici A nazveme
e pozitivné definitni (PD) < (Vo € R™ \ {0}) (7 Az > 0),
e pozitivné semidefinitni (PSD) < (V2 € R™) (27 Az > 0) a A neni PD,
e negativné definitnf (ND) < (Vo € R \ {0}) (27Az < 0),
e negativné semidefinitni (NSD) < (Vz € R") (z7Az < 0) a A neni ND,
e indefinitni (IND) < (Jz,y € R") (zTAz >0 A yTAy <0),

Pozndmka. (Sylvesterovo kritérium) Necht A = AT € R™". Pro k € f ozna¢me A, = det A[k], kde A[k] € R*F
s (A[k]); ; = A;j, i,j € k (hlavni minory A). Potom plati:

1. Aje PD & (Vk € d) (A > 0),
2. A jeND & (Vk € n) ((=1)FAy > 0).

Véta. (postadujici podminka existence extrému) Necht f : Q2 C R = R, f € C?(Q), a € Q je kriticky bod
f. Pak plati:

1. je-li V2 f(a) PD, potom f md v a ostré lokdlni minimum,

2. je-li V2 f(a) ND, potom f md v a ostré lokdlni mazimum,

3. je-li V2 f(a) IND, potom f memd v bodé a lokdlni extrém a bod a se nazjvd sedlovij bod.
Véta. (opa¢na implikace) Necht f: Q CR® = R, f € C%(Q), a € Q. Pak plati:

1. f md v a lokdlni minimum = V2f(a) je PD, nebo PSD,

2. f md v a lokdlni mazimum = V2f(a) je ND, nebo NSD.

Vazany extrém

Hledame lokalni extrémy funkce f : @ C R™ — R v mnoZiné piipustnych feSeni M = {x € Q| g(x) =0}, kde
g : Q C R" — R™ predstavuje funkci vazebnich podminek.

Definice. (lokalni extrém vzhledem k mnoziné&) O funkci f: Q C R — R fikdme, Ze ma v bodé a € M C 2
e ostré lokalni minimum vzhledem k M: (3H, C Q) (Vx € (H, N M) ~{a}) (f (z) > f(a)),
e lokalni minimum vzhledem k M: (3H, C Q) (Vx € H,N M) (f () > f (a)),

a analogicky pro maximum vzhledem k M.
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Definice. (Lagrangeova funkce) Necht f : @ C R®* - Rag: Q C R® - R™. Funkci L : Q@ x R™ — R

definovanou vztahem
m

L(x; N) = f(x) — Z Ajgj(x)

nazyvame Lagrangeova funkce a parametry (Mg, ..., A\, ) Lagrangeovy multiplikatory.

Pozndmka. Uvazujme g : Q C R" — R! tifdy C!. Teénym prostorem k mnozing M = {x € Q|g(x) = 0} v bodé
a € M je ortogonalni doplnék gradientu Vg(a):

Tu(M) = (Vg(a)) ™.

Prom > 1 plati M = (;L, M; = L, {z € | g;(z) = 0}, tecny prostor k M v bodé a zavedeme jako

To(M)

() 7o (M;).
j=1

Véta. (nutnd podminka existence vazaného extrému) Necht f : Q CR®™ 5> R ag: Q C R" = R™ jsou
funkce tridy C1(Q) a m < n. Ddle necht f md lokdlni extrém vzhledem k mnoziné M = {x € Q| g(x) = 0} v bodé
a € M ah(Dg(a)) =m. Potom existuji ¢isla A\1,..., Ay € R takovd, Ze

VaL(a; ) = Vf(a) = Y _A;Vgj(a) =0.
j=1

Pozndmka. Pokud je dopfedu zarudena existence vazaného extrému (napiiklad M kompaktni, f spojitd), pak je lze

najit feSenim m 4+ n rovnic pro m + n neznamych xq,..., 2T, a A1,..., A\p:
g(x) =0,
VaiL(z; A) =

Definice. (definitnost kvadratickych forem vzhledem k mno#iné&) Necht () # P C R™. Matici A = AT € R®"
nazvemne

e pozitivné definitni (PD) vzhledem k P < (Vz € P~ {0}) (zTAz > 0),

e pozitivné semidefinitni (PSD) vzhledem k P < (Vz € P) (z7Az > 0) a A neni PD vzhledem k P,
e negativné definitnf (ND) vzhledem k P & (Vo € P) (27 Az < 0),

e negativné semidefinitni (NSD) vzhledem k P < (Vz € P) (z7Az < 0) a A nenf ND vzhledem k P,
e indefinitni (IND) vzhledem k P < (3z,y € P) (27Az > 0 A yTAy <0),

Véta. (postacujici podminka existence vazaného extrému) Necht f: Q CR" >R ag: Q CR™ = R™ jsou
funkce tridy C?(Q), M = {x € Q| g(x) = 0}. Ddle necht existuje (a,\) € M x R™ tak, Ze V,L(a;)\) = 0. Pak plati:

1. je-li V2L(a; \) PD vzhledem k T,(M), potom f md v a ostré lokdini minimum vzhledem k M,
2. je-li V2L(a; \) ND vzhledem k T,(M), potom f md v a ostré lokdlni maximum vzhledem k M,

Véta. (opa¢na implikace) Necht f: Q CR" - R ag:Q C R" — R™ jsou funkce tridy C*(2) a m < n. Ddle
necht a € M = {x € Q| g(x) =0} a h(Dg(a)) = m. Pak plati:

1. f md v a lokdlni minimum vzhledem k M = V2 f(a) je PD, nebo PSD vzhledem k T,(M),
2. f md v a lokdini mazimum vzhledem k M = V?f(a) je ND, nebo NSD vzhledem k T,(M).

Diisledek. (neexistence vazaného extrému) Necht f : Q CR®™ - R a g : Q C R"™ = R™ jsou funkce tFidy
C?(Q), M = {x € Q| g(x) = 0}. Ddle necht existuje (a,\) € M x R™ tak, Ze V,L(a;\) =0, a h(Dg(a)) =m < n.
Je-li V. L(a; \) IND vzhledem k T, (M), pak a neni extrém f vzhledem k M.
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7 Linearni diferencialni rovnice n-tého radu a jejich reseni

Definice. (linearni DR n-tého fadu) Necht I C R je interval, (Vj € 72) (p; : I = R), ¢ : I — R jsou spojité na I.
Pak
v +pr(e)y™ Y+ pa(a)y = q()

se nazyva linearni DR n-tého fadu, pro ¢(x) # 0 s pravou stranou, ozn. (1); pro g(x) = 0 bez pravé strany, ozn. (1').

Pozndmka. Rovnice (1) s pocateénimi podminkami mé dle Picardovy véty jediné feSeni diferencovatelné do fadu n.

Poznamka. Kazdou LDR n-tého fadu lze prevést na soustavu n LDR prvniho fadu.
Véta. (feSeni (1')) Necht yi,...,yr na I Fesi rovnici (1). Pak Vaq,..., o € R: y(z) = Zle ajy;(x) Fesi (17).
Véta. (partikularni feSeni) Nechty na I Tesi rovnici (1), z na I #esi rovnici (1). Pak y + z 7esi (1).

Definice. (linearni zavislost funkci) Necht I C R je interval, f1,...,fr : I — R. Rekneme, Ze f1,..., fr jsou
na I linearné zavislé, pokud

k k
(Jaq,...,ar €R) Z|aj|7é0 (Vz e ) Zajfj(x)zo
Jj=1 j=1

V opa¢ném piipadé jsou fi,..., fr na I linedrné nezavislé.
Definice. (wronskian) Necht I C R je interval, fi,..., fr : I — R jsou diferencovatelné do fadu k — 1. Pak vyraz

Ji(z) fa() o fr(2)

fi(x) folx) o fi(®)

th---,fk(x) = : : .. :
k—1 k—1 k—1
@ 5@ @)

se nazyva Wronského determinant (wronskian) funkei fi,..., fx.
Vé&ta. (obecna implikace) Necht I C R je otevireny interval, fi,...,fr : I = R jsou diferencovatelné do Fddu

k—1anal jsou LZ Pak (NVx € I) Wy, 1 (x)=0).

Véta. (obracena implikace) Necht y1,...,y, na I Tesi (1'). Pak nastane prdve jedna situace:
1. Wy, ..y (@) =0 pro vSechna z € I a y1,...,yn jsou LZ na I.
2. Wy,...yn(x) # 0 pro vsechna x € I a y1,. ..,y jsou LN na I.

Definice. (fundamentalni systém) Necht y1,...,y, na I fesi (1) a jsou LN na I. Pak soubor (yi,...,yn) se
nazyva fundamentalni systém.

Vé&ta. (FS je baze) Nechtyy,...,yn je FS pro (1'). Pak pro kaZdé veseniy = y(z) rovnice (1') na I existuje prdvé
jedna n-tice (o, ..., a,) € R™ takovd, Ze y(x) = 3°7_, ajy;().

Véta. (existence FS) Pro rovnici (1') fundamentdini systém na I vZdy existuje.

Vé&ta. (existence rovnice k souboru funkci) Necht yi,...,yn, na I C R oteviené maji derivace do fddu n a
Wy, ....yn () # 0 na I. Pak existuje pravé jedna rovnice (1'), pro kterou je (y1,...,yn) FS.

Reseni LDR bez pravé strany, FS

Definice. (LDR s konstatnimi koeficienty) Necht ao,...,a, € R, ag # 0, ¢ € C(I). Pak
aoy™ + a1 (@)y" N + - 4 an(2)y = q(x)

se nazyva linearni DR n-tého fadu s konstantnimi koeficienty, pro ¢(x) # 0 s pravou stranou, ozn. (2); pro ¢(z) =0
bez pravé strany, ozn. (2').

Pozndmka. Funkce g(z) = e fesi (2), pravé kdyz A je koren charakteristického polynomu p(\) = > @A™
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Véta. Necht M1, ..., \p jsou rizné koreny p = p()\). Pak e, ... eM? jsou LN.
Véta. (nasobnost FeSeni) Necht \g je k-ndsobny koren p = p()\). Pak e*o® zero® . xF=1erT jsouy fesent (2').

Disledek. (tvar FS pro LDR s konst. koef.) Necht p(A\) md rizné kofeny A1, ..., Ay s ndsobnostmi k1, ...,k
1 kj =n. Pak FS pro (2') md tvar

D3

eMT geMT | ghileME M et kel

Pozndmka. Pokud polynom méa komplexni kofen A\ = a + ib, pak A = a — ib je také kofenem. Potom plati
71 (z) = e = e = 9% (cos(bx) + isin(bx)),
Ja(z) = €** (cos(bx) — isin(bx)) .

Resenim (2'), tedy prvky FS, jsou i linearni kombinace

y1(56) _ gl(x) + g2(‘r) — o% COS(bJC),

Reseni LDR s pravou stranou, variace konstant

Mgjme rovnici (1) s FS 41, ..., yn. Pfedpokladejme FeSeni rovnice s pravou stranou tvaru y(z) = Z?Zl Cj(z)y,(x).
Postupné derivaci ziskdme

ZC’ V(@) + 3 )y (@)

Dosazenim n-té derivace do (1) ziskdme

Z i)y ™ (@) + 3 Ci(@)yy (2) + 3 pe(a) Y Oy ™ (@) = gla).

j=1 k=1 j=1

=371 @) [y @)+, i (@) (@)] =0 diky FS

Celkem ziskévame soustavu pro C}(z) s matici, pro niz determinant je W, ., (x) # 0:

Yyioo Y (o 0
oo y; Cy 0
wt o get) e q(x)
pak Cj(x) se ziskaji integraci. Prakticky se C; (x) poéitaji pomoci Cramerova pravidla:
A

v () a A je determinant matice vzniklé nahradou j-tého sloupce vektorem pravé strany.

.....
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8 Soustavy linearnich diferencialnich rovnic prvniho rfadu a jejich reSeni

Vgechno je dost podobné predchozi otézce.

Definice. (soustava linearnich DR prvniho fadu) Necht I C R je interval, (Vi,j € 72) (ai; : I = R,b; : I = R)
jsou spojité na I. Pak

WS @)y + @),

dx ‘
J=1

dy™ - .

Ty = 2 (@)’ +bu(2),
j=1

vektoroveé
Y = A(z)y + b(x),

je soustava linearnich DR prvniho fadu, pro b(x) # 0 s pravou stranou, ozn. (3); pro b(x) = 0 bez pravé strany,
ozn. (3').

Pozndmka. Rovnice (3) s podateénimi podminkami mé dle Picardovy véty jediné diferencovatelné reseni.

Definice. (wroniskian) Necht y;(z) = (v} (2),. .. ,y{‘(x))T, i € n jsou funkce na intervalu I C R. Pak vyraz
yi(@) o (@)
Wylv---7yn(x) =
yr(z) - yn(x)
se nazyva Wronského determinant (wronskian) funkei yq, ..., yn.
Definice. (linearni zavislost funkci) Necht I C R je interval, y1,...,y, : I — R™ Rekneme, 7e y1, . .., yn jsou

na [ linearné zavislé, pokud

k k
Gar,oan €R) (D ol #0 | (Vo e D) | Y ayy;(z) =0
j=1 j=1
V opa¢ném pripadé jsou yi, ..., ¥y, na I linedrné nezavislé.

Véta. (obecna implikace) Necht I C R je otevieny interval, yi,...,yn : I — R™ jsou na I LZ. Pak pro kaZdé
x €l plati Wy, ., (x)=0.

Véta. (obracena implikace) Necht yi,...,y, na I 7esi (3"). Pak nastane prdve jedna situace:
1. Wy,,...y (@) =0 pro vSechna z € I a y1,...,yn jsou LZ na I.
2. Wi,y (@) # 0 pro vsechna x € I a y1,...,Yn jsou LN na I.

Definice. (fundamentalni systém) Necht yq,...,y, na I fesi (3') a jsou LN na I. Pak soubor (y1,...,yn) se
nazyva fundamentalni systém.

Véta. (FS je baze) Necht yy,...,yn je FS pro (3'). Pak pro kazdé feSeniy = y(x) rovnice (3') na I existuje prdavé
jedna n-tice (o, ..., a,) € R™ takovd, Ze y(x) = Y°7_, ajy;(x).

Véta. (existence FS) Pro rovnici (3') fundamentdini systém na I vidy existuje.

Véta. (existence rovnice k souboru funkci) Necht yi,...,y, na I C R oteviené maji proni derivaci a
yn (2) # 0 na I. Pak ezistuje prdvé jedna rovnice (3'), pro kterou je (y1,...,yn) FS.

,,,,,
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ReSeni soustavy LDR bez pravé strany, FS

Definice. (LDR s konstatnimi koeficienty) Necht I C R je interval, A € R™™ a b: I — R" je spojité na I.
Pak

y' = Ay + b(x),

je soustava linearnich DR prvniho Fadu s konstantnimi koeficienty, pro b(z) # 0 s pravou stranou, ozn. (4); pro
b(z) = 0 bez pravé strany, ozn. (4').

Pozndmka. Zkusime do (4') dosadit y(x) = e**v, kde v € R™ je &iselny vektor. Pak y'(x) = A\e v a ziskdme
Ae My = Aero
Av— v =0,
neboli A € o(A) a v je vlastni vektor matice A.

Véta. (tvar FS pro LDR s konst. koef.) Necht Ay, ..., A, jsou riznd viastni éisla A s algebraickymi ndsobnostmi
kiy.o.okp, 320_1 kj =n. Pak FS pro (4) md tvar

Mo (z), . M o, (), e (), e o (2),

kde v;j(z) je vektor polynomd stupné mazimdiné j — 1.

Reseni soustavy LDR s pravou stranou, variace konstant

Mgjme rovnici (3') s FS 41, ..., yn. Pfedpokladejme FeSeni rovnice s pravou stranou tvaru y(z) = Z?=1 Ci(z)y;(z).
Jeho dosazenim do obou stran (3) ziskame

n n n n

V) =L + O, SR L @A)
A@)y(a) +b(z) = Z Cy(0) A () + b(z)
Porovnanim ziskame
ic;@c)y]m ~ ),
maticové
R AN
v ) \e) i

Determinant matice odpovida wrotiskidnu Wy, ., (z) # 0 a prakticky se C(x) poéitaji pomoci Cramerova pravi-
dla. Konstanty C;(x) poté ziskame integraci.
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9 Abstraktni Lebesguetiv integral. Jednotlivé kroky konstrukce inte-
gralu od jednoduchych funkci po funkce komplexni. Tonelliho-Fubiniho
véta. Véta o substituci pro Lebesguetiv integral v R".

Definice. (algebra, o-algebra) Bud X # (), neprazdny systém mnozin A C 2% je algebra, pravé kdyZ plati
e VEc A X\ FE €A,
e (VneN) (Ey,....,E, e A=, E; € A).
Je-li systém uzavieny také na spocetné sjednoceni, jde o o-algebru:
e {E}2, CA=UZ Ei e A
Definice. (borelovska o-algebra) (X, 7) topologicky prostor. Minimalni o-algebru obsahujici 7 ozna¢ime
Bx=M(r)= [] A
TCA o-alg.
a nazveme borelovska o-algebra a jeji prvky borelovské mnoziny.
Definice. (mira) Necht A C 2% je o-algebra na X. Mnozinova funkee u : A — [0, 0o] splitujici
L p(0) =0,
2. o-aditivita p: {E,} ~, C A po dvou disjunktni = p (>~ En) = > ne i(En),
se nazyvé mira, (X, .A) je méfitelny prostor a (X, A, ) je prostor s mirou. Prvky A jsou méfitelné mnoziny. p je
e konetna < u(X) < oo,
e o-konetna < I{E,} ~, C AU, E, =X A (Vn e N) (u(E,) < 00),
e pravdépodobnostni < p(X) = 1.
Véta. (vlastnosti miry) (X, A, ). Potom plati:
1. monotonie: E,F € A, E C F = u(E) < pu(F),
2. subaditivita: {En}, C A= pu(Uo2, En) <> 0 w(Ey),
3. spojitost zdola: {Ey},~, C A, E, C Eny1 = p(Usey En) = limy, oo p(Er),
4. spojitost shora: {Ep}>" | C A, Epy1 C Ey = p((02 En) = limy,yo0 pu(E).

Definice. (skoro vsude) (X, A, ). Rekneme, %e vyrok V o prveich z € X plati p-skoro viude, resp. pro p-skoro
viechna x € X, pokud V plati pro vSechna x s vyjimkou mnoziny p-nulové, tj. plati Vo € X N\ E, E € A, u(E) = 0.

Definice. (aplna mira) (X, A, p). 1 se nazyva uplna mira, pravé kdyz (VF € A, u(F)=0)(E C F = E € A).
Definice. (vnéjsi mira) Mnozinova funkce p* : 2% — [0, oo] splitujici
L p*(0) =0,
2. monotonie: E,F C X; E C F = p*(E) < u*(F)
3. subaditivita: V{E,} —; C X = p* (U En) <> vr i w5 (En),
se nazyva vnéjsi mira na X.
Definice. (pramira) Necht A C 2% je algebra na X. Mnozinova funkce pg : A — [0, 0o] splitujici
L () =0,
2. {E,},>, € A po dvou disjunktni takova, ze | J.—; E, C A = po (Upey En) = Yoy o(En),

se nazyva mira. Pojmy konefné a o-kone¢na pramira se definuji stejné jako pro miry.
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Teorie integralu

Definice. (méfitelna funkce) Necht (X, M), (Y, N) jsou méfitelné prostory. Zobrazeni f : X — Y nazyvame
(M, N)-méfitelné, pokud (VE € N) (f~1(E) € M).

Véta. (postacujici podminka méfFitelnosti funkce) Necht (X,7x), (Y, 7y) jsou topologické prostory. Je-li
f: X =Y spojitd funkce, pak f je (Bx,By)-méritelnd.

Definice. (pozitivni a negativni ¢4st funkce) Necht f : X — R. Pozitivni, resp. negativni ¢ast funkce f
definujeme vztahy f* = max(0,4f). Dale plati f = f* — f~, |fl=ft+f~, fTf~=0.

Definice. (jednoducha funkce) Funkce ¢ : X — C je jednoducha, pokud ma koneény obor hodnot ¢(X), neboli
se da zapsat ve tvaru ¢ = > | a;Xg,, kde E; = ¢~ ({a;}).

Véta. (aproximace jednoduchymi funkcemi) Necht (X, M).

o f:X —[0,00] méFitelnd, potom existuje posloupnost méritelngch jednoduchych funkct {¢y,}o, takovd, Ze
0S¢ <ga< - <f A > f
o f: X — C méritelnd, potom existuje posloupnost méritelngch jednoduchyjch funkei {¢,} -, takovd, Ze
0<lgl <ldo| <--<Ifl A 0>

Definice. (nezaporné méfitelné funkce) (X, M, y1). Ozna¢me £ = L4 (X, M) = {f : X — [0,00] | f m&Fitelna}.

Definice. (integral jednoduché funkce) ¢ = Z:;l aixg;, € L+ jednoducha funkce. Integral ¢ vzhledem k p je

[odn= /X 6 d = [ o) duo) = /X 6(x) dp(x) ::iaiuwi).

Je-li A € M, integral ¢ vzhledem k p pfes mnozinu A definujeme vztahem

/A¢ du=/A¢(az) dyu(x) r=/x,4¢ .

Definice. (integral nezaporné funkce) (X, M, ), f € L. Integral f vzhledem k p je

/fd,u::sup{/¢du)¢€L+jednoduchéa¢§f}.

Je-li A € M, integral f vzhledem k p pfes mnozinu A definujeme vztahem

/fd,u::sup{/¢d,u‘¢€£+jednoduchéa¢§f}.
A A

Vé&ta. (o monoténni konvergenci) (X, M, u), {fu}tor, C Ly, fn < fay1. Potom f:=1lim, o0 fn € Ly a plati

/fdu:nlirrgc/fndu.

Vé&ta. Necht f € L. Potom [ f du =0 prdvé tehdy, kdyz f =0 p-s.v.

Disledek. f,g € L4 a f =g p-s.v. Pak [ fdu = [ gdpu.

Véta. (o monotonni konvergenci, slabsi predpoklady) (X, M, u), necht {f,},~, C Ly, f € Ly a splituji
o (VneN)(fa < fut1),
o (pu-s.v. z € X)(f(z) =limy o0 fn(z)).

Potom
/fdu: lim /fndu.
n— 00
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Lemma. (Fatou) (X, M,u), {fn} —, C Li. Potom

/ (liminf fn) dp < liminf/fndu.
n— oo n—oo

Definice. (integral realné a komplexni funkce) (X, M, u). Necht f : X — R méFitelné funkce a alespoii jeden
integral z [ f* dup a [ f~ du je konecny. Integral f vzhledem k p definujeme vztahem

/fdu:=/f+du—/f‘ dp.

Je-li A € M a alespoii jeden integral z [, f* dua [, f~ dp je konecny, integral f vzhledem k p pfes mnozinu A

definujeme vztahem
[ran=[rran- [ 5 an
A A A

Je-li f: X — C méfitelna, pak integral f vzhledem k p definujeme vztahem

/fdu::/Refdu+i/Imfdu,

pokud oba integraly napravo maji smysl. Je-li A € M, klademe

/Afdu::/ARefdu—i-i/AImfdu.

Definice. (integrabilni funkce) Funkei f : X — C nazveme integrabilni, pravé kdyZ je méfitelna a [ |f| du < oo.
Mnozinu integrabilnich funkei znac¢ime £ = £ (X, M, p).

Véta. (linearita integralu) Je-li f,g€ L a a € C, pak f + ag € L a plati

/<f+049)du=/fdu+a/gdu.

Neboli L je vektorovy prostor nad C a integrdl je linedrni funkciondl na L.
Definice. (rozsifeni pojmu méFitelna funkce) (X, M, ). Komplexni funkei f definovanou p-s.v. na X je

méfitelna, pravé kdyz (3Ey C Dy) (Ef € M,M(E]?) = 0) tak, ze (VB € Bc) (f~(B) N Ey € M).

Pozndmka. Oznaéme

jor= {0 222

A

Definice. (rozsifeni pojmu integrabilni funkce) Komplexni funkci f definovanou p-s.v. na X nazveme in-
tegrabilni, pravé kdyZ je meéfitelna (dle nové definice) a [ |f| du < oco. Mnozinu integrabilnich funkei znacime
L=L(X,M,p).

Véta. Plati:
1. L je vektorovy prostor nad C a integrdl je linedrni funkciondl na L.
2. Je-li f méritelnd, resp. integrabilni, a g = f p-s.v., pak je g mévitelnd, resp. integrabilni.
3. Je-li {fn},— posloupnost p-s.v. definovangch mévitelngch funkei a f, — f p-s.v., pak f je méritelnd.

Pozndamka. Tvrzeni 2. a 3. v predchozi vété neplati pro puvodni definice méFitelnosti a integrability.
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Tonelliho-Fubiniho véta

Mgjme (X, M, u), (Y,N,v). Definujme algebru A := {U?zl Aj x Bj| {4; x Bj}?:1 CMxN p.d.d.}. Dale defi-

nujme pramiru 7 : A — [0, co]:

B) = 3" ulA)m(B;)

a vngj¥i miru 7* : X x Y — [0, 00]:

1nf{z )| {An},—, C A, UA DF}

Definice. (souc¢in meér) (X, M, u), (Y, N,v). Necht 7* je vngjsi mira na X x Y ur¢ena pramirou 7, viz vyse. Miru
pRv:=7r* | M®N nazveme sou¢inova mira p a v. Spec. plati (VA € M) (VB e N) (p®@ v (A x B) = u(A)v(B)).

Definice. (produktova o-algebra) Necht A;,..., 4, jsou o-algebry na Xi,...,X,,. Pak o-algebra
QA=A - Ay = M(A x - X Ay)
se nazyva produktovi o-algebra na X; x --- x X,,.
Vé&ta. (Tonelli-Fubini) Necht (X, M, ), (Y,N,v) prostory se o-konecnymi mirami p,v ().
1. (Tonelli) Je-li f € L1 (X x Y, M@ N), potom
(Vo € X) (f(z,) € L (Y, N)), (W eY)(f(-y) € Li(X, M),
[t e acerm, [ Fedu) € £4vin)

= [ (] e = | ([ s

2. (Fubini) Je-li f € L(p® v), potom
(p-s.v. x € X) (f(z,-) € L(v)),  (v-s.0.yeY)(f(y) € L(w),
[ewww et [ e e Lw)

e~ [ (] s (/o)

Lebesgueova mira na R" a véta o substituci

a platt

a platt

Definice. (Lebesgueova mira na R™) Zuaplnénou miru m™ = @I ;m definovanou na o-algebie £ = Q* L
nazveme Lebesgueova mira na R™ a prvky o-algebry £" nazveme lebesgueovsky méfitelné mnoziny.

Definice. (difeomormismus) Necht 2 C R™ je oteviena podmnoZina. Zobrazeni ¢ : Q — ¢(Q2) je difeomorfismus,
pokud je bijekce a ¢ € C1(Q), ¢~ € C1 (¢(Q)).

Véta. (o substituci) Necht 2 C R" je oteviend a ¢ : Q — R™ difeomorfismus.

1. Je-li f lebesgueovsky metitelnd na ¢(S2), pak je f o ¢ lebesqueovsky mé¥itelnd na €. Pokud navic f > 0 nebo
f € L(p(Q),m), potom plati:

f(z)dz = / f o ¢|det Do (z)|dx.
#(2) Q

2. Je-li ECQ a EeL", potom ¢(E) € L™ am(H(E)) = [, |det Dp(x)|dz.
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10 Postacujici podminky garantujici zaménu Lebesgueova integralu a rady.
Véty o zaméné limity a integralu a zaméné derivace a integralu (pro
funkci zavislou na parametru).

Véta. (zameéna integralu a Fady pro £.) (X, M, p), {fu}rey C Ly a f =", fn Potom je f € L a plati

/ghwzgjnm

/(f+g) du=/f d,u+/g dp.

Vé&ta. (Lebesgue) (X, M, ), {fn}.—, je posloupnost p-s.v. definovangjch komplexnich méritelngch funkei a plati:

1. (p-sv. z € X) (3limy o0 fr(z) = f(2))
2. (3geL)(YneN)(u-sv. zeX)(|fulz) <gz)).

/f duznlggc/fn du.

Véta. (zameéna integralu a Fady) (X, M, p), {fn},—, je posloupnost p-s.v. definovanych komplexnich mévitel-
nych funket a necht > 0, [ |fal du < 0o. Pak funkéni vada Y .~ | fr konverguje p-s.v. k funkci z L a plati

/ghw=§/ﬁm

Véta. (o limit&) (X, M, u), necht —oo < a <b < o0, tg € (a,b) a f: X x (a,b) = C. Necht plati:

Spec. pro f,g € Ly plati

Pak f € L a plati

1. (V€ (a,0)) (f(-,1) je mevitelnd),
2. (u-s.0. @ € X) Glimys, f(x,1) = h()),
5. (39 € L) (5.0 7 € X) (VE € (a,1)) (I (@, 1)] < g(2).
Pak h € L a plati
i [ f(e.t) dute) = [ (o) duo)
Véta. (o derivaci) (X, M, ), nechf —0o < a<b<oo a f: X x (a,b) — C. Necht plati:
1. (VE € (a,b) (F(-t) je integrabilnd),
9. (u-s.v. z € X) (f(x,) je diferencovatelnd na(a,b)),

3. (3g € L) (u-s.v. x € X) (Vt € (a,b)) (|%(w,t)| < g(x)).

Pak funkce F(t) := [ f(z,t) du(x) je diferencovatelnd na (a,b), 8, f(-,t) € L a pro kaZdé t € (a,b) plati

P = [ B0 o)
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Lebesgueovy prostory LP

Méjme (X, M, ). Cheeme na prostoru integrabilnich funkei £ zavést normu. P¥irozena volba || f|| = ['|f|du neni
vhodné, jelikoZ z rovnosti || f|| = 0 obecné neplyne f = 0 na X, ale pouze f = 0 p-s.v. na X. ReSenim je faktorizace
podle relace ekvivalence ,rovnost p-s.v.”.

1. Pro méfitelnou funkci f: X — C a p € [1, 0] definujeme
1/1.7
Il = ([1Pan) "o delipe oo

[|f]loo :=esssup |f| =inf {¢ > 0| |f(z)| < cpro p-s.v.z € X}

je tzv. esencialni supremum funkce |f|.
2. Pro p € [1, 0] definujeme

LP=LP (X, M, p) ={f: X = C| f méfitelné a || f||, < oo}.
3. Faktorizujeme LP podle relace "rovnost p-s.v."a definujeme tak
L' = 17 (X, M,p) = {If] | [ € £}
4. Na LP zavedeme operace séitani a nasobeni ¢islem o € C vztahy:

[f+gl:=1f1+1g] a alf]:=]af].

Dale definujeme zobrazeni || - ||, : LP — [0, 00) vztahem [|[f]||, := ||f]|p- Definice je korektni, tj. nezavisi na
volbé reprezentanta tfidy, protoze integral nevidi rozdil mezi funkcemi ve stejné tiidé.

5. Konvence: nebudeme rozliSovat mezi funkei f a t¥idou [f].

Lemma. (Youngova nerovnost) Necht a,b >0 ap,q > 1 spliugi % + % = 1. Potom plati:

aP  b?
ab < — + —.
p q

Véta. (Holderova nerovnost) Necht p,q > 1 splfzujz’% + % =1a f,g: X — C jsou mévitelné funkce. Pak:

Jirala < ([ 1rran) " (1a1an) "

Spec. pokud f € LP a g € LY, pak fg € L' a plati || fgllx < ||fl|pllgllq- Toto plati i pro limitni hodnoty p = 1,q = oo.

Véta. (Minkowského nerovnost) Nechtp > 1 a f,g: X — C jsou mévitelné funkce. Pak:

</|f+g|”du)l/p < </|f|”du>l/p+ </ |g|pdu>1/p.

Disledek. Pro kazdé p € [1,00] je (LP,|| - ||p) normovany prostor.

Véta. (Uplnost LP prostorit) Pro kazdé p € [1,00] je (LP,||-||,) tplng, tedy Banachiv. Spec. L? je Hilbertiv,
nebot || - ||2 je indukovdna skaldrnim soucinem:

(g} = / F@a(e)du(x), f.g e I*.

27



11 Derivace funkce podle komplexni proménné, holomorfni funkce a
Cauchyovy-Riemannovy rovnice, kiivkovy integral v C, index bodu
vzhledem ke ktivce, Goursatova véta a Cauchytv vzorec pro kon-
vexni mnoziny, analytické funkce a jejich vztah k holomorfnim funk-
cim.

Znadeni: ) je neprazdna oteviend podmnoZina C, kouli zna¢ime D (a,7) ={z € C| |z—a| <r}, a € C, r > 0.

Definice. (komplexni derivace) f: Q — C, zy € Q. Rekneme, Ze f ma v zg derivaci podle komplexni proménné,

jestlize existuje
fim T =T Go) )
Z—20 zZ— 20

Znacime ji f’ (z9) nebo %ZZO).

Pozndmka. (srovnani s derivaci v R?) Necht R?2 = C, z = = + iy, kde z,y € R. Oznaéime f : Q@ — C, u = Re f,
v =1Im f. Tedy ozna¢me novou funkci

f:QCRzﬁRQ:(i)H(u(x’y) >

Dale plati, ze df (20,70) € Z (R) = R%*2 tj. je linearni zobrazeni:

Ou (zo,y0)  Ou(zo,Y0)

r _ ox By r 7 5 T — Xo ~
Ao = 002 o0y |+ T@0 = Flamw) +af o) (1770 ) 4 Ris)
ox dy

| B(2,y)|

2,9)=(20,y0) Ty —(rogoy] — O» kde | - | oznacuje eukleidovskou normu.

a plati, 7ze lim(
Pokud f' (zg + iyo) = o + i/ existuje, pak df (xg,y0) = ( g ;ﬂ ) také existuje. Stejny vztah plati i naopak,
pokud ale d f (z0,y0) existuje a nema tento tvar, pak uz f’ (zg + iyy) existovat nebude, viz nasledujici véta.

Véta. (nutna a postacujici podminka existence komplexni derivace) Necht f : Q — C wvaZovand jako
funkce z R? do R? md v bod¢ zg = zo + iyo € Q derivaci df (xo,y0). Oznac¢me u = Re f, v = Im f. Potom derivace
podle komplexni proménné f' (zg) existuje, prdavé kdyz jsou splnény Cauchy-Riemannovy (CR) rovnice:

du (o, y0) _ Ov(wo,y0) Ou(zo,y0) _  Ov(@o,yo)

Ox oy Oy Ox
V takovém piipadé je f'(z0) = au(g‘;’yo) + iav(g‘;’yo).

Dusledek. Budte f: Q — C a zg = 2o + iyo € 2. Necht funkce uw = Re f, v =Im f jako redlné funkce na R? maji
na okoli bodu (x0,y0) spojité parcidlni derivace 1. Fadu. Potom [’ (zo) existuje, prdve kdyz u,v spliiuji CR rovnice.

Pozndmka. Obdobné jako u redlnych funkei redlné proménné plati i zde, Ze existence f'(zp) implikuje spojitost f
v zg. Stejné tak plati linearita derivace, derivace slozené funkce a Leibnizovo pravidlo pro derivaci soucinu.

Definice. (holomorfni funkce) Funkce f : Q@ — C je holomorfni na Q, pravé kdyz f’(z) existuje pro vSechna
z € Q. MnoZinu v8ech holomorfnich funkci na Q oznacime H (Q2). Je-li f holomorfni na C, pak je f celd funkce.

Definice. (parcialni komplexni derivace) Necht z,y jsou soufadnice na R?. Pak definujeme % = % a% — ia%),

% = % (% + ia%). V poléarnich soufadnicich r, ¢ plati % = %e_w (% — %(%), % = %ei‘b (% + %%)

Vé&ta. Necht f: Q = C jako funkce wvafovand z R? do R? md na Q spojité parcidlni derivace 1. 7ddu. Pak f je

holomorfni na ), prdve kdyz % =0 na Q. V takovém pFipadé f' = %.

28



Analytické funkce

Definice. (analyticka funkce) Funkce f :  — C je analytickd na Q, jestlize (Va € Q) (3Ir > 0) (D (a,r) C Q) tak,
7e f lze na D (a,r) vyjadrit jako konvergentni mocninnou fadu se stiedem v a.

Vé&ta. Necht (Vz € D(a, R)) (f(z) :=> e gcn(z—a)"), kde ¢,, € C, n € Ny, a € C, R > 0 polomér konvergence
mocninné Fady. Pak f € H(D(a,R)) a f'(2) == 3.0°  nen (2 —a)" .
Dausledek. Za stejngch piedpokladi md f na D(a, R) komplexni derivace viech Tddi. Pritom plati

5 (2) Z n=1)(n—k+1)cy(z—a)" .

Spec. plati f*)(a) = ck!.

Dausledek. a € C, R > 0, f: D(a,R) — C. Jestlize [ lze vyjddrit jako konvergentni mocninnou fadu na D(a, R),
pak je tato Tada uréena jednoznacneé.

Dausledek. Je-li f:Q — C analytickd na Q, pak f € H(Q).

Definice. (vyjadfeni funkce mocninnou ¥adou) Funkci f:  — C lze na Q vyjadfit mocninnou fadou, praveé
kdyz (Va € ) (Vr > 0) (D (a,r) C Q) 1ze f na D (a,r) vyjadrit jako konvergentni mocninnou fadu se stfedem v a.

Pozndmka. f lze vyjadfit mocninnou fadou = f je analyticka.

Krivkovy integral

Definice. (kfivka) (X, 7). Spojité zobrazeniy : I — X, kde I = [a, f], —00 < a < 8 < 400, nazveme kiivkou v X
a znaéime v € C (I, X). (y) := v(I) C X je geometricky obraz kiivky, v(«), resp. v(58) je pocatecni, resp. koncovy
bod kfivky. Dale fikdme, ze

e 7 je jednoducha nebo Jordaniv oblouk < « je prosté zobrazeni,

e v je uzaviend < y(a) = v(8),
e 7 je Jordanova kiivka < X = R?, v je uzaviena a v : [a, ) — R? je prosté.

Definice. (regularni kiivka) Kiivka v € C ([a, 8], C) je regularni, jestlize v je po ¢astech C1, tj. existuje déleni
(t)r_o € D(c, B) takové, ze (Vk € 1) (v € C* ([tk—1,tk],C)).

Definice. (kiivkovy integral) v : [a, f] C R — C regularni kiivka, f € C ((v)). Pak integral funkce f podél

kiivky v je 5
[y /= / fG)az = [ 1) @

Pozndmka. Integral funkce f pres varietu () mize byt odlisny:

/ﬁ / 7)) dt.

Véta. v : [a, ] = C reguldrnd kfivka, ¢, € C ({y)). Oznaéme Q := C \ ¢ ({7)) oteviend mnoZina. PoloZme

V2eQ: f(2) ;:/de.
v plw) =z
Pak f lze na Q vyjddrit mocninnou Fadou.

Definice. (index bodu vzhledem ke k#ivce) Necht v je regularni uzaviena kiivka, z € Q := C~ (7). Pak index

bodu z vzhledem ke kiivce v je

[ du

2mi ), w—z

Pozndmka. 7 predchozi véty plyne, Ze funkci ind, lze vyjadfit mocninnou fadou, tedy je spojita.

ind, (2) :=

Vé&ta. Necht vy je reguldrni uzaviend kiivka, Q0 := C \ (7). Pak:
o Vz € Q:ind,(2) €Z,
e ind,(2) je konstantni funkce na souvislych komponentdch 2,

e ind,(z) = 0 na neomezené souvislé komponenté Q.
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Cauchyova véta, Cauchyav vzorec

Pozndmka. a,b,c € C. Ozna¢me A(a,b,c) := konvexni obal {a,b,c} C C, 9A(a,b,c) := [a,b] + [b, c] + [c, a] Gseky.
Véta. (Goursat) Necht f € H(SY). Pak pro kazdy trojihelnik A C Q plati: [, f = 0.

Véta. (zobecnény Goursat) p € Q, f € H(Q~{p}), f € C(Q). Pak pro kazdy trojihelnik A C Q plati: [, f =0.

Véta. (Cauchy pro konvexni mnoziny) Q C C oteviend, konvexni mnoZina, p € Q, f € HQ~ {p}), f € C(Q).
Pak pro kazZdou reguldrni uzavienou kfivku v v Q plati: f,y f=0.

Véta. (Cauchytv vzorec pro konvexni mnoziny) 2 C C otevrend, konvexni mnozina, f € H(Q), v reguldrni
uzavrend kiivka v Q. Pak pro kazdé z € Q ~\ {~) plati:

1 flw) .
— /7 " dw = ind, (2) f(2).

Vztah mezi holomorfnimi a analytickymi funkcemi

Véta. Necht f € H(Q). Pak f lze na Q vyjddrit mocninnou fadou.
Véta. Necht f: Q) — C. Pak jsou ndsledujici vijroky ekvivalentni:
1. f je holomorfni na €,
2. f je analytickd na €,
8. f lze na Q vyjddrit mocninnou Fadou.
Disledek. Je-li f € H(QY), pak také f' € H(Q). Tedy f md na Q komplexni derivace vsech 7ddi.

Véta. (Morera) f € C(Q), necht pro kazdy trojihelnik A C Q plati: [, . f = 0. Pak f € H(Q).
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12 Koreny a izolované singularity holomorfnich funkci, typy singula-
rit, Laurentovy rady a jejich konvergence, véta o rozvoji holomorfni
funkce do Laurentovy rady, Laurentova rada holomorfni funkce na
okoli izolované singularity, Liouvilleova véta.

Definice. (kofen funkce, nasobnost) Kofen holomorfni funkce f € H(R) je ¢islo a € Q takové, ze f(a) = 0.
MnoZinu viech kofenti ozna¢ime Z(f) = f~1({0}). Nasobnosti kofene a € Z(f) nazveme &islo m € Ny takové, 7e
miZeme psat f(z) = (z —a)™g(z), kde g € H(Q), g(a) # 0.

Véta. f € H(Q), Q je souvisld mnoZina. Pak nastane prdvé jedna ze 2 moznosti:

1. f =0 identicky na €,

2. mnoZina Z(f) nemd v Q hromadny bod.
Dausledek. Necht f,g € H(QY), Q sowvisld. Pokud mnoZina {z € Q | f(z) = g(z)} md hromadny bod v 2, pak f = g.
Pozndmka. Oznacime D’ (a,r) = D (a,r)~{a} ={z€C|0<|z—a|<r}, a€eC,r>0.

Definice. (izolovana a odstranitelna singularita) a € Q, f € H (2 \ {a}). Potom f ma v bod& a izolovanou
singularitu. Pokud existuje f € H (Q) tak, ze Vz € Q~ {a}, f (2) = f (z), pak singularita v bodé a je odstranitelna.

Vé&ta. (nutna a postacéujici podminka pro odstranitelnost izolované singularity) a € Q, f € H (Q \ {a}).
Singularita v a je odstranitelnd < f je omezend na néjakém okoli bodu a.

Definice. (p6l) a € Q, f € H (22~ {a}). Potom f ma v bodé& a pol fadu m € N, pokud existuji jednozna¢né urcené
€1y oyCm € C, ey # 0 tak, ze

f(z)—zcik)k, VzeQ~ {a}

im1 (z—a

mé v bodé a odstranitelnou singularitu. Tato suma se nazyva hlavni ¢ast f v a.
Pozndmka. Ekvivalentné lze prepsat: Vz € QN {a}: f(2) =Y 1, (zfi’;),\ + h(z), kde h € H(Q).

Definice. (podstatna singularita) a € Q, f € H (2 \ {a}). Potom f ma v bodé a podstatnou singularitu, pokud
pro kazdé D(a,r) C Q, r > 0 je mnozina f (D’(a,r)) husta v C.

Véta. (klasifikace singularit) Budte a € Q, f € H (Q \ {a}). Potom nastane privé jedna ze t7 mozZnosti:
1. f md v bod€ a odstranitelnou singularitu,
2. f md v bodé a pdl Fadu m,
8. f md v bodé a podstatnou singularitu.
Lemma. Budte a € Q, f € H (2 {a}). Pripady z piedchozi véty lze charakterizovat také ndsledovné:
1. existuje lim,_,, f(z) € C,
2. existuje lim,_,, f(2) = oo (ekvivalentné lim,_,, |f(z)| = +o0),

3. neexistuje lim,_,, f(2).

Laurentovy rady
Definice. (mezikruzi) Mnozinu P (a,r1,72) = {z € C | r1 < |z — a| < r2} nazyvame mezikruzi.
Pozndamka. Specialné

P (a,0,73) = D'(a,r2),

P(a,r1,400) =C~ D(a,r),
P (a,0,400) =C ~ {a}.
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Definice. (Laurentova fada) Budte ¢, € C, n € Z, a € C. Laurentova fada se stfedem v bodé a € C je

+00 > .
Z cn(z—a)" ch —a)n—l—;ﬁ.

n—=—oo

regularni ¢ast hlavni ¢ast

Laurentova fada konverguje, pravé kdyz konverguji regularni a hlavni ¢ast.

+oo c_p +oo

Véta. Budte ¢, € C, a € C. Oznaéme po fadéR , Ry polomery konvergence fad Y, =) ==, Y ") cow™. JestliZe

R% < R, pak Laurentova tada na P ( a, R ,

R+) konverguje absolutné a lokdlné stejnomérne.

Véta. (tvar koeficienta c¢,) Za stejngch predpokladi jako v predchozi véte necht R% < R4. Oznacéme

£() = io en(z—a)", zEP( B}_ R+)

n=—oo

Potom fe H (P (a, R—{,RJr)). Ddle pro Vr € (R—{,R+), Vn € Z plati

_ 1 f(2)
Q“‘%@Arg—aﬁﬂd%

kde 7, (t) = a+re', t €0, 27].
Pozndmka. Koeficienty ¢, v Laurentové rozvoji jsou jednozna¢né urceny funkci f.

Véta. (existence jednozna&ného rozvoje) Necht 0 <r; <re < 400, a €C, f € H(P(a,r1,r2)). Potom f lze
na P (a,r1,72) jednoznacéné rozvést do konvergentni Laurentovy Fady.

—+oo

n=—oo

Pozndamka. f € H (D'(a,r)),a € C,r > 0. Pak f marozvoj do Laurentovy fady na okoli a: f (z) =
Izolovana singularita f v bodé a je:

cn(z—a)".

1. odstranitelna < Vn € N: c¢_,, = 0, tj. hlavni ¢ast Laurentovy fady je nulova,
2. poltaddumeN s c_,, Z0aVn>m: c_, =0,

3. podstatna < J,on € N: c_,, £ 0.

Liouvilleova véta, princip maxima modulu

Véta. (Parsevalova rovnost pro funkci komplexni proménné) Nechta € C,0 < R < 400 a f € H (D(a, R))

md tvar mocninné fady f (z) = Zo% cn (2 —a)". Pak pro vsechna r € (0, R) plati
+oo 1 o .
> lealr = o [ 15 (k) s
"0 2 0

Véta. (Liouville) Necht f € H(C). Je-li f omezend na C, potom f je konstantni funkce.
Véta. Nechta € C,0< R< +o0 a f € H(D(a,R)). Pak pro vSechna r € (0, R) plati

Fl@) < max If (at re) |

Rovnost nastdvd prdvé tehdy, kdyz f je konstantni funkce. Je-li navic Vz € D(a, R): f(2) # 0, pak Vr € (0, R) plati

> 19
|f(a)] égglf@+re)l

Rowvnost nastdvd prave tehdy, kdyz f je konstantni funkce.

Vé&ta. (princip maxima modulu) Q souvisld a f € H(Q2) nent konstantni. Pak |f| nenabjvd nikde na Q lokdlniho
(neostrého) mazima. Je-li navic funkce f viude na 2 nenulovd, pak |f| nenabyvd nikde na Q ani lokdlniho minima.
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13 Kfivkovy integral v C (zavedeni), index bodu vzhledem ke kfivce
(definice), Cauchyova véta a Cauchyav vzorec (obecna formulace),
homotopie a Cauchyova véta, reziduum holomorfni funkce v izolo-
vané singularité (definice), reziduova véta.

n

Definice. (kfivkovy integral) Necht I' = (v1,...,v,) soubor reguldrnich uzavienych kiivek v €, (I') := U;_; (v;)-
Pak pro f € C ((I')) zavadime kiivkovy integral
fr=x] s
Vi

Jj=1

Definice. (index bodu vzhledem ke k#ivce) Necht I' = (71, ...,7,) soubor regularnich uzavienych k¥ivek v €,
z € Q:= C~ (T'). Pak index bodu z vzhledem ke kiivce T je

indr(z) :=

1 dw =
27 Jpw — 2 —

Véta. (Cauchyova véta, Cauchytv vzorec) Budie I' = (y1,72,...,7), n € N, soubor reguldrnich uzaviengch
kiivek v Q. Necht'Vz € C\ Q, indr (2) = 0. Potom Vf € H () plati:

1. (Cauchyova véta): [ f =

2. (Cauchyiiv vzorec): Vz € Q. (T), 7= [ & f(w)dw = indr (2) f (2).

Disledek. Necht Ty, I'1 dva soubory reguldrnich uzaviengch kiivek v Q, necht Vz € C N, indr, () = indr, (2).
Potom Vf € H (Q): fFo f= fFl f

Dausledek. Bud v reguldrni Jordanova kfivka v Q. Necht int(y) C Q. Potom Vf € H (Q) plati:
1. fﬁ/ f=0,

2.Vze QN (v L w f(w)dw—lnd (2) f (2).

7 271'2

Definice. (homotopie) Necht o, 71 € C ([, 5], Q) dvé uzaviené kfivky (ne nutné regularni). Rekneme, Ze o, v1
jsou homotopické v €2, pokud existuje spojita funkce H : [a, 5] x [0,1] — Q takova, Ze

1. Vs €[0,1]: H(a,s) = H(B,s),

2.Vt € [a, f]: H(t,0) =0(t),

3.Vt e [a,B]: H(t, 1) = 71(t).
Vé&ta. Necht vg,v1 jsou dvé reguldrni uzaviené kiivky homotopické v 2. Potom Yw € C\ Q: ind, (w) = ind,, (w).
Disledek. Necht g,y jsou dvé requldrni uzavrené kifivky homotopické v Q. Potom Vf € H () plati f,m f= fm f-
Dausledek. Necht v reguldrni uzaviend krivka homotopickd 0 v Q (tj. konstantni kiivee). Potom ¥V f € H(Q) plati

1. fﬂ/ f=0,

2. Vz e O~ ( ,27”[ f(w)dwflnd (2) f (2).
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Reziduova véta

Definice. (reziduum) Necht a € C, 7 > 0, f € H (D' (a,7)), f(2) = 3,2 _¢n (2 — a)". Reziduum funkce f
v bodg a je res, (f) = c—1.
Véta. (reziduova) Necht A C Q nemd v Q hromadng bod a T' = (y1,...,7vn) je soubor reguldrnich uzaviengch

krivek v Q ~ A. Ddle necht Vw € C \ Q: indr (w) = 0. Potom pro libovolnou f € H (Q~\ A) plati
/ f=2mi Z indr (a) res, (f) -
r acA

Pozndmka. A je uzaviena v €, je nejvyse spocetna a f mé izolovanou singularitu v kazdém bodé A. Z dikazu plyne,
Ze mnozina {a € A | indr(a) # 0} je kone¢na.

Dausledek. Je-li v kladné orientovand reguldrni Jordanova kfivka a int(vy) C 2, potom
/f:2m' Z resq (f) -
r ;
a€ANint(vy)

Definice. (meromorfni funkce) Funkci f : Q@ — C nazveme meromorfni na (2, jestlize existuje A C Q takova, ze

1. fe H(Q\A),

2. A nemé hromadny bod v €,

3. Va € A: f ma v a pol fadu m.

Pozndmka. Podle definice m4 mnoZina A pouze izolované body, v pfipadé A = ) je f holomorfni funkce na €.

Pozndmka. Pro viechna a € A je lim,_,, f(z) = oo, miZeme tedy funkci v t&chto bodech dodefinovat hodnotou co.

Pozndmka. Funkee typu f(z) = %, kde p(x), g(x) jsou polynomy, je meromortni funkce, A = kofeny polynomu ¢(z).
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14 Linearni zobrazeni a jeho matice, soustavy lineadrnich algebraickych
rovnic, Frobeniova véta.

Poznamka. Nejdiive ivod do LAL, lze preskodit.
Definice. (&iselné té&leso) Mnozinu T' C C nazveme ¢iselnym télesem, pokud |T'| > 2 a pro kazdé a, 8 € T spliwje:
l.a+B€eT,
2. a-BET,
3. —a €T,
4. pokud a # 0, pak i erT.
Definice. (vektorovy prostor) Necht jsou déany:
1. ¢&iselné téleso T,
2. mnozina V # (), prvky nazyvame vektory,
3. zobrazeni & : V xV — V|
4. zobrazeni ® : T xV — V.
Rekneme, ze V je vektorovym prostorem nad T, zna¢ime (V,T,®,®), pokud jsou splnény nasledujici axiomy:
1. komutativita @: VZ,y € V: 2Dy =y D &,

. asociativita @: VZ, ¢, Z€ V: (D §) 7= P (

<y
©®
Nl

. existence nulového vektoru: I3y € V: V¥ e V., &

®» D
<y
I
qu
N
=
®
@
g
@
<
Il

. existence opa¢ného vektoru: V¥ € V: 327 V, ¥

2
3
4 0
5. asociativita @: Va,B € T,VZ € V: (a-8) 0Z=a® (8O T),
6. néasobeni jednickou: VZ € V: 10 ¥ = &,

7. distributivita ® vaéi séitani &isel: Vo, 3 € T,VZ € V: (a+ ) OTF=a O ZH L O T,

8. distributivita ® vaéi s¢itani vektort: Va € T, VZ, 7€ V: a O (TR Y) =a 0 Z G a O §.

Definice. (linearni obal, generator) Necht V je vektorovy prostor nad télesem 7. MnoZzinu vSech linearnich
kombinaci vektorii Z1, ..., Z, € V nazveme linearnim obalem a znacime [Z1, ..., Z,|r. Vektory &1, ..., &, nazyvame
generatory LO. Pokud plati V = [Z4, ..., %], pak &1, ..., %, nazyvame generatory V.

Definice. (baze) Necht V je vektorovy prostor nad télesem T, n € N a &#1,...,%, € V jsou LN a generuji V.
Potom soubor (&1, ..., Z,) nazveme bazi V.

Definice. (dimenze) Necht V' # {6} je vektorovy prostor nad télesem 7. Necht existuje n € N takové, ze
e ve V existuje n LN vektori,
e kazdych (n + 1) vektori z V je LZ.
Pak dimenze V je kone¢na a rovna n. V opa¢ném piipadé klademe dim V' = +o0. Pro nulovy vektorovy prostor dim V' = 0.

Véta. (Steinitzova véta o vyméné&) Necht T1,...,%, jsou LN vektory z vektorového prostoru V nad T. Ddle
necht §i, ..., Ym €V spliiugi Z; € [U1, ..., Ym]x pro kaZdé i € n. Pak plati:

1. m>n,
2. existuji vzdjemné rizné indexy iy, ..., i, € m tak, Ze (Y1, ..., Ym]x = [T1,..., &0, (T | 1 € M A{ir, ... in})]y
Véta. (alternativni definice dimenze) Nechtn € N, V je vektorovy prostor nad T. Pak dim'V = n prdvé tehdy,

kdyz ve V' existuje n-célennd bdze.
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Dausledek. (duasledky Steinitze) Necht' V' je vektorovy prostor nad T a dimV = n € N. Pak:
1. KaZdd baze V' je n-clennd.
2. Kazdy n-clenny LN soubor ve V' je souborem generdtori, a tedy je bdzi V.
3. Kazdy n-clenny soubor generdtori V je LN, a tedy je bdzi V.

Véta. (vybér baze z generatort) Nechtn € N, V je vektorovy prostor nad T, dimV =n € N,V = [§1, ..., Jm]a-
Pak existuji indexy i1, ..., 1, € m takové, Ze (Y, ..., s, ) tvoFi bazi V.

Vé&ta. (doplnéni LN vektort na bazi) Nechtn € N, V je vektorovy prostor nad T, dimV =n € N. Necht k € i
a®,...,%5 €V jsou LN. Pak existuji vektory Try1,..., %, takové, Ze (Z1,..., Tk, Tht1,.- -, Tn) je bdzi V.

Definice. (soufadnicovy funkcional a izomorfismus) Necht X' = (#1,...,%,) je baze vektorového prostoru
V,, nad télesem T .

e Necht ¥ = Z?:l «; 7;. Potom «; nazveme i-tou soufadnici vektoru # v bazi X.
e Zobrazeni xfﬁ V=T, xf(f) ‘= ; pro® =y ., o;T;, nazveme i-tym souradnicovym funkcionalem v béazi X.

] " T " - e
e Zobrazeni (.)x : V,, = 1™, (Z)x := (a1,...,ay)" proZ =) . | a;&;, nazveme soufadnicovym izomorfismem
v bazi X.

Pozndmka. Obé zobrazeni jsou aditivni a homogenni.

Definice. (podprostor) Necht V je vektorovy prostor nad t&lesem T'. Pak P nazveme podprostorem V a zna¢ime
PccV,pokud ) # P C V a P je uzavieny na s&itani vektorii a nasobeni vektoru ¢éislem. Trivialnimi podprostory
nazveme {0} a V, jinak se jedné o vlastni podprostory.

Véta. (alternativni definice podprostoru) Necht V je vektorovy prostor nad télesem T. Necht ) # P C V.
Pak jsou ndsledujici tvrzeni ekvivalentni:

1. PCcCV,
2. (VZ,j€ P)(Va eT)(aZ +y € P),
3. (YneN)(Vau,...,an €T)(VZ1,..., &, € P) (X1, uT; € P).
Véta. (prvni véta o dimenzi) Necht V je vektorovy prostor nad T, P,Q CC V. Pak
dim(P + Q) + dim(P N Q) = dim P + dim Q.
Definice. (doplnék podprostoru) Necht V je vektorovy prostor konetné dimenze nad T, P,QQ CC V. Pokud

plati P ® Q =V, pak @ je doplitkem P do V, jeho dimenzi dim () znac¢ime codim P a nazyvame kodimenzi P.

Linearni zobrazeni

Definice. (linearni zobrazeni) Budte P,Q vektorové prostory nad stejnym té&lesem T'. Zobrazeni A : P — Q
nazveme linearni, pokud plati:

1. A je aditivni: (VZ, ¢ € P) (A(Z+ ) = A(Z) + A (%)),
2. A je homogenni: (Vo € T)) (VZ € P) (A (aZ) = aA (X)).

Véta. (alternativni definice lin. zobrazeni) Budte P, Q vektorové prostory nad stejngm telesem T, A : P — Q.
Pak ndsledugjict tvrzeni jsou ekvivalentni:

1. A je linedrni,

2. (Yo € T) (VZ,ij € P) (A(aZ + i) = aA (Z) + A(¥)),

3. (Yn € N)(Vau,...,an € T) (VZ1,.. ., @n) (A (z;;l aj:zj) =" a4 (fj)) .
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Definice. (prostor linearnich zobrazeni) MnoZinu v8ech linearnich zobrazeni z P do @ vektorovych prostorii
nad télesem T' oznaéime .Z (P, Q). Dale definujeme operace s¢itani a nasobeni ¢islem z télesa:

1. VA,Be Z(P,Q)) (Vi€ P)((A+ B) ¥ := A¥ + BZ),
2. VaeT)(VAe Z (P,Q)) (VT e P)((a- A) ¥ := aAZ).
Z(P,Q) s takto definovanymi operacemi je vektorovy prostor nad 7'
Definice. (linearni operator, funkcional) V' vektorovy prostor nad 7'
o Jelli Ae Z(V,V), pak A je linearni operator a znacime £ (V).
e Je-li p € Z(V,T) pak ¢ je linearni funkcional a znaéime V#. Prostor V# nazveme dudlnim prostorem k V.
Definice. (monomorfismus, epimorfismus, izomorfismus) P, Q) vektorové prostory nad T, A € .Z (P, Q). Pak:
1. A je prosté, monomorfismus < (VZ,7 € P) (AZ = Ay = £ =19),
2. Aje,na @ ¢ epimorfismus < (VZ € Q) (37 € P) (AT = 2),
3. je-li A prosté i na, pak je A izomorfismus,
4. je-li P =@ a A izomorfismus, pak A je regularni operator.

Véta. (linearita inverzniho zobrazeni) Budte P, Q vektorové prostory nad T, A € £ (P, Q) izomorfismus. Pak
ezistuje A1 € £ (Q, P) a je také izomorfismem.

Vé&ta. (linearita sloZzeného zobrazeni) Budte P,Q,V wvektorové prostory nad T, A € £ (Q,V), B € £ (P,Q).
Pak AB € L (P, V).

Definice. (obraz a vzor mnoziny) Budte P, Q vektorové prostory nad T', A € ¥ (P,Q). Necht M C P, N C Q.
Obrazem M nazveme A (M) = {A% € Q | ¥ € M}. Vzorem mnoziny N nazveme A~ (N) = {7 € P | AT € N}.

Véta. (obraz a vzor podprostoru je podprostor) Budte P, Q) vektorové prostory nad T, A € £ (P, Q). Necht
M cCPaNCCQ. Pak AIM)CccQ a A~Y(N)cc P.

Definice. (hodnost, jadro, defekt) Budte P, Q vektorové prostory nad T, A € £ (P, Q).
1. Hodnosti A nazveme h (A) := dim A (P),

2. jadrem A nazveme ker A := {JE' €P|AZ = 6Q} ,
3. defektem A nazveme d(A) := dimker A.

Véta. (obraz linearniho obalu) Budte P, Q vektorové prostory nad T, A € £ (P,Q). Necht %1, ...,%, € P. Pak
A([Z1,...,%,],) = [AZq, ..., AZ,],.

Véta. (dimenze obrazu podprostoru) Budte P,Q vektorové prostory nad T, A € ¥ (P,Q), P, CC P. Pak
dim A (Py) < dim P;. Spec. h(A) = dim A (P) < dim P.

Véta. (prostota a jadro) Budte P,Q vektorové prostory nad T, A € £ (P,Q). A je prosté < ker A = {613}.

Vé&ta. (prostota a dimenze obrazu podprostoru) Budte P, Q vektorové prostory nad T, A € £ (P,Q) mono-
morfismus. Pak plati, Ze

1. Z4,...,%, LN v P, pak AZ1,..., A%, jsou LN v Q,
2. P, CC P, pak dim A (P1) = dim P;. Specidlné h(A) = dim P.
Véta. (hodnost sloZzeného zobrazeni) P,Q,V vektorové prostory nad T, A € £ (Q,V), B e £ (P,Q). Potom
1. h(AB) < h(A). Je-li navic B ,na Q “ pak h(AB) = h(A).
2. h(AB) < h(B). Je-li navic A prosté, pak h(AB) = h(B),
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Véta. (zadavani lin. zobrazeni) P, Q vektorové prostory nad T. Ozn. X = (Z1,...,%y,) bdzi P, §1,...,¥n € Q.
Pak 31A € £ (P, Q) tak, Ze AZ; = y;, Vi € n. (Linedrni zobrazent je jednoznacné urdeno obrazy bazickijch vektori.)

Véta. (FeSeni rovnice AZ = b) P,Q vektorové prostory nad T. Necht A € L (P,Q) a b € A(P). Pak mnoZina
viech Teseni AT = b md tvar A1 (b) = @ +ker A, kde @ € P je partikuldrni FeSeni splriujici Ad = b.

Véta. (druha véta o dimenzi) Necht P, Q vektorové prostory nad T. Necht A € £(P,Q) a dim P < +o00. Pak
h(A) + d(A) = dim P.

Definice. (izomorfni prostory) P,Q vektorové prostory nad 7. f{ekneme, ze P, @Q jsou izomorfnimi prostory a
znafime P 2 @, pokud existuje izomorfismus A € Z(P, Q).

Véta. (izomorfismus prostort a dimenze) Nechl P,Q vektorové prostory nad T a alespoti jeden z nich md
konecnou dimenzi. Pak P =2 Q) prdvé tehdy, kdyz dim P = dim Q.

Véta. (jednodussi ovéfeni izomorfnosti) P, Q vektorové prostory nad T, A € £ (P,Q), dim P = dim Q < +o0.
Pak A je izomorfni pravé tehdy, kdyZ A je monomorfni nebo epimorfni.

Dausledek. Spec. pro A € Z(P) na prostorech konecné dimenze plati: A je epimorfni < A je monomorfni.

Matice a linearni zobrazeni
Definice. (nasobeni matic) A € 77", B € T™P. Soufinem matic A a B nazveme matici AB € T™? definovanou:
n
[AB],; == AuBy; Viem,Vjep.
k=1
Soudin matic je asociativni, distributivni vici séitani, ale NENT komutativni, ani pro étvercové matice.
Definice. (matice linearniho zobrazeni) Budte P, Q,, vektorové prostory nad T, X = (&1,...,Z,) baze P,,
Y baze Q,. Bud A € Z (P, Q). Definujeme matici zobrazeni A v bazich X a ) jako [XAy} = y:#(Aa_:'j), tj.
YAY = ((AZ)y,,. ... (AZ,)y) € T™".
Pokud A € £ (P,), pak misto *A¥ piseme YA.
Véta. (vlastnosti matic zobrazeni) Budte P, Q,, vektorové prostory nad T, X bdze P,, Y bize Q.. Pak
1. VA, B € L (Pn,Qm): ¥(A+ B)Y =Y 4Y 4 XBY,
2. Ya €T, VA€ L (Pn,Qm): *(aA)” = a¥AY.

Vé&ta. (vypocet obrazu vektoru) Budte Py, Q,, vektorové prostory nad T, X bdze Py, Y bize Q, A € L (Pn,Qm).
Pak pro kazdé & € P, plati
(AZ)y, =% AV (Z) -

Véta. (matice sloZzeného zobrazeni) P, Q,,, Vs vektorové prostory nad T, A € L (Qm,Vs), B € L (Pn,Qm).
Budte X, Y, Z bdze P,, Q.., Vy. Pak plati:

Y(AB)® =Y A% ¥ BY.

Definice. (matice pFechodu) X, ) baze V,,. Matici pfechodu od X k Y nazveme *I := ((Z1)y,, ..., (Zn)y)-

Soustavy linearnich algebraickych rovnic

Soustavou m linearnich algebraickych rovnic (LAR) pro n neznamych nazveme kazdou soustavu tvaru

a1z + apxe A+ o+ 4+ G, = b
anx1 + axpry + - 4+ awTp, = by

)
Gmi1Ti + GmaT2 + -+ e, = by

kde ¢isla a;; a b; pro i € m a j € i jsou obecné komplexni.
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Znadceni:

e Matice
air a2 - Qln
a1 ag2 - a2n
A= ,
aml Am2 - Amn
se nazyva matice soustavy.
e Matice
ai; a2 - A | b
- az;  Gsz v Gap | bo
(A|b) = T A R
Am1 Am2  ** Qmn | bm
se nazyva rozsifenou matici soustavy.
b1
- ba
e Vektor b = . € C™ se nazyva sloupcem pravé strany.
bﬂ’l
Z1
T2
e Vektor ¥ = . € C™, pro néjz je soustava splnéna, nazyvame feSenim soustavy.
L

e Jestlize b = 0, fikdme, Ze soustava je homogenn{ nebo bez pravé strany.
e V opafném pfipadé jde o soustavu s pravou stranou.
Pozndamka. Homogenni soustava mé vzdy alespon jedno feSeni & = 0, takové feSeni nazyvame trivialni.

Definice. (horni stupiiovity tvar) Matice A o m Fadcich a n + 1 sloupcich s prvky a;j, i € m, j € n/—i—\l, je
v hornim stupfiovitém tvaru, pokud existuje | € m a indexy ki, ..., k; takové, ze 1 < k; < --- < k; <n+ 1 a plati

1. a;k, # 0 pro kazdé i GZA,
2. ag :Oprokaidéieﬁaj<ki,
3. a;; =0 pro kazdé i > 1, j € n+ 1.
Pozndmka. ReSeni soustavy provadime pomoci ekvivalentnich fadkovych tprav:
1. zdména dvou rovnic,
2. pri¢teni nasobku jiné rovnice k vybrané rovnici,
3. nésobeni rovnice nenulovym ¢islem.

Pozndmka. Sloupce rozsifené matice soustavy s indexy ki, ks,...,k; nazyvame hlavni sloupce, ostatni sloupce
nazyvame vedlejsi.

e Soustava je FesSitelna pravé tehdy, kdyZz sloupec pravych stran je vedlejsi.

e Reseni dopocitame tak, ze neznamé odpovidajici vedlejsim sloupctim zvolime libovolné a zbylé neznamé jed-
nozna¢né dopocitame.

e Soustava mé jediné feSeni, pravé kdyZz ma matice soustavy jen samé hlavni sloupce a sloupec pravych stran
je vedlejsi.
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Frobeniova véta
Definice. (hodnost matice) Bud A € 7™ ™. Hodnosti A nazveme h (A) :=dim[A.1;, Ao, ..., A,],.

Véta. (hodnost linearniho zobrazeni a jeho matice) Budte P, Q,, vektorové prostory nad T, A € L (P, Qm),
X bize P, Y bize Q. Pak h(A) = h(¥AY).

Definice. (regularni a singularni matice) A € T™" je regularni matice, pokud h(A) = n. V opa¢ném pfipadé
je A singularni.

Véta. (izomorfismus a regularni matice) Budte P,,Q,, vektorové prostory nad T, A € £ (P, Qn), X bdze
P,, Y bdze Q,. Pak A je izomorfismus prdavé tehdy, kdys YAY je reguldrni matice.

Dausledek. (regularni operator a regularni matice) P, vektorovy prostor nad T, A € £ (P,), X bdze P,.
Pak A je regquldrni operdtor pravé tehdy, kdyz YA je reguldrni matice.

Véta. (hodnost souéinu matic) Necht A € T"™"™ B € T™P. Pak
e h(AB) < h(A). Je-li navic n = p a B reguldrni matice, pak h(AB) = h(A).
o h(AB) < h(B). Je-li navic m =n a A reguldrni matice, pak h(AB) = h(B).
Véta. (Frobenius) Budte A € T™™, beT™. Pak pro soustavu linedrnich algebraickyjch rovnic AZ = b plati:
1. esend existuje pravé tehdy, kdyz h(A) = h(A[b),
2. So:={ZeT" | AZ=0}, pak So CCT™ a dimSy =n — h(4),

3. pokud h(A) = h(A|b), pak mnoZina viech Feseni S := {Z € T™ | AT = b} md tvar S = @+ So, kde @ je
partikuldrni TeSent (Ad =b).

Dusledek. Homogenni soustava s matici A € T™™ md pouze trividlni eSeni < A je requldrni matice.

Dausledek. Soustava AT = 5, AeTmm, beT" md pravé jedno Tesent < A je reguldrni matice.

Inverzni matice a operator, iplnad Gaussova eliminace.

Definice. (inverzni matice) Necht A je matice s prvky z télesa T'. Pokud existuje matice B s prvky z T takova,
7e AB = BA =1, pak B je inverzni matice k A.

Pozndmka. Vime h(AB) < h(A). Proto pro singularni matici A nemize platit AB = BA = I pro zadnou matici B.
Véta. (existence inverzni matice) Bud' A € T™" requldrni matice. Pak k ni existuje prdvé jedna inverzni matice.
Disledek. (regularita a inverzni matice) Matice A € T™" je requldrni prdvé tehdy, kdy? existuje A=*.

Véta. (inverzni matice k sou¢inu matic) A, B € T™" reguldrni matice. Pak AB je requldrni a (AB)~! = B~1A~1L.

Véta. (aplna Gaussova eliminace) Bud A € T™" reguldrni, B € ™™, Pak A lze pomoct ERU prevést na
jednotkovou matici. Pokud pievedeme rozsifenou matici (A | B) pomoci ERU do tvaru (I | X), pak X = A™'B.
Symbolicky (A | B) ~ (I | A='B).

Véta. (pravy a levy inverzni operator) Necht'V je vektorovy prostor nad T, A € Z(V).

e Pokud existuje B € £L(V) tak, Ze AB =1, pak A je ,na V7.

o Pokud existuje C € L(V) tak, Ze CA =1, pak A je prosty.

o Pokud existuji B,C € £ (V) tak, e AB =1 = CA, pak A je reguldrni operdtor a A=t = B = C.
Operdtor B nazveme pravym inverznim operdtorem k A, operdtor C nazveme levim inverznim operdtorem k A.

Véta. (inverzni operator ke sloZeni operatori) Necht' V je vektorovy prostor nad T, A, B € £L(V) reguldrni.
Pak AB je reguldrni operdtor a (AB)™! = B~1A~L

Vé&ta. (inverzni operator a inverzni matice) Necht V,, je vektorovy prostor nad T, X je bize V,, A € Z(V).
Je-li A reguldrni operdtor, pak Y(A~1) = (*A)~L.
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15 Hermitovské a kvadratické formy, polarni baze, zdkon setrvacnosti,
matice kvadratické formy, kritéria pro urcéovani charakteru formy.
Zmaceni: T = R nebo T = C.

Definice. (hermitovska forma) Necht V je vektorovy prostor nad T. Zobrazeni h : V x V — T nazveme
hermitovskou formou, pokud plati:

1. hermitovskost: (VZ,7 € V) (h (Z,7) = m),

2. linearita v prvnim argumentu: (VZ, 9,2 € V,a € T) (h (aZ + ¢, 2) = ah (&, 2) + h (¥, 2)).
Diagonélou hermitovské formy nazyvame zobrazeni @) : V' — T definované pro kazdé & € V jako Q (Z) == h (Z, ).
Véta. (vlastnosti) V vektorovy prostor nad T, h hermitovskd forma na' V' s diagondlou Q. VZ,y,Z € V,a € T plati:

1. antilinearita ve druhém argumentu: h (Z, oy + 2) = ah (Z,9) + h (Z, 2),

2. Q (%) eR,
3. Q(aF) = |af* Q (@),
4 QT +19) = Q(Z) +2Re (h(7,9) + Q(9),
5. rovnobéznikovd rovnost: Q (7 + ) + Q (¥ — ) = 2(Q (¥) + Q (¥))
6. polarizacni identity:

proT =R

hED =1 QEHD - QE-1),
proT =C .
h(Z,7) ZE(Q(fﬂ?) —QE-7)+ - Q@ +if) - QT —if)).

4 4

Definice. (nulprostor) V vektorovy prostor nad T, h hermitovska forma na V. Nulprostorem h nazveme mnoZinu
Ny ={Z eV |h(Z9) =0,VyeV}.
Nulitou formy h pak rozumime dim N,. h nazyvame regularni pravé tehdy, kdyz dim Nj, = 0, jinak je h singulérni.

Véta. (o nulprostoru) Bud'V wvektorovy prostor nad T, h hermitovskd forma na V. Pak N, CC V.

Polarni baze

Definice. (polarni baze) Necht V;, je vektorovy prostor nad T, h je hermitovska forma na V,, a A = (dy,...,dy)
je baze V,,. Jestlize h (d;,d;) = 0 pro kazdeé i,j € n, i # j, pak A nazveme polarni bazi hermitovské formy h.

Véta. (existence polarni baze) h hermitovskd forma na V,, vektorovém prostoru nad T. Pak existuje poldrni bize h.

Vé&ta. (hledani polarni baze) Bud h hermitovskd forma na V, vektorovém prostoru nad T, Q jeji diagondla,
A= (dy,...,d,) bdze V,,. Necht existuji q1,...,q, € R tak, Ze Q(Z) = Z?Zl loj|2q; pro kazdé T = E?Zl o;d;. Pak
q = Q(d;) pro kazdél € i a A je poldrni bdze h.

Véta. (nulprostor a polarni baze) Bud h hermitovskd forma na V,, vektorovém prostoru nad T, Q jeji diagondla,
A= (di,...,dy) poldrni baze h. Necht existuje k € 7 tak, Ze Q(@;) = 0 pro kazdé j < k a Q(d;) # 0 pro kazdé j > k.
Pak Np, = [d1,...,dk|x. Pokud naopak Q(a@;) # 0 pro kazdé j € n, pak Ny = {6}

Disledek. h hermitovskd forma na V,, vektorovém prostoru nad T, Q jeji diagondla, A = (@1, . .., dy,) poldrni bize h.
Pak pocet nul v posloupnosti (Q(d1), ..., Q(a,)) nezdlezi na volbé bize A a je roven nulité.
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Kvadratické formy

Definice. (kvadratickd forma) Necht V je vektorovy prostor nad 1. Zobrazeni Q : V — T je kvadratickou
formou, pokud existuje hermitovska forma h takova, ze @ je jeji diagonalou. Takovou h pak nazyvame polarou Q.
Polarni bazi, nulprostorem a nulitou @ rozumime polarni bazi, nulprostor a nulitu h. Dale @ je regulérni, pravé
kdyz h je regularni.

Véta. (zdkon setrva¢nosti kvadratickych forem) @ kvadratickd forma na V,, vektorovém prostoru nad T
a A = (d,...,4d,) poldrni bize Q. Oznacme p,q,r pocty kladngch éisel, zaporngch cisel a nul v posloupnosti
(Q(a1),...,Q(ay)). Pak (p,q,r) nezdvisi na volbé bdze.

Definice. (index setrvaénosti, signatura kvadratické formy) Cisla p, resp. q z predchozi véty nazyvame
kladnym, resp. zapornym indexem setrva¢nosti kvadratické formy. Signaturou Q nazyvame trojici sg(Q) := (p,q,7)
a hodnosti @ rozumime h (Q) :=p+ q.

Definice. (charakter kvadratické formy) Bud @ kvadratickd forma na V vektorovém prostoru nad 7. @ je:
e pozitivné definitni (PD) & VZ € V ~ {0}: Q (Z) >
e pozitivné semidefinitni (PSD) < VZ € V: Q (#) > 0 a soucasné 37y € V ~ {0}: Q (&) = 0,
e negativné definitni (ND) < V& € V ~ {0}: Q (%) <
e negativné semidefinitni (NSD) < V' € V: Q (Z) < 0 a soucasné 3% € V ~ {0}: Q (%) =0,
e indefinitni (IND) < 37,72 € V: Q (F1) >0 A Q(Z2) < 0.
Véta. (charakter a signatura) Q kvadratickd forma na V,, vektorovém prostoru nad T, sg(Q) = (p,q,7). Pak:
e QjePDep=n,q=0,r=0,
e Qje PSD < q=0,r#0,
e QjeND<=p=0,g=n,r=0,
e Qje NSD <= p=0,r#0,
e QjeIND & p#£0,q#0.

Definice. (matice kvadratické formy) @ kvadratickd forma na V,, vektorovém prostoru nad T, h jeji polara,
X = (Z4,...,%,) baze V,,. Matici kvadratické formy @, resp. hermitovské formy h v bazi X je [XQL']' = h(Z;,Z;).

Véta. (vlastnosti matice kvadratické formy) Necht @ kvadratickd forma na V,, vektorovém prostoru nad T,
h jeji poldra, X = (#1,...,2Z,) bdize V,,. Pak:

Q= ("QH
o W(Z,7) = ((®)x)" Q@) x pro kazdé 7,7 € V,,,
e Q@) = ((@)x)" *Q(@)x pro kazdé T € V,,,

e Q= (yIX)TXQ (YI®) pro kazdou bdzi ) prostoru V.

Véta. (hodnost kvadratické formy a jeji matice) Necht Q kvadratickd forma na V,, vektorovém prostoru nad
T aX = (&1,...,%,) bize V,,. Pak h(Q) = h(*Q).

Véta. (Sylvesterovo kritérium) Necht Q kvadratickd forma na V,, vektorovém prostoru nad T a X je bdze V,,.
Oznacme Ay, = det™Q [k], k € A hlavni subdeterminanty matice “Q. Pak plati:

1. Q je PD & (Vk € n) (Ag > 0),
2. Q je ND < (Vk € n) ((—1)*Ag > 0).
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16 Skalarni soucin a norma, ortogonalita, nerovnosti, ortogonalni dopl-
nék.
Zmaceni: T = R nebo T = C.

Definice. (skalarni sou¢in, norma, pre-Hilbertiv prostor) Bud V vektorovy prostor nad T. Zobrazeni
(-]-) : V x V — T nazveme skalarnim sou¢inem, pokud (- | -} je hermitovskou formou s pozitivné definitni diagonéalou:

1. hermitovskost: VZ, 5 € V: (Z|9) = (¥| T),
2. linearita v prvnim argumentu: VZ, 7,2 € V,Va € T: (aZ + §| 2) = a(@ | 2) + (V| 2),
3. pozitivni definitnost: VZ € V: (Z|Z) > 0 a soucasné (¥|F) =0 < 7 = 0.

Zobrazeni ||-|| : V — T definované VZ € V piedpisem ||Z|| := \/(Z| Z) nazveme normou.
Vektorovy prostor V' nad T se skaldrnim sou¢inem (-|-) zna¢ime H a nazyvame pre-Hilbertovym prostorem.

Definice. (ihel) Budte X nad R a &, € H, Z,§ # 0. Pak thlem mezi Z a § rozumime &slo

(Z19)

[Ny

Definice. (ortogonalita) Vektory &1, ...,Z, € H nazveme ortogonalnimi, pokud (Vi,j € 7,7 # j)((Z; | Z;) = 0).
Dale fikame, Ze jsou ortonormalni, pokud (Z; | Z;) = J;;.

( = arccos

Véta. (linearni nezavislost OG vektort) H nad T, &1, ..., %, € H nenulové OG vektory. Pak Z1, ..., Zy, jsou LN.

Véta. (souradnice v OG bazi) Necht H,, je vektorovy prostor nad T. Necht X = (Z1,...,Z,) je OG bdze v H,,.
Potom pro kazdé & € H,, plati:

Definice. (Fourierovy koeficienty) Bud #,, vektorovy prostor nad T. Necht X = (&1, ...,%,) je ON baze v H,,.
Pak souradnice vektort v bazi X nazyvame Fourierovymi koeficienty v bazi X.

Véta. (Pythagorova) H vektorovy prostor nad T, Z,§ € H jsou OG vektory. Pak |+ 7||> = || 2> + ||7]°.

Véta. (Gramova-Schmidtova) Necht H je vektorovy prostor nad T. Nechl Ty, ..., %, jsou LN vektory z H. Pak
existuji OG (i ON) vektory i1, ...,y takové, Ze [T1,...,Tx]y = [§1,-..,Yk], pro kaZdé k € n.

Pozndmka. Vzorec ortogonalizaéniho procesu:
(@ |9)
- o k+1|Yi) S
Yk+1 = Th41 — Z J:iglyz
i=1 ”yl”
Dausledek. (existence ON baze) Kazdy vektorovy prostor H,, nad T md ON bdzi.

Véta. (ON baze) Necht H je vektorovy prostor nad T, X = (Z1,...,Z,) je ON soubor v H. Pak jsou ndsledujici
vyroky ekvivalentni:

1. X je baze.
2.NFeM: Z= 1 (T|T)T,

8. VZ, g € H: (F|§) = 1L, (F| F) (7] ),

4. YT € H plati Parsevalova rovnost: ||Z||° = S K2 )%
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Nerovnosti

Véta. (Cauchyho-Schwarzova nerovnost) Bud H vektorovy prostor nad T a T,y € H. Pak plati:

Kz < 12 1191 -
Rovnost nastavd pravé tehdy, kdyz jsou vektory & a i linedrné zdvislé.
Véta. (trojahelnikova nerovnost) Bud H vektorovy prostor nad T a &,y € H. Pak plati:
12+ 71| < [|2]] + [|71] -
Rovnost nastdvd pravé tehdy, kdyz Ia > 0 takové, Ze £ = ay nebo § = af.

Véta. (Besselova nerovnost) H vektorovy prostor nad T, Z1,...,Zx € H jsou ON vektory. Pak VT € H plati:

Ortogonalni doplnék
Definice. (OG doplnék) H vektorovy prostor nad T, § # M C H. Ortogonalnim doplitkem M do H nazveme
M* :={FcH | (Z|§) =0 pro kazdé 7 € M}.
Véta. (Vlastnosti OG dopliku) Necht H je vektorovy prostor nad T, O # M C H. Pak plati:
o M+ CccH,
o M C (M)t
Véta. (OG rozklad) Necht H je vektorovy prostor nad T, P CC H, dim P < +oc0. Pak plati:
e H=P&P
o (PH)L=r.

Definice. (OG primét) Necht P CC H, ¥ € H. Je-li T = Fp + &p1, kde Tp € P, Tp. € PL, pak Tp se nazyva
ortogonalnim primétem Z do P. Zobrazeni & — Zp je projektor na P podle PL.
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17 Determinant matice a determinant operatoru.

Definice. (permutace) Kazdou bijekci 7 : 7 — 7 nazyvame permutaci na 7. MnoZzinu v8ech permutaci znaéime S,,.

Definice. (inverze, znaménko permutace) Bud = € S,,. Pak inverzi v 7w nazveme kazdou usporadanou dvojici
(i,7), i,j € m, spliwjici: ¢ < j A m(i) > 7 (j). Podet inverzi v 7 znaéime I,. Znaménkem permutace m nazveme
¢islo sgn(m) = (—1)"". Permutace je suda, jestlize sgn(w) = 1, a lich4, jestlize sgn(r) = —1.

Definice. (transpozice) Nechtn > 2ai,j € i, i # j. Transpozici ¢isel ¢ a j nazveme lichou permutaci 7;; splitujici:

ij (k) = kproi#k#j,
Tij (]) = i7
Tij (’L) = ]

Véta. (znaménko slozené permutace) Budte 7, p € S,,. Pak plati: sgn (7 o p) = sgn(m)sgn(p).

Definice. (determinant matice) Necht A € T™". Pak determinantem matice A nazveme ¢&islo

det A := Z sgnm Alﬂ.(l)AQﬂ.(g) e Anﬂ.(n).
TESy

S¢itance v sumé nazyvame ¢leny determinantu.
Véta. (determinant transponované matice) Necht A € T™". Pak det A = det AT
Definice. (horni a dolni trojahelnikova matice) Necht A € 7",

e A je horni trojuhelnikova matice < Vi,j € n, ¢ > j: A;; = 0 (matice méa pod diagonélou nuly).

e A je dolni trojuhelnikova matice < Vi, j € n, i < j, A;; = 0 (matice méa nad diagonéalou nuly).
Véta. (determinant trojahelnikovych matic) A € T™"™ horni & dolni trojihelnikovd. Pak det A = Aq1Agg -+ Ay
Véta. (fadkové a sloupcové upravy determinantt) Bud A € T™". Pak plati:

1. Vznikne-li B vyndsobenim nékterého Fddku (sloupce) matice A &islem o € T, pak det B = adet A.

2. Je-li néktery fddek (sloupec) A nulovy, pak det A = 0.

3. Vznikne-li B prohozenim dvou Tddki (sloupci) matice A, pak detB = — det A.
4. Md-li A dva Tdadky (sloupce) stejné, pak det A = 0.
)

1 --- (_ji—l §6i+1 671) Pak
n). Analogicky pro Tddky.

. Oznacme A = (dy ... Gj—1 P aig1 -.. Q) aB=(
detA+detIB3:det(dl d’i—l (ﬁ+® ai+1

QL QY

6. Prictenim libovolného ndsobku jednoho radku (sloupce) k jinému ddku (sloupci) matice A se determinant nezmén.
Disledek. Bud A € T™" a o € T. Potom det (aA) = a™ det A.

Definice. (n-linearni forma, antisymetrickd forma) Necht V je vektorovy prostor nad T. Pak zobrazeni
w:V x---xV = T nazveme:
—_——

n—krat
e n-line4drni formou na V, jestlize pro kazdé ¥, Z, ¥1,...,Z, € V, a € T a pro kazdé i € n plati:
. - Lo - . . - S o
w (T, Tay . Tic1, QU + 2, Tin1, -, Tn) = aw(T1, T, .., i1, ¥, Tit1,-- -, Tn)
4w ($17$2, B T I G B ,J}n) s

e antisymetrickou formou na V', pokud pro kazdé ¥i,..., 7, € V a pro kazdé i,j € n, i # j, plati:

— — — — — — —

w (L, &, .. Loy Ly, Tn) = —w (D1, T2, .., T,y Ty Tn)

Pozndmka. Determinant jako funkce sloupcti matice je n-linearni antisymetrickd forma na 7.
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Véta. (ekvivalentni fadkové tpravy a determinant matice) Bud A € T™"™. Predpokldidejme, Ze M vznikla z
jednotkové matice 1,, konecnym pocétem ekvivalentnich tddkovych dprav. Pak det (MA) = det M det A.

Véta. (regularni matice a determinant) Bud A € T™". Potom A je reguldrni prdvé tehdy, kdyz det A # 0.
Véta. (determinant soucinu matic) Budte A,B € T™". Pak plati: det (AB) = det A det B.

1
det A*

Véta. (determinant inverzni matice) Bud A € T™" reguldrni matice. Pak plati: det (A™') =

Definice. (algebraicky dopln&k) Bud A € 7", kde n > 1. Ozna¢me A7) matici, ktera vznikne z A vyskrtnutim
i-tého fadku a j-tého sloupce. Pak ¢islo o N
Dij = (—1)Z+J det A(Z’])

nazveme algebraickym doplitkem prvku A;;.

Véta. (rozvoj determinantu podle fadku, sloupce) Bud' A € T™"™, n > 1. Pak Vi € 0, resp. Vj € 0 plati:

det A = ZAijDij (rozvoj podle i-tého Fddku),

Jj=1
n
det A = ZA”DM (rozvoj podle j-tého sloupce).
i=1
Definice. (adjungovana matice) A € 7™", n > 1. Adjungovanou matici k A nazveme matici A*¥ spliwjici Vi, j € i

[Aadj] L= Dgz

ij
Véta. (inverzni a adjungovana matice) Bud A € T™", n > 1. Pak
1. (det A)T = AUA,

o . coAa—1 _ 1 adj
2. pokud A reguldrni, pak plati: A= = 25 A,

Véta. (Cramerovo pravidlo) Bud A € T™", n > 1, beT". Pokud A je requldrni matice, potom pro kaZdé j € n
je j-ta sloZka veseni soustavy AT = b rovna:
~ detBUY)
T T TdetA

kde matice BY) vznikne z matice A nahrazenim j-tého sloupce vektorem b.

Definice. (subdeterminant) Bud A € T ", necht &isla 41,...,9 € M a ji,...,J; € n spliuji:

1<ii<io<...<iz<m a 1<j1<jpa<...<j<n.

Pak matici A ( 3.1’ Y zk )7 jez vznikla z A zachovanim pouze téch prvki, které maji fadkovy index z {i1,..., %}
1y 9J1
a zaroven sloupcovy index z {ji,...,Ji}, nazveme submatici matice A. Je-li submatice ¢tvercova fadu k, pak jeji

determinant nazveme subdeterminantem fadu k& matice A.

Véta. (hodnost a subdeterminant) A € T™". Pak h (A) = k prdvé tehdy, kdyz existuje nenulovy subdeterminant
matice A Fddu k a zdroven je kaZdy subdeterminant vyssiho Fddu nulovy.

Definice. (determinant operatoru) Necht V, je vektorovy prostor nad T. Necht X je baze V,, a A € £ (V,,).
Pak determinant operatoru A znaéime det A := det(*A).

Pozndmka. Nezéavisi na volbé béze, jak plyne z v&t o matici slozeného zobrazeni a determinantu souc¢inu matic.

Pozndmka. Pro operatory plati podobna tvrzeni s determinanty jako pro matice:
e Necht A € Z(V,,). Pak A je regularni < det A # 0.
o Necht A, B € . Z(V,). Pak det(AB) = det Adet B.

e Necht A € Z(V,) a A je regularni. Pak det A=! = —dciA.
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18 Vlastni Cisla a diagonalizovatelnost matic a operatori

Definice. (vlastni &isla, vektory) Bud A € C™". Cislo A € C nazveme vlastnim ¢islem matice A, pokud existuje
vektor ¥ € C™, ¥ # 0, takovy, ze A¥ = AZ¥. Vektor & nazveme vlastnim vektorem matice A pfislusnym vlastnimu
¢islu A. MnozZinu vlastnich ¢isel matice A nazveme spektrem matice A a zna¢ime o (A). Vlastnim podprostorem
matice A pifslusnym vlastnimu ¢islu A rozumime Py = {Z € C" | AZ = A\Z}, tj. P\ je mnoZina vlastnich vektort A
prislusnych A s pfidanim nulového vektoru.

Véta. (vlastni podprostor) Budte A € C™", X\ € o (A). Pak Py CC C". Navic {AZ | T € Py} C Py.

Definice. (geometricka nasobnost) Necht A € C™™, X € o (A). Potom geometrickou nasobnosti vlastniho éisla A
nazveme vg (A) := dim Pj.

Definice. (charakteristicky polynom) Bud A € C™". Zobrazeni ps : C — C definované pro kazdé ¢ € C jako
pa (t) := det (A — tI) nazyvame charakteristickym polynomem matice A.

Véta. (vlastnosti charakteristického polynomu) Necht py je charakteristicky polynom matice A € C™™. Pak:
1. pa je polynom,
2. stuperi py je n, koeficient u nejuyssiho stupné t™ v py (t) je (=1)",
8. konstantni ¢élen polynomu py je roven det A.

Véta. (vlastni éisla a charakteristicky polynom) A € C™"™. Pak X\ € o (A) prdvé tehdy, kdyz pa (A) = 0.

Véta. (vlastni ¢isla trojahelnikové matice) Necht A € C™™ horni (nebo dolni) trojiuhelnikovd matice. Pak
vlastni ¢isla A jsou rovna jejim diagondlnim prvkim.

Definice. (algebraickd nasobnost) Bud A € C™™, A € o (A). Algebraickou nasobnosti v, (A) vlastniho ¢&isla A
nazveme nasobnost A jakoZzto kofene charakteristického polynomu py. Zéaroven plati > A€o (A) Vo (A) = n.

Véta. (vlastni €isla a determinant) Necht A1, ..., \g jsou vzdjemné riznd vlastni éisla matice A € C™™. Pak plati:
det A = Ny ) \re ()

Disledek. (vlastni ¢isla a regularita matice) Necht A € C™". Matice A je reguldrni < 0 ¢ o (A).

Véta. (algebraicka a geometricka nasobnost) Necht A € C™™. Pak pro kazdé A € o (A) plati: v, (A) > vy (N).

—

Véta. (LN vlastnich vektori) Bud A € C™™. Necht A1, ..., \; jsou vzdjemné riznd vlastni éisla a 4, ..., T
jsou jim prislusné vlastni vektory matice A. Pak T'1,..., T jsou LN.

Véta. (baze z vlastnich vektora) A € C™". Existuje bdze C™ z vlastnich vektord A < VA € o (A): vg (A) = vy (N).

Diagonalizovatelnost matic

Definice. (podobnost matic) Budte A,B € C™™. Rekneme, Ze matice A je podobna matici B, pokud existuje
regulérni matice X fadu n takové, ze A = XBX L.

Pozndmka. Podobnost je relace ekvivalence na mnoziné ¢tvercovych matic fadu n.
Véta. (vlastnosti podobnych matic) Budie A,B € C™™ a A je podobnd B.
1. Pak py = pg, tedy i 0 (A) = o (B) a v2 (\) = v (\) pro kazdé \ € o (A).
= l/éB (N).
3. Potom det A = detB a Tr (A) = Tr (B).

2. Je-li X € o (A), pak v} (N)

Pozndmka. Bud A,B € C™". Plati, ze AT je podobna matici A. Je-li A podobna B, pak AT je podobna B” a A~!
je podobna B!, pokud existuji. Podobnost je zachovana i v mocninach. Je-li alespoii jedna z matic regularni, pak
AB je podobna BA.
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Definice. (diagonalizovatelnost) Bud A € C™". Matici A nazveme diagonalizovatelnou, pokud je podobna
diagonalni matici, tj. existuji matice D diagonalni a X regularni tak, ze A = XDX !

Pozndamka. Necht X je regularni matice sestavena z vlastnich vektora A piislusnych Aq,...,A,. Pak
A0 o0 0
0 X ... O
AX =X . . )
0 0 ... X\

Tim jsme prevedli matici A na diagonalni A = XDX 1.

Véta. (diagonalizovatelnost a baze z vlastnich vektord) Bud A € C™"™. Pak matice A je diagonalizovatelnd
pravé tehdy, kdyz v C™ existuje baze z vlastnich vektori A.

Véta. (diagonalizovatelnost a nasobnosti) Necht A € C™". Matice A je diagonalizovatelnd prdvé tehdy, kdyz
pro kaZdé X € o (A) plati v, (A) = vy (N).

Poznamka. Kazda matice je podobna matici v Jordanové kanonickém tvaru, ktera je blokové diagonalni. Pocet Jor-
danovych bloki odpovidajicich vlastnimu &islu A je roven v4()), soudet fadt blokd odpovidajicich A je roven vq ().

Véta. (Hamiltonova-Cayleyho) Bud A € C™". Pak matice A je korenem svého charakteristického polynomu.

Diagonalizovatelnost operatort

Problém se v kone¢né dimenzi pievede na hledéni vlastnich ¢isel a vlastnich vektori matice operatoru. Musi se
hlidat, nad kterym télesem jsou operatory definovany — vlastni ¢isla operatoru musi byt z tohoto télesa.

Véta. (vlastni podprostor operatoru) Necht V' je vektorovy prostor nad T, A € L (V).
Pak Py :={Z €V | AZ = \&} CC V. Navic A(P\) C Py.

Véta. (LN vlastnich vektori operatoru) Necht'V je vektorovy prostor nad T, A € L (V). Necht A1, ..., A\, jsou
vzdjemné riznd vlastni ¢isla a &1, ..., Tk jsou jim prislusné vlastni vektory operdtoru A. Pak X1, ..., Ty jsou LN.

Véta. (vlastni ¢isla operatoru a charakteristicky polynom) Necht'V,, je vektorovyg prostor nad T, A € £ (V,,).
Pak X € o (A) pravé tehdy, kdyZpa(A\) =0aXeT.

Definice. (diagonalizovatelnost operatoru) Necht V,, je vektorovy prostor nad T. Operator A € Z(V,,) na-
zveme diagonalizovatelnym, pokud existuje baze ) prostoru V,, takova, ze YA je diagonalni matice.

Véta. (diagonalizovatelnost operatoru a baze z vlastnich vektori) Necht'V,, je vektorovy prostor nad T,
Ae LV, Y je bize V,. Pak YA je diagondlni matice prdave tehdy, kdyZ Y je bdze z vlastnich vektori A.

Véta. (diagonalizovatelnost operatoru a nasobnosti) Necht V,, je vektorovy prostor nad T, A € L (V,,).
Operdtor A je diagonalizovatelnyj prdavé tehdy, kdyz jsou spinény dvé podminky:

1. p'0)CT.
2.Vx€ea(A): v, (N) =vy(N).
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19 Rieszova véta, sdruzeny operator. Normalni, hermitovsky a unitarni
operator.

Znaceni: T = R nebo T = C.

Véta. (Rieszova) Necht je ddn vektorovy prostor H, nad T. Je-li ¢ € (Hn)#, pak existuje prdavé jeden vektor
7 € Hy, takovy, Ze ¢ (Z) = (T|y) pro kaZdé T € H,,.

Definice. (sdruZeny operator) H, nad T, A € £ (H,). Pokud B € £ (H,,) spliwje pro kazdé &,y € H,, vztah:
(AZ|y) = (Z| BY),
pak B nazveme sdruzenym operatorem k A a znacime A*.

Véta. (Existence a jednozna¢nost sdruzeného operatoru) Bud H, vektorovy prostor nad T, A € L (Hy,).
Pak existuje pravé jeden sdruzenyj operdtor k A.

Véta. (matice sdruzeného operatoru) H, nad T, A € £ (H,), X ON bdze H,,. Pak plati ¥(A*) = (TA)H.
Disledek. (determinant sdruzeného operatoru) H,, vektorovy prostor nadT, A € £ (Hy,). Pak det A* = det A.
Véta. (spektrum sdruZeného operatoru) H,, vektorovy prostor nad T, A € £ (H,). Pak X € o(A) & X € o(A¥).

Normalni, hermitovsky, unitarni operator

Definice. (normalni, hermitovsky, unitarni operator) Necht je d4dn vektorovy prostor H,, nad C, A € £ (H.,,).
e Pokud AA* = A*A, pak A nazveme normélnim.
e Pokud A = A*, pak A nazveme hermitovskym. (nad R fikime symetricky)
e Pokud AA* = I, pak A nazveme unitarnim. (nad R fikime ortogonalni)

Pozndmka. Podobné pro matice v C™". AAT = AH A je normalni matice, atd.

Vé&ta. (normalni operatory a normalni matice) H,, vektorovy prostor nad C, A € £ (H,), X ON bdze v H,,.
1. A je normdlni operdtor < *A je normdlni matice.
2. A je hermitovsky operdtor < *A je hermitovskd matice.
3. A je unitdrni operdtor < YA je unitdrni matice.

Vé&ta. (charakterizace normalnich operatord) H,, vektorovy prostor nad C, A € £ (H,). Pak A je normdlni
pravé tehdy, kdyz ||AZ|| = || A*Z|| pro kaZdé T € H.,,.

Vé&ta. (vlastni vektory normalnich operatort) Necht H,, vektorovy prostor nad C, A € £ (H,) normdlni. Pak:
1. X€ o (A) a & je vlastni vektor A prislusng \ < X € 0 (A*) a T je vlastni vektor A* prislusng \.
2. Vlastni vektory piislusné riznym vlastnim cislim jsou na sebe kolmé.

Véta. (diagonalizovatelnost normalnich operatord) Necht H,, vektorovy prostor nad C, A € £ (Hy,). Je-li
A normdlni operdtor, pak A je diagonalizovatelny.

Véta. (normalni operatory a ON baze z vlastnich vektort) Necht H,, vektorovy prostor nad C, A € L (Hy,).
Pak A je normdlni prdvé tehdy, kdyz v H,, existuje ON bdaze z vlastnich vektorii.

Véta. (charakterizace unitarnich operatora) H, vektorovy prostor nad C, A € £ (H,,). Pak plati:
A je unitarni & A7 = A* @ VI, 5 € H, : (AT | AY) = (Z| 7)) & Vi € H, : ||AZ]| = ||Z]|.
Véta. (vlastnosti unitarnich operatora) H, vektorovy prostor nad C, A,B € £ (H,) unitdrni. Pak plati:
VA€ oa(A): |A =1; |det A| = 1; AB je unitdrni.
Véta. (vlastnosti hermitovskych operatori) H,, vektorovy prostor nad C, A € £ (H,,) hermitovsky. Pak plati:
o VT e H,: (AZ|Z) € R,
e 0(A) CR,
e det A € R,
o A(H,) = (ker A)*.
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