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Pozndmka. Pro jednoduchost budou vSechny pojmy vysvétlovdny na jednorozmérném pripadu.

1 Fourierovy rady

V obecném Hilbertové prostoru H s tiplnym ortogonalnim!' souborem X = (x,),cy lze kaZdy vektor v
vyjadrit jako

b= mx  kdeay = (ol xg) (1.1)
— k

Cislo a; se nazyva k-ty FourierGv koeficient vektoru v v bdzi X a dand fada se nazyva Fourierova fada
vektoru v.

Trigonometrické Fourierovy rady

UvaZujme interval (a,b) C R a oznaCme [ = b — a. Jako OG béazi Hilbertova prostoru L, ((a, b)) 1ze volit
soubor funkci (cos 2’””‘) o U (sm 2’””‘) o Podle (1.1) je Fourierovou fadou funkce f € L, ((a, b)) fada
neNy ne

27mx . 2nnx
+ b, sin

f(x):go Z cos (1.2)
=1

kde Fourierovy koeficienty maji hodnotu

nxdx Vn € Ny,

deneN

f f(x) sm

Fourierovy fady a Fourierovy koeficienty lze zapsat i v exponencidlnim tvaru

Fourierova rada v exponencidlnim tvaru

Fo = %Zm P (—2"1’”), (13)

1Tde v podstaté o ortogondlni bazi H. Plati (Vv € H,v # 0) (In € N) ((v]| x,,) # 0). Detaily viz MAA3 nebo VYMA.
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kde

Fourierovy koeficienty

b
6, = % f F(x) exp(zmnx)dx (1.4)

l

Lze se presvédCit, Ze oba tvary (1.2) a (1.3) jsou skute¢né ekvivalentni. PouZitim Eulerova vzorce dostdvame

b
2 2 2
=7 f f(x)(cos 7Tlnxdx+isin ”l”x)dx, (1.5)

takZe ¢y = ag a pron > 0 mdme ¢, = a, + ib, a c_, = a, — ib,. Po dosazeni pak postupné dostavame

1 2rinx 1 = 2nnx 2nnx
3 Z cnexp(— ; ): 3 Z (an+ib,,)(cos ; dx —1isin ; )

n=—o0o n=—oo

1 +00 2 2 2 2
:% t5 ; (a, +1b,) (cos 7rlnxdx —1sin 7rlnx) + (a, — ib,) (Cos 7rlnxdx isin ,Tlnx)

+00

2 2
:% +Zancos 7rlnx + b, sin 7rlnx.

n=1

Fourierova fada funkce f konverguje na celém R k tzv. normalizovanému periodickému prodlouZeni f, pro
které plati

LAimgr f @O +1limey f (1) x=a,
F) =1L dimey, £ @) +lime,- f () x€(ab), (1.6)
fx=D Vx € R.

2 Fourierova transformace

Fourierovym obrazem funkce f : R — R rozumime funkci F = F [ f], kterd spliiuje pro kazdé u € R

Fourieriiv obraz

F(u) = f £ (x) e 2" uxdx 2.1)

(srovnej s (1.3)). Inverzni Fourierovou transformaci funkce F rozumime funkci ! [F], kterd spliiuje

Fourieriiv vzor

+00

FUF](x) = f F (u) et xdy, (2.2)

—00



Za urcitych okolnosti plati

FLIF]=f,

ale obecné tomu tak neni.

Schwartziv prostor S a véta o inverzi

Prostorem S nazyvame tfidu vSech funkci ¢ : R — R, které v +oo klesaji rychleji nez libovolnd mocnina
x"V¥n €N, a totéz plati pro vSechny jejich derivace. Pfikladem takové funkce miiZe byt napft.

o (x) = e,

Ttida S je vektorovy prostor, ktery je navic uzavieny vici ndsobeni polynomem a derivaci. Lze ukazat, Ze
pro vSechny prvky ¢ € S plati rovnéz ¥ [¢] € S a je splnéna Fourierova inverzni formule

FUFI =7 (2.3)

Poissontv sumacni vzorec (pro funkce)

Uvazujme funkci f € S, kterd je nenulovd pouze na intervalu (a, b) délky [ = b — a . Jeji normalizované
periodické prodlouZeni mé potom zfejmé tvar

Fo= > Fax—kb. (2.4)

k=—c0

Pro VYx € R je hodnota tohoto prodlouZeni rovna souctu Fourierovy fady funkce f, tj.

f) == Z Cp EXP (— 27r;nx)’ (2.5)

kde pro Fourierovy koeficienty plati podle (1.5) a (2.1)

b +00
2 2minx 2 2rinx 2 n
cnzjff(X)exp( ] )dxzjff(X)exp( ; )dXZYF(_Y)'

kde F = F [ f]. Srovndnim (2.4) s (2.5) je vidét, Ze pro kazdé x € R plati

i Fx—kl) = %2‘1 F (—;)exp (—2”;’”)

k=—c0

a konkrétn€ pro x = 0

n=—0o

Po formdlni substituci sCitacich indexd k <> —n vlevo a n < —n vpravo dostdvame

Poissonity sumacni vzorec

21 Fnl) = %iF(%) 2.6)



3 Konvoluce

Necht’ f,g € L, (R). Konvoluci funkci f, g rozumime funkci f * g definovanou jako

Konvoluce funkci

(f*g)(x)fo(t)g(X—t)dt (3.1)

Jestlize ma funkce g omezeny support, hovofime o ni ¢asto jako o konvolu¢nim jadru. Pfedpokladejme, Ze

supp g = (—a,a).

Potom Ize psat

(f*g)(X)=ff(t)g(x—t)dt=ff(x—z)g(z)dt=ff(x—z)g(z)dt=ff(t)g(x—t)dt-

Z poslednich dvou vztaht je vidét, hodnota (f = g) (x) je v podstaté vaZzenym primérem hodnot funkce f
na okoli bodu x.

Konvoluc¢ni teorém

Konvoluce a Fourierova transformace spolu velmi tizce souvisi. Necht’ f, g € L, (R). Potom:

1. Fouriertiv obraz, resp. vzor konvoluce funkci je soucin Fourierovych obrazi, resp. vzort funkci

Flf=g9l=Ff]-Flg]. (3.2)
Ff+gl=F"1f]1-F gl (3.3)

2. Fouriertiv obraz, resp. vzor soucinu funkcfi je konvoluce Fourierovych obrazi, resp. vzora funkci

Flfagl=Ff]1+F lg]. (3.4)
F ' fgl=F"[f1=F 'lg]. (3.5)

Napft. prvni tvrzeni 1ze dokdzat spoleCnym pfimym vypoctem:

Til [f % g] (I/l) f[ff(t) g ()C _ t) dl] eiZm'uxdx — ff(t) eiZm'ut [fg ()C _ [) e+27riu(xl)dx] dt

= f £ (@) e ds f g (x) e dx = F (u) G (w) = (F*' [£]- F*' [g]) ).

Druhé tvrzeni plyne z prvniho za predpokladu, Ze pro f, g plati Fourierova inverzni formule (2.3).



4 Distribuce

Uvazujme prostor D C C* (R) nekonecnékrat diferencovatelnych funkci s kompaktnim supportem. Du-
alnimu prostoru 9 vSech linedrnich funkciondlt na P tfikame prostor distribuci (zobecnénych funkci).
Aplikaci distribuce 7' € O’ na tzv. testovaci funkci ¢ € D zna¢ime

(Tle).

Rekneme, Ze distribuce T je reguldrni, jestlize existuje funkce f € L, (R) tak, Ze

(Tley ={flg),
kde

(flo) = ff(x)sO(x)dx

je skalarni souCin na L, (R). Diracova ¢-,,funkce* je ve skuteCnosti distribuce s vlastnosti

(6l =¢(0).

Nejedna se o regulédrni distribuci, ale formdlné se Casto piSe

fé(x)go(x)dx:go(O) atedyi fé(x)dx: 1.

Operace s distribucemi

Operace s distribucemi lze definovat tak, aby pro reguldrni distribuce odpovidaly operacim s ptisluSnymi
funkcemi. Kromé operaci na vektorovém prostoru 9’

(T+Slg)=(T|lp)+{S|lp) Yo €D,
(aT|py =al{T|p) Yo € D

lze zavést:

1. Operaci posunuti. Jestlize operdtor posunuti T, funguje na funkce jako

(T f) (x) = f(x = h), 4.1

potom pro distribuce jej 1ze definovat pomoci vztahu

(T @) =(T|7_pp) . 4.2)

Je-1i T regularni a odpovid4 funkci f, tak potom plati

<ThT|<,0>=<T|T-h90>=ff(X)QD(X+h)dx=ff(x—h)so(X)dx=<Thf|90>,

tj. distribuce 7, T je rovnéz regularni a odpovida funkci 7, f, coZ bychom ocekdvali.

2. Nasobeni distribuce funkci g 1ze definovat

(gT| @) =(T|gp) Yo € D.
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3. Derivaci distribuce definujeme V¢ € D jako

(T'l@)y =—(T|¢').

Potom totiZ pro reguldrni distribuce definované funkci f alespoii tiidy C! (R) dostdvame

<T’|90>=—<T|¢’>=—ff(x)s0’(x)dx=ff’(x)so(X)dx=<f'|s0>,

tj. distribuce 7" je rovnéZz regularni a odpovida funkci f”. Okrajovy ¢len v per-partes vypadne, nebot’
¢ ma omezeny support. Distribuce maji na rozdil od funkci vZdy vSechny derivace, coZ umozZiuje
velmi efektivné pouZit teorii distribuci v teorii (parcidlnich) diferencidlnich rovnic.

Temperované distribuce a jejich Fourierova transformace

Temperované distribuce jsou linearni funkciondly definované na Schwartzové prostoru S. ProtoZe evidentné
D c §, je kazda temperovand distribuce definovana Yo € D a je tedy i distribuci. Existuji vSak distribuce,
které nejsou temperované. Proto plati S’ ¢ 9. Temperované distribuce nemaji obecné vSechny derivace.

Protoze pro kazdou ¢ € S plati rovnéz F [¢] € S, je mozné definovat Fourierovu transformaci tempe-
rované distribuce T jako temperovanou distribuci F [T'], splilujici vztah

Fourierova transformace temperované distribuce

(F[T1le) = (T|F [¢]). (4.3)

Je li distribuce T reguldrni a definovana funkci f, potom pro kazdou ¢ € S plati

+00

(F [T119) = (T| F [¢]) = f F ) F o] () du = f f @) f o (x) e ¥ dx | du

(%)

= f f £ @) @ (x) e dxdu = f f £ @y e du e (x)dx = (F[£]| ),

tj. distribuce ¥ [T] je rovnéz regularni a je definovana funkci F [ f].

Priklad. Fourierovou transformaci 6-distribuce je identita, tj. regularni distribuce definovana funkci f (x) =
1. Plati totiz

Tl = (o] el) =7 el 0 = [pwe=@ar= [pwar=lig.

Fourierova transformace Diracova hrebenu

Tzv. Diracuv hieben

+0o0
s= ) Tud, (4.4)

n=—oo
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je soucet o-distribuci rozmisténych ,,vedle sebe* s pravidelnym krokem 4. Potom V¢ € S s koneCnym
supportem dostdvame z definice

+00 +00

(FIslley=(s|Flel) = D (rmo] Flel) = > (6]7-uF [#] Z Flel(-nh).  (45)

n=-—00 n=—oo n=—0o

Po zdméné n < —n a podle Poissonova sumacniho vzorce (2.6) déle ziskame

ZZT (o] (=) = nisf[so] (nh) = %iw(%)

Posledni sumu lze prepsat zpét z definice distribuce

1 & n 1 & n 1 & | =
}_’;90(5):5;¢(_Z):Z;<5|T—Z¢>:<g;ﬂ:5 90>~ (4.6)

Srovnanim levé strany (4.5) s pravou stranou (4.6) dochdzime k rovnosti

?{ i Tnhé} = % i Tu6. 4.7

n=—oo n=—oo

Konvoluce temperované distribuce s funkci

Konvoluci temperované distribuce 7' s funkci (konvolu¢nim jadrem) g definujeme jako temperovanou dis-
tribuci T = g, ktera spliuje Yo € S
(T xgle) =(Tle*g)

kde g (x) = g (—x). JestliZe je temperovand distribuce reguldrni a definovand funkci f, potom

<T*g|90>=<T|90*é>=<f|90*é>=ff(x)@p*é)(x)dx:

ff(X)[ftp(t)g(tX)dt]dX—f[ f(X)g(tX)dX]sa(t)dt—(f *gl¢),

(o) —00

tj. distribuce f = T je rovnéZ regularni a je definovana funkci f * g.
V dalS$im textu nékolikrat vyuZijeme konvoluci s posunutou d-distribuci

+00

((T10) * gl) = (Tpol @ x g) = (Ol T (@ * ) = (@ *g) (h) = fso(t)g(t —h)dt = (Tugl @), (4.8)

—00

tj. plati rovnost distribuct
(Th6) * g = Thg. (4.9)

Z. defini¢niho vztahu rovnéz ziskame konvolucni teorém pro distribuce
FIT+gl=FIT1-F [g], (4.10)

resp.
F[Tgl=F(T1=F [g]. (4.11)



nebot’ napft. v pripadé (4.11) plati
(F[Tgl|e) = (Tg|F le]) = (T|9F l¢]) = (F IT1|F " [o7F [¢]])
(7|7 gl ¢) = (7 (71| FTol = ¢) = (F 171+ F Lg] | ).

V prvnim faddku dprav byly vyuZity definice Fourierovy transformace distribuce (4.3), soucinu distribuce s
funkei a opét (4.3) spolu s Fourierovou inverzni formuli (2.3) na S. Ve druhém fddku byl vyuZit konvoluéni
teorém (3.5), vztah

+00 +00

fﬂdmzfﬁm&WM=fmm#WWM=¢mem=?@m>

—00 —00

a nakonec opét definice Fourierovy transformace (4.3).

5 Shannoniv-Nyquistuv vzorkovaci teorém

Shannoniv teorém se zabyva kritériem pro dokonalou rekonstrukci spojitého signdlu z jeho vzorki. Nejprve
je nutné formalizovat, co rozumime pod pojmem signdl a jeho vzorkovani.

Model diskrétniho signalu

Uvazujme jednorozmérnd data (signdl) definovand pomoci funkce f : R — R. Tento signdl zaznamena
digitalni zafizeni (sampler) v intervalech s pravidelnym rozestupem (periodou) h. Vzorkovanim signalu
tedy rozumime ziZeni funkce f na spocetnou mnoZinu diskrétnich (izolovanych) hodnot

H, ={nhlneZ}, h>0,
tj. fly,- Lze navic zavést oznaceni n-t€ho vzorku
Jo = f (nh).
Sestrojme nyni (temperovanou) distribuci f; = f - s, kde

+00
s = Z T10

n=—o0o

je Diraciiv hieben (4.4). Tato distribuce je (z hlediska informace) ekvivalentni s vzorkovénim fly, , .
distribuce f; je urCena jednoznacn€ vzorkovénim f|;, a naopak. Skutecn€, pro libovolnou ¢ € S plati

(Jalo) = <f' +Z’° Tun0 90> = < i Tl f90> = i (Tundl f)
= i Ol T (f)) = i (T-n (f)) (0) = i (f) (nh) = i Jap (nh),

tj. fly, definuje jednoznalné f;, a naopak, z tvaru f;, Ize ziskat hodnotu libovolného k-tého vzorku f; speci-
alni volbou testovaci funkce ¢, naptiklad

) 1 pro x = nh,
XxX) =
4 0 jinak.

Distribuci f; budeme také tikat diskrétni signdl.



Rekonstrukce signalu - interpolace

Rekonstrukci signalu rozumime nalezeni funkce f, : R — R definované pouze pomoci vzorkid f,, resp.
diskrétniho signélu f;. To Ize jisté provést mnoha zptisoby, ale my se budeme snazit najit takovy zptsob a
takové predpoklady, které ndm zaruci rovnost f, = f, tj. rekonstruovany signdl bude presné roven ptivod-
nimu signdlu, ktery byl vzorkovan.

Zvolme nejprve libovolné konvolu¢ni jadro g a vypocitejme f; * g. Jednd se o distribuci, kterd pro kazdé
¢ € S spliiuje

<fd*g|go>=<(f- > rnha)*g

n=—o0o

€0>:<f' +Zoo7-nh5

+00 +00

90*<7>= PIACETINCD

= anfso(og(r—nh)dt:fzfng(r—nh>so<r)dz=<2ﬁnnhg 90>~

Posledni vyraz uz je skaldrni souc¢in na L, (R). Distribuce f; * g je tedy reguldrni a je definovana funkci
+00
f;’ = Z ﬁlTnhgv

tj.
[0 =) fgGc—nh).

n=—0oo

Lze si napt. rozmyslet, Ze pokud zvolime

g () = 1—% pro |x| < h,
0 pro |x| > h,

vyslednd funkce f, vznikne linedrni interpolaci vzorkl f,. Konvoluce diskrétniho signalu f; s riznymi
konvolu¢nimi jadry tedy predstavuje rtizné zpusoby interpolace vzorkd f,. Proto se nékdy konvoluci fika
obecnd interpolace.

Nyquistova mez

S pomoci teorie shrnuté vyse je snadné odvodit spektrum diskrétniho signalu f;. Pro FourierGv obraz dis-
krétniho signélu plati podle konvolu¢niho teorému (4.11)

Fo:=Ffa =F1f-s]=F [f1+F [s].

Pro Fourierv obraz Diracova hiebenu s jsme jiz dfive odvodili vztah (4.7), tj.

1 +00
Flsl= ) 1d.

Po dosazeni a pfi oznaCeni F = ¥ [ f] dostdvame diky (4.9)

1 +o00 1 400
Fd:F [zZTZé):ZZTZF
Jinymi slovy, spektrum diskrétniho signalu vznikne sectenim spekter pivodniho signdlu posunutych o na-
sobky }l, tj. o vzorkovaci frekvenci. Pivodni signdl f bude moZné presné rekonstruovat pravé tehdy, kdyz
se podafi rekonstruovat jeho spektrum. To vSak pidjde jen tehdy, kdyZ vzorkovaci frekvence % bude vetsi
nez dvojnasobek maximalni frekvence W obsaZené ve spektru f (obrazky 5.1 a 5.2). Této hodnoté se fika

Nyquistova mez. Mame tedy
9
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>|=

Obrazek 5.1: Dostate¢na vzorkovaci frekvence.

|Fa(u)|

T

Obrazek 5.2: NedostateCnd vzorkovaci frekvence - dochazi k prekryti spekter.
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Shannonuv—Nyquistitv vzorkovaci teorém

> 2W. 5.1

S| =

Idealni interpolant

Je ziejmé, jak pii dostatecné vzorkovaci frekvenci izolovat puvodni spektrum F ze spektra diskrétniho
signalu F,. Staci vynasobit F; funkci

To znamena, Ze
F=G-F,

Provedeme-li inverzni Fourierovu transformaci, ziskdme diky konvolu¢nimu teorému (4.10)
f=F (G -F)=F"[Gl* fa

Provadime tedy konvoluci diskrétniho signélu s konvolué¢nim jadrem g = F ! [G]. Jeho tvar umime vypo-
Citat:

+00 1
N . h ) ﬁ
g(x) = fG(u) eZmuxdu =h fe%luxdu — [ : eZmux]
2mix 1
- _ﬁ 2h
 sinh (%1
= _MZESiH(ﬂ—x)zsinc(E)’ (52)
X 1 X h h
pficemz definujeme
. sin x
sincx = —.
X

Jak jiz bylo feceno, konvoluce libovolné funkce g s diskrétnim signdlem predstavuje jisty druh interpolace.
S pomoci funkce g definované pomoci (5.2) vsak interpolaci ziskame pifimo piivodni signdl f. Proto se
funkci (5.2) tiké idedlni interpolant.
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