Otazky k BC SZZ z predmétu
Matematickd analyza a linedrni algebra

Toméas Jakubec
(aprava Martin Kovanda)

LS 2017/2018



Obsah

8

9

Diferencialni pocet realné proménné - derivace, jeji aplikace pro vySetfovani funkce, véty o pri-
rustku funkce

Riemanniv integral v R, definice, postac¢ujici podminky existence, Newtonova formule, substi-
tuce, per partes, véty o stfedni hodnoté

Ciselné rady, kritéria konvergence, prerovnani rad, soucin rad

Mocninné Fady, vlastnosti sou¢tu mocninné rady, Taylortv polynom, Taylorova fada, rozvoje
zékladnich funkci do Taylorovy rady

Derivace v R", parcialni derivace, véty o pfrirustku funkce, extrémy funkci vice proménnych,
vazané extrémy

Lebesguetiv integral - definice, méfitelné mnoziny a funkce, Fubiniova véta, véta o substituci,
spojitost integralu, véty o zaménach (integral a fada, integral a limita, integral a derivace)

Derivace v komplexnim oboru, holomorfni funkce, Cauchyova véta a Cauchytv vzorec, Lau-
rentv rozvoj a typy singularit, reziduova véta

Linearni zobrazeni a jeho matice, soustavy linearnich algebraickych rovnic, Frobeniova véta

Hermitovské operatory a kvadratické formy, skalarni souc¢in a ortogonalita, nerovnosti

10 Linearni operatory a ¢tvercové matice, determinant, vlastni ¢isla, diagonalizovatelnost, nor-

malni operatory

11

13

16

20

23

27

30



1 Diferencialni pocet readlné proménné - derivace, jeji aplikace pro vy-
Setrovani funkce, véty o prirustku funkce

Definice. (derivace) Mé&me funkci f: R — R a bod a € Dy N D’. Potom derivaci funkce f v bodé a nazveme

f’(a) — lim f(l’) — f(a)’

r—a Tr—a
pokud tato limita existuje. Je-li f'(a) € R, Fikame, Ze je v bodé a diferencovatelna.

Véta. (aritmetika derivace) Budte f, g redlné funkce redlné promeénné diferencovatelné v bodé a € R. Pak plat,
ze

L (f+9) (a) = f'(a) + ¢ (a),

2. (f9) (@) =g (a) f' (a) + f (a) ¢’ (a),

5. 7@ #0, (3) (0= @,
pokud vijrazy na pravé strané maji smysl.

Véta. (derivace sloZzené funkce) Necht g je diferencovatelnd v bodé a, f je diferencovatelnd v bodé g (a), a € D}Og.
Pak f o g je diferencovatelnd v bodé a a plati, Ze

(fog) (a)=f"(g(a) g (a).

Vé&ta. (derivace inverzni funkce) Necht f je spojitd a prostd na otevieném intervalu J a diferencovatelnd v bodé
2o € J, kde f' (wg) # 0. Pak inverzni funkce f=1 je diferencovatelnd v bodé¢ yo = f(xo) a plati, Ze

(572) w0 = 55

Véta. (Darboux) Bud funkce f zprava spojitd v bodé a, necht je f diferencovatelnd na pravém okoli bodu a, necht
existuje lim,_,q, f'(x). Pak existuje f! (a) a plati, Ze

Definice. (derivace vyssich fadd) Bud f realna diferencovatelna funkce. Oznac¢ime funkei f' : R — R definova-
nou f’(z) = % (). Druhou derivaci funkce f” rozumime derivaci funkce f’ atd. pro vyssi derivace.

Definice. (lokalni extrémy) Rikame, ze funkce f méa v bods a
1. lokalni maximum, pravé kdyz (3H,) (Vz € H,) (f (z) < f (a)),
2. ostré lokdlni maximum, pravé kdyz (3H,) (Vax € H, ~ {a}) (f (z) < f (a)),
3. lokaln{ minimum, pravé kdyz (3H,) (Vz € H,) (f (z) > f (a)),
4. ostré lokalni minimum, pravé kdyz (3H,) (Vz € H, ~ {a}) (f (z) > f (a)),

Véta. (nutnid podminka existence extrému) Bud f md v bodé a lokdlni extrém. Pak f'(a) = 0 nebo f'(a)
neexistuje.

Véta. (postaéujici podminka pro monotonii funkce) Bud f spojitd na intervalu I, necht existuje f' na I°.
Pak plati, Ze

1. Yz eI)(f (z) >0) < f jenal rostouct.
2. Vzel)(f (x)
3. (Vxel)(f (z)

IN

0
0) & f je na I klesajict.
0

)< f je na I konstantni.



4. Yz e I)(f' (x) > 0) = f je na I ostFe rostouct.
5 (Vzxel)(f () <0)= f jenal ostre klesajict.

Véta. (derivace a postaéujici podminka existence extrému) Bud [ diferencovatelnd na néjakém okoli bodu
minimum

a. Je-li f'(a) =0 a soucasné f" (a) { z 8 , pak f md v bodé a ostré lokdlni mazimum.

Definice. (teéna) Funkce f ma v bodé a
1. svislou teénu pravé tehdy, kdyz f je spojita v bodé a a [ (a) = +oo,

2. nesvislou te¢nu y (z) = f'(a) (x —a) + f (a), pokud je f v bodé a diferencovatelna. Bodu (a, f (a)) Fikadme
bod dotyku.

konvexni

Definice. (konvexnost, konkavnost) Rikime, Ze f je na intervalu I < Konkavni >, pravé kdyz

<

(Vzq, 20,23 € I, 11 < 2 < T3) (f (x2)< > > (x2 — 1) +f(x1)) :

Véta. (postacéujici podminka pro konvexnost a konkavnost) Bud funkce f spojitd na intervalu I a diferen-
rostouct konvexni
klesajict o . konkdvni
N . na I°. Pak je f na I .

ostre rostouct ryze konvexni

T3 — I1

covatelnd na I°. Je-li f'

ostre klesajict ryze konkdvni
>0 roste
Vé&ta. (postaéujici podminka pro monotonii ') Bud funkce f" na intervalu I° <0 . Pak ' Klesd
>0 ostre roste
<0 ostre klesd
konvexnt
konkduvni

o .
na 1°. Pak f je na I ryze konvezni °

ryze konkdvni

Definice. (inflexni bod) Rikéme, Ze funkce f méa v bodé a inflexi, pravé kdyz je diferencovatelna a plati, ze

>
<

<

Y@+ s @a-a)a(e>as i@ S )@ @e-a).

Véta. (nutna podminka existence inflexniho bodu) Necht funkce f md inflexi v bodé a a necht je diferenco-
vatelnd na okoli a. Pak f" (a) = 0 nebo neeristuge.

(3H,) (Vx € H,) (x <a= f(x) <

Véta. (postacujici podminka existence inflexniho bodu) Necht ezistuje okoli H, takové, Ze f md koneénou
druhou deriwvaci na H,. Necht f" (a) =0 a f" (a) # 0. Pak f md v bodé a inflexni bod.

Véta. (asymtota) Funkce f md v +oo asymptotu o rovnici y (x) = kx + q, pravé kdyz
_ flz) .
1 —~=keR A 1 —kx)=q.
ATy TRE P U (2) — ko) =g

Podobné pro pripad —oc.

Véty o prirustku funkce
Véta. (Rolleova) Bud f spojitd na intervalu [a,b], necht f je diferencovatelnd na (a,b), f(a) = f(b). Pak
dc € (a,b) tak, Ze ' (c) = 0.
Véta. (Lagrangeova) Bud f spojitd na intervalu [a,b] a diferencovatelnd na (a,b). Pak 3c € (a,b) takovy, Ze
i £ (0) = f(a)

f (C) - b —a .
Vé&ta. (Cauchyova) Budte f, g spojité na intervalu [a,b] a diferencovatelné na (a,b). Necht ddle ¢’ (z) # 0, Vz €
(a,b). Pak 3c € (a,b) takovy, Ze




2 Riemanntv integral v R, definice, postacujici podminky existence,
Newtonova formule, substituce, per partes, véty o stfedni hodnoté

Poznamka: doc. Posta chce zasadné SVOJE zavedeni Riemannova integralu a je proto vhodné procist si definici
z jeho poznamek.

Definice. (dé&leni intervalu) Bud [a,?] interval v R. Konetnou mnoZinu o = {zg,21,22,...,2,} takovou, Ze
a=1zy <z <... <2y=>nazyvime rozdélenim intervalu [a,b]. Bodim z) pro k = 1,2,...,n — 1 fikAme délici
body intervalu [a, b], intervalu [z_1, zx] FikAme Castecny interval intervalu [a, b] p¥i rozdéleni o.

Definice. (norma rozdéleni) Bud ¢ = {z¢,21,22,...,2,} s body a = 29 < 71 < ... < z, = b rozdélenim
intervalu [a,b]. Oznatme Ay = x — xk—1 pro k =1,2,...,n. Cislo v (¢) = max {Ag|1,2,...,n} nazyvame normou
rozdéleni.

Definice. (zjemnéni) Necht o a o’ jsou rozdéleni intervalu [a, b], pficemz o C o'. Pak o’ nazyvame zjemnénim
rozdéleni o.

Definice. (horni a dolni souéet) Necht funkce f je omezena na intervalu [a,b] a necht o = {xg,z1,22,..., 25}
sbody a =z < 21 < ... <z, =b je rozd&lenim intervalu [a, b]. Ozna¢me

M;= sup f(z) a m;= inf f(x)

r€[Ti_1,24) rE[wi1,mi]
pro kazdé i = 1,2,...,n. Pak

S (o) = iMiAi a s(o)= zn:miAi
i=1 i=1

nazyvame hornim, resp. dolnim, sou¢tem funkce f pro rozdéleni o.

Definice. (horni a dolni integralni souéet) Necht funkce f je omezena na intervalu [a, b]. Infimum mnozZiny hor-
nich soudtt a supremum dolnich soucti pfes rozdéleni o intervalu [a, b] nazyvame hornim, resp. dolnim, integralnim
sou¢tem funkce f a znacime

b b
/f:il;fS(a)7 resp. /fzsups(a).

Definice. (Riemanniiv integral, Darboux) Necht f je omezena na [a,b]. Je-li fagf = ff f, tfikdme, ze f méa
v intervalu [a, b] Riemanntv integral. Spoleénou hodnotu dolniho a horniho integralniho souétu zna¢ime fab f nebo

fab f(z)dz. O funkei f fikame, Ze je integrovatelna v [a, b].

Véta. (nutna a postacujici podminka existence) Bud f omezend na intervalu [a,b]. Pak
b
/ [ ezistuje < (Ve > 0) (Frozdélent o intervalu [a,b]) (S (o) — s (o) <e€).

Véta. (postacéujici podminky existence integralu)
Bud funkce f spojitd na intervalu [a,b]. Pak f md v tomto intervalu integrdl.
Bud’ funkce f monotonni na intervalu [a,b]. Pak f md v tomto intervalu integrdl.

Definice. (Riemannova definice Riemannova integralu) Bud f omezena funkce na [a,b] a necht o =
{zo,z1,22,...,2,} sbody a = zo < 21 < ... <z, = b je rozd€lenim intervalu [a,b]. Sumu J (o) = D" f (&) As,
kde &; € [x—1, 2], Vi € {1,2,...,n} nazyvame integralnim souc¢tem funkce f pii rozdéleni o.

Definice. (normaélni posloupnost rozdéleni) Posloupnost rozdéleni intervalu [a, b] (U,L)Zz nazyvame normalni
pravé tehdy, kdyz lim,,—, 1o v (0,) = 0.

Véta. (zakladni véta integralniho poc¢tu) Bud f omezend funkce na [a,b]. Integrdl f; f existuje prdve tehdy,
kdyz pro kazdou normdini posloupnost rozdéleni (Jn);rz je posloupnost (J (0,)), ey konvergentni.



Newtonova formule

Vé&ta. (Newtonova formule v uréitém integralu) Necht existuje fab f, kde a,b € R, a < b a necht existuje
funkce F takovd, Ze

1. F je spojitd na intervalu [a,b],
2. F'(z) = f(x), Vz € (a,b).
Pak plati, Ze

b
/f:F@%JWM%?W@M-

Véta. (Newtonova formule v zobecn&ném integralu) Necht —co < a < b < +ooa necht pro funkcif na intervalula, b)
plati, Ze Vx € (a,b) existuje Rf; f. Existuje-li funkce F takovd, Ze

1. F je primitioni funkci k funkci f na intervalu (a,b) a

2. F mad konecné limity lim,, F, lim,_ F.

Pak ezistuje ff f a plati, Ze

b
/ f=lmF —lim F 2 ()]
a - a+

Substituce

Véta. (o substituci v uréitém integralu) Necht pro funkce f a ¢ plati, Ze

1. ¢ je spojitd na [, 8] a diferencovatelnd v («, 8),
2. f je spojitd na ¢ ([, B]).

Pak plati, Ze
#(B)

B
/fwwwmazf f (x) de,
a ()

pokud integrdl na levé strané existuje.

Vé&ta. (o substituci v zobecnéném integralu) Necht funkce ¢ je ostie monotonni a md spojitou derivaci ¢’
na intervaly (o, B) a necht je funkce f spojitd na intervalu ¢ ([o, B)). Oznaéme a = ¢ (o), b:=1limg ¢. Pak plati,
Ze

#(B)

B
/f@@dma=/ f () dz,
a $(a)

za, predpokladu, Ze alespoti jeden z integrdli existuje.

Per partes

Vé&ta. (per partes pro uréity integral) Necht funkce f a g jsou spojité na [a,b] a diferencovatelné na (a,b).
IR b b,
Jestlize existuji integrdaly [ f'g a [ fg', pak

b b
b
[ F@s@a = @@l - [ 1@ @),
a a
Vé&ta. (per partes pro zobecndny integral) Necht —co < a < b < 400 a necht funkce [ a g spliiuji, Ze
1. f, g maji spojitou derivact f', ¢’ v intervalu [a,b),
2. existuje konecnd limita limy_ fg,

3. exzistuje jeden z integrdli fab f'g, f; fq'.



Pak existuje i druhy integrdl a plati, Ze

/ab flg=1[fa, - /: fq'.

Vé&ta. (integral jako funkce horni meze) Necht f je integrovatelnd na [a,b]. Pak funkce F : [a,b] — R definovand
vztahem F(x) = f; f je spojitd na [a,b]. Je-li navic | spojitd v bod€ zq € [a,b], pak je funkce F diferencovatelnd
vz a plati, Ze F'(xo) = f(x0).

Véty o stredni hodnoté
Véta. (o stfedni hodnoté& 1) Necht funkce f a g jsou omezené na intervalu [a,b] a necht maji viastnosti:

1. funkce f je integrovatelnd, nezdpornd na intervalu [a, b]

2. soucdin fg je integrovatelny na [a,b].

b b
du € linfg,supg] tak, Ze / fg:,u/ f-

[@:b] " [a,b]

Pak

Véta. (o stfedni hodnot& 2) Necht funkce f a fg jsou integrovatelné na intervalu [a,b] a necht g je monotonni
v (a,b). Pak

b ¢ b
e lat) takze [ fg=gla) [ f+g<b)/5 I3



3 Ciselné rady, kritéria konvergence, prerovnani rad, soucin rad

Definice. (&iselna fada) Necht (an):icl je Ciselna posloupnost. Posloupnost jejich ¢astednych soucti (sn):icl

definujeme vztahem
Sp=a1+az+ -+ a,, VneN.

I

+00 +00
n)meq s (Sn)p_ 1) nazyvame ¢iselnou fadou a znac¢ime ji > '~ a, kde a,, nazyvame n-tym ¢le-

Dvojici posloupnosti ((a
nem Ciselné fady. Existuje-li koneéna limita s = lim,,—, 4 oo Sn, fikAme, Ze fada konverguje a méa soucet s. V opa¢ném
pripadé fada diverguje.

Véta. (nutna podminka konvergence) Bud Zn 1 an konvergentni fada. Pak lim,_, o an = 0.

Véta. (aritmetika fad) Budte ) T, a Zn 1 bn Ciselné fady.
o Jestlize 1% a, a 3272 b, konverguji. Pak 3" (ay, + bn) konverguge.
o Jestlize Z ey an konverguje a Z 1 by diverguje. Pak >~ % (an + by) diverguje.
e Bud o € C~ {0}. Pak fady 3 an a 3. aa, maji stejny charakter.

Véta. (B-C kritérium konvergence) Rada Z:{g an konverguje, prdavé kdyz

n-+p

>

(Ve > 0) (3no) (Vn € N,n > ng) (Vp € N) (
k=n-+1

<g>.

Disledek. (konverguje-li fada absolutné&, konverguje i neabsolutné) Bud Z+ lan| konvergentni Fada.
Pak Z —1 Gn je konvergentni fada.

Kritéria konvergence

Rady s kladnymi Eleny

Véta. (srovnavaci kritérium) Necht pro nezdporné posloupnosti (a,) 2% a (b,)!> plati, Ze a, < b, od jistého
no-

e Pokud Z 21 an diverguje, pak Z 1 bn diverguge.
o Pokud 3.7 b, konverguje, pak 3> a, konverguge.

an+1 < b1
b"L

Necht pro nezdporné posloupnosti (an)zz a (by )+_1 plati, Ze od jistého ng.
e Pokud ZZ ay diverguje, pak Z 1 by, diverguge.
o Pokud 21 by, konverguge, pak Zn 1 an konverguge.
Véta. (podilové kritérium) Budte (a,) 2, (b,)72 kladné posloupnosti takové, Ze existuje L = lim,, o =
e Pokud L < 40 a Z 1 bn, konverguge, pak Z+ 1 G, konverguge.
e Pokud L >0 a 3> b, diverguje, pak 3 a,, diverguje.
e Pokud L € (0,400), pak Tady X bna ZT, 1 Gn magi stejny charakter.

Véta. (Cauchyovo odmocninové kritérium) Necht a, >0, ¥n € N.

1. Jestlize existuje ¢ < 1 a ng takové, Ze pro kaZdé n € N, n > ngy plati, Ze Va, < q, pak Tada Zn 1 0n
konverguje. (Limitnd pFipad lim,_, o ¥/a, < 1= Zn 1 @n konverguge.)

2. Jakmile pro nekoneéné mnoho indexi plati, Ze /a, > 1, pak Fada Z;rz an diverguje.
(Limitnd pFipad lim, 4o /a, > 1= Z:fl ay, diverguje.)



Véta. (d’Alembertovo podilové kritérium) Necht a,, > 0, Vn € N.

1. Jestlize existuje ¢ < 1 a ng takové, Ze pro kazdé n € N, n > ng plati, Ze = < q, pak Fada Zn 1 Qn

konverguje. (Limitni pripad limy, o0 “25 < 1 = S, konverguge.)

2. Jakmile pro nekoneéné mnoho indexi plati, Ze a;‘—:l > 1, pak Fada Z+

neq On diverguje.

(Limitni pripad lim,,_, y aZf >1= Z:g a, diverguje.)
Vé&ta. (Raabeovo kritérium) Necht a,, > 0, Vn € N.
1. Existuje-li o > 1 a ng takové, Ze plati, Ze n (1 — a@—f) > « pro kaZdé n € N, n > ng, pak Tada Z —10n

konverguje. (Limitnd pFipad lim,_, .o n (1 - %) =a>1= an an, konverguje.)

2. Jestlize existuje ng takové, Ze pro kaZdé n € N, n > ng plati, Zen (1 - %) <1 pak Tada Z:iol an diverguje.

(Limitnd pFipad lim,_, oo n (1 — M) =a<l= Zzz ay, diverguje.)

Qn
Véta. (Gaussovo krlterlum) Necht (an) 1 Jje kladnd posloupnost, pro niZ existuji ¢isla q,a € R, kladné €
a omezend posloupnost (c,) 25 takovd, Ze
Ap+1 - «
o —q—g—&— 1+€ Vn € N.

1. Jestlize g <1 nebo q=1 a o > 1, pak Tada Zn 1 an konverguge.

2. Jestlize g > 1 nebo q =1 a a <1, pak Fada Zn 1 an diverguge.
Véta. (Integralni kritérium) chybi...

Rady s obecnymi &leny
Véta. (Dirichletovo kritérium) Nechf (a,,) > je redlnd posloupnost a (b,) > komplexni posloupnost splivugics:
1. (an):;:l je monotonni a lim,_, 4 a, =0,
2. (by )+3°1 md omezenou posloupnost édstecnyjch soucti,
pak Tada Z _1 Gnbn konverguje.
Véta. (Abelovo kritérium) Necht (an):z je redlnd posloupnost a (bn)zz komplexni posloupnost splniujici:
1. (an)zz je monotonni a konvergentni,
2. Z+f° by, je konvergentni fada,
pak Tada E 1 anby konverguje.

Rady se stfidavymi znaminky

Véta. (Leibnizovo kritérium) Necht (an):fl je klesajici posloupnost kladngch éisel. Jestlize lim,, o an = 0,
pak Zn > (=1)" ay, konverguge.

Pozndmka. 7 Leibnizova kritéria lze odvodit i odhad chyby pro fady se stfidavymi znaménky, pokud bychom chté&li
seCist jen koneény pocet prvki. Nejvétsi chyba, které se mizeme dopustit je rovna prvnimu vynechanému ¢lenu v
absolutni hodnoté.

Véta. (modifikované Gaussovo kritérium) Bud (an) 1 kladnd posloupnost spliiujici pro néjaké o,q € R,
kladné e a omezenou posloupnost (cn):z vztah

an+1:q_g+ VTLGN

an, n 1+€

o Je-lig<1lmneboqg=1aa>1, pak Ffada Z+f° (—=1)" a,, konverguje absolutné.
e Je-lig>1nebog=1aa<0, pak Fada 3% (-1)" a,, diverguje.

o Je-lig=1aac(0,1], pak Fada Zn 1 (=1)" a,, konverguje neabsolutné.



Uzavorkovani

Definice. (uzavorkovani fady) Bud Z+°<i an fada a bud (k,)'> C N ostfe rostouci posloupnost. Radu

n=1
Z;:g A, jejiz cleny jsou uréeny A, = Z?Sﬁ an, Yn € N, nazyvame uzavorkovanim rady Z 1 an podle po-

—+o0
n=1"

sloupnosti (k;,)
Véta. (fada konverguje, pak konverguje libovolné uzavorkovani)

Véta. (uzavorkovani fady) Necht ST A, je uzdvorkovdnim Fady Z::i an podle posloupnosti (ky) > . Necht

jsou splnény podminky

n=1 n=1"

1. (M € N) (Vn) (kny1 — kn < M),
2. limy, s 400 an =0,

pak Fady Z:z A, a Z:z an maji stejny charakter a v pripadé konvergence i stejny soucet.

Prerovnani rady

Definice. (pferovnani fady) Mé&me ¢iselnou fadu Z: 1 an a bijekci ¢ : N — N. Radu Z Qg (n) NAZYVAME

n=1

prerovnanim fady 37 a,, podle ¢.

Véta. (pferovnani absolutné konv. fady) Nech? Z:z ay je absolutné konvergentni fada. Pak kaZdé jeji pre-
rovndni je absolutné konvergentni fada se stejnym souctem.

Véta. (Riemann) Necht Z:ﬁ ay, je neabsolutné konvergentni rada. Pak ke kaZdému s € R* existuje prerovndni
Z:ﬁ ag(n) takovd, Ze md soucet s. RovnéZ eristuje oscilugici prerovndni.
Soucin rad

Definice. (souéin fad) Necht Z:icl Qp & Z:Oi n jsou ¢iselné Ffady a ¢ : N x N — N necht je bijekce. Pro kazdé

n € N polozme &islo ¢, = a;b;, kde n = ¢ (i, j). Pak fadu Z ¢n, nazyvame soucinem fad Y% a, a 372 b,

n=1

Véta. (soucin absolutné konvergentnich ¥ad) Budte Y '~ a, a E by, absolutné konvergentni fady. Pak
jegich libovolny soucin je také absolutné konvergentni fada a pro jeji soucet platz Ze

“+oo
o= (o) (£0:)
n=1 n=1
Definice. (soucinova fada) Necht Z+ 10n & Z:ﬁ by jsou &selné fady. Radu

“+o00 n—1
> (o)
n=2

nazyvame sou¢inovou fadou.

Disledek. Pro absolutné konvergentni Fady Z:g an @ Z:g by, plati, Ze

() () -2 ()

n=2
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4 Mocninné rady, vlastnosti sou¢tu mocninné rady, Taylortv polynom,
Taylorova rada, rozvoje zadkladnich funkci do Taylorovy rady

Definice. (Mocninna Fada, obor konvergence) Necht (an) je realné resp. komplexni posloupnost a necht

n=1
a je realné resp. komplexni &islo. Pak fadu Z:i% an (r — a)" nazyvame mocninnou fadou se stfedem v bodé a.

Mnozinu vSech realnych resp. komplexnich ¢isel x, pro ktera mocninna rada konverguje nazyvame obor konvergence
mocninné Fady, s(z) pak oznafuje soufet mocninné fady pro x z oboru konvergence.

Véta. Pro kaZdou mocninnou Fadu Z::B an (z —a)" ezistuje p € R, p > 0 takové, Ze

1. pokud |x — a| < p, pak Tada Zn o an (x — a)" konverguje absolutné,

2. pokud |z — a| > p, pak Tada Zn o an (. —a)" diverguje.
Definice. (polomé&r konvergence) Cislo p 7 predchozi véty nazyvame polomér konvergence mocninné rady.
Vé&ta. Polomeér konvergence mocninné fady Z:i% an (x —a)" je roven

1
B lim sup T\L/m 7

piicem?z klademe p = 0, kdyZ limes superior je +00 a p = +00, kdyZ limes superior je 0.

Véta. (Mocninnou fadu v oboru konvergence 1ze derivovat &len po €&lenu) Necht Zn o an (. —a)" je re-
dlnd mocninnd Fada s kladngm polomeéerem konvergence p. Oznacme jeji soucet s (x) . Pak pro kaZdé x € (a — p,a + p)

plati, Ze
+oo
"(z) = Znan (x—a)™ L.
n=1

Nasledujici tvrzeni plyne z dikazu predeslé véty.
Vé&ta. Necht Zn o an (. —a)" je mocninnd fada s kladngm polomérem konvergence. Oznacme s (x) jeji soucet.

Pak pro kazdé n € NU {0} plati, Ze a,, = s(")(“)‘

n!

Véta. (Taylortv vzorec) Necht redlnd funkce redlné proménné f md v bodé a € R konecnou n-tou derivaci.
Potom existuje pravé jeden polynom T, stupné mensi nebo rovno n takovy, Ze

T® (a) = £ (a) Yk € {0,1,2,...,n}.
Tento polynom md tvar

) (g
1, =3 T @ ap
k=0 ’

a nazyvdme jej n-tym Taylorovym polynomem funkce f v bodé€ a.

Taylorovy polynomy nékterych funkci v bodé a = 0:

n k
f(z)=sin(z) = Topt1(z) =Tonta(z :kZ:O 2k—|—)1) 2kt
N
F) = 0s@) = Ton ()= Tonns ()= 3 gype™
N G S A
f@)=n(l+z) = Tn(x)—z ",
k=1
o =0+a = =3 ()
k=0



Definice. (Tayloriv vzorec, zbytek) Necht funkce f ma v bodé a kone¢nou n-tou derivaci. Polozme R, (z) :=
f(x)=T, (z). Pak vztah f (z) = T, (x) — Ry, (x) nazyvame Taylorovym vzorcem a R,, (z) nazyvame n-tym zbytkem
v Taylorové vzorci.

Zakladni predpoklady: funkce f ma v kazdém = € H, existuje kone¢na (n — 1)-ni derivace funkce f a v bodé
a existuje kone¢na n-ta derivace f.

Véta. Necht pro f, a, n plati, Ze zdikladni predpoklady. Pak pro zbytek v Taylorové vzorci plati, Ze
R,
lim 2 (7).

Ta (,r — a)n

=0.

Peaniiv tvar zbytku: f (z) =T, (z) + w, (2) - (z — a)", kde limg,q w, (z) = 0.

Vé&ta. (O nejlepsi aproximaci) Necht pro f, a, n plati, Ze zdkladni piedpoklady a necht Q (x) je polynom stupné
nejuyse n, rizny od Taylorova polynomu T, pFislusného funkci f v bod€ a. Pak existuje takové okoli H,, Ze

If (x) =T (z)| < |f () = Q(x)|, pro kaZdé x € H, \ {a}.

Véta. Necht pro f, a, n plati, Ze zdkladni predpoklady. Necht ddle pro polynom p stupné nejvyse n a redlnou funkci
w plati, Ze

f@)=p@)+(z—a)" @(x), kdelim @ (z) =0,

r—a

pak p je n-ty Tayloriv polynom funkce f v bodé a.

Vé&ta. (Taylorova) Necht existuje okoli H, bodu a takové, Ze funkce f v ném md konecnou (n + 1)-ni derivaci
a necht x € H,. Pak zbytek v Taylorove vzorci md tvar f (z) = T, (x) — Ry, (x) md tvar

_ f(n+1) (f) n+1
kde c¢islo & zdvisi na x an a leZi mezi ¢isly x a a.
Lagrangetv tvar zbytku:
f(n+1) ( ) n+1
R = —— —

Cauchyho tvar zbytku:

Fr D (€) n

Rn (l‘) = n! (Qf - g) (33 - a)

Taylorova rada

Vyjadieni realné funkce realné proménné jako rfady

“+o0
fx)= Zan (x —a)" pro kazdé x € J

n=0

nazyvame rozvojem funkce do mocninné fady se stfedem v bodé a € D¢, kde interval J je takovy, Zze a € J° a
J C D¢. Taylorovou fadou rozumime fadu

2 ),
Zf ()(x_a)n

n!
n=0

7 Taylorova vzorce

") (g
f) =3 T w0t Ry
k=0

definujiciho zbytek R, (z) plyne, Ze

R (O]
)= ZfT(“)(a:—a)” & lim R, (z)=0.
n=0 :

Véta. (Abelova) Redlnd mocninnd fada je spojitd v celém svém oboru konvergence.

Diukazy a priklady jsou ve skriptech.
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5 Derivace v R”, parcialni derivace, véty o prirustku funkce, extrémy
funkci vice proménnych, vizané extrémy

Definice. (afinni prostor) Necht X # () a X je linearn{ prostor nad T a zobrazeni (-,-) : X x X — X (x,y) — TJ)
a plati, ze

1. ﬁ/—kgﬁ—l—ﬁzOVﬂC, y,zef,
2. (Vo € X)(g:y— z0) je bijekee.

Prvky prostoru X nazyvame body a prvky v X nazyvame vektory.

Definice. (soufadny systém) Soufadnym systémem v afinnim prostoru rozumime o € X’ a (€1,...,€,) baze X.
Definice. (metrika) Bud (X X ) normovany afinni prostor, potom vzdalenosti bodt z a y rozumime p (x,y) =
lz —yl|.

Definice. (smér) Smérem v afinnim prostoru E rozumime libovolny jednotkovy vektor ||¢]| =1, kde ¥ € E.
Definice. Bud ¢ : R — X, to € D¢, a necht existuje limy, 4, ﬁ (¢ (t) — ¢ (tg)). Tuto limitu nazveme derivaci ¢

v bodé ty a znacime ¢’ (to), (?Tf) .
t=to

Definice. (derivace ve sméru) Necht f : B — F a zg € D} a U je smér v E, polozme ¢ (t) = f (xo + t0).
Existuje-li ¢’ (0), pak derivaci ve sméru rozumime

i (20) = ¢ (0) = - (20) = 0, (o) = lim 1 (o (¢) — 9 (0)) = Jim £ (7 (zo + 19) — f (w0)).

t t—0
Definice. (parcialni derivace) Necht f : E — F je zobrazeni, (o,€1,...,¢€,) je normalni soufadny systém v E.
Existuje-li fe (z), nazgyvame jej parcidlni derivaci podle i-té proménné, kde ¢ € {1,2,...,n}.

Véta. (linearni zobrazeni v kone¢né dim je spojité)
Véta. (5 ekvivalenci) Bud U linedrni zobrazent z E do F , pak nasledujici vijroky jsou ekvivalentni.
1. U je spojité,
2. U je spojité v bode,
3. U je omezené,
4. U je Lipschitzovské,

5. U je stejnomérné spojité.
Definice. (norma linearniho zobrazeni) ||U| = inf {k‘ € R HUHH <k HEH} \VheE.
Definice. Oznatme .& (E, F ) vektorovy prostor viech linedrnich zobrazeni z E do F s normou |-||.

Definice. (derivace jako lin. operator) Necht g : E > F , To € Dy. Rikame, 7e g je diferencovatelna préavé
tehdy, kdyz 9L € & (E, ﬁ) spojité takové, ze

1

h—0o

Jim 0 ) — g an) < L a0) = G
@lim}”<g<x0+ﬁ)—g(mo)—L(ﬁ>) = 0.

h

Pak derivace g je ¢’ (x9) = L = jfc (z0) = dg (o).
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Véta. (nutna podminka existence derivace) Necht 3¢’ (z9) = L, pak g md v x¢ derivaci v kaZdém smeéru
a navic plati, Ze
95 (v0) = g' (w0) V.

Vé&ta. (derivace implikuje spojitost) Md-li zobrazeni g derivaci v bod€ xq, pak je v tomto bodé spojité.
Definice. ¢ je afinni < Eig e’ (E_",F") takové, ze g (x) — g (zo) = g (x — xp).

Definice. (gradient) Necht E je eukleidovsky prostor a g : E — R je funkce diferencovatelna v bodé xg (3¢’ (x0)).
Pak 3k € E takovy, Ze ¢/ (x0) h==Fk-h= (E, l_“;) . Existence takového vektoru k plyne z Rieszovy véty. Vektor k
s témito vlastnostmi nazyvame gradientem g (z¢), zna¢ime k = grad (g (zo)) .

Véta. (viastnosti derivace) Necht f,g: E — R jsou diferencovatelnd v bod¢ xg, potom plati, Ze

1. (f+9) (z0) = f' (z0) + ¢ (z0),
2. (f9)' (o) = g (x0) f' (x0) + f (z0) ¢’ (x0),

5. 9(00) £0, (1) (20) = ~ s (20).

Véta. (postacujici podminka existence derivace) Bud E eukleidovsky prostor a (0,€1,...,€y,) ortonormdlni
baze a g : E — F a xo € Dy a IH,, takové okoli, Ze v ném Jg; (x) = %, Vien, x € Hy, a g; jsou spojité. Pak
39’ (o).

Véty o prirustku funkce

Véta. (Legraéni véta o pfirustku funkce) Budte g : E — R a (0,€1,...,¢€,) normdlni souradny systém v E,
necht xo € Dy a necht md g na B (wo, R) derivaci pruniho ¥ddu. Pak Vx € B (w9, R) 3 (z1,...,7,) € B (w0, R) tak,
Ze
n ; ; n ag ; ;
9(@) = g(@0) =Y gy (@) () —ab) = 3 5% (@) (27— af).
j=1 j=1

Vé&ta. (o pFirustku funkce) Bud g : E — R, g spojitd na iseéce [x,y] a diferencovatelnd na (x,y) (= [z,y] —
{z,y}). Pak 3z € E takové, Ze g (x) —g(y) = ¢ (2) (x — y).

Véta. (o prirustku zobrazeni) Bud'g : E — F spojité na [z,y] a 3¢’ na (x,y) a (Ic € R) (Vz € (z,9)) (g’ (2)]| < ¢).
Pak ||lg (z) —g W)l < cllz =yl

Véta. (nulova derivace, pak je konstantni) Bud D oblast v E, g : E — F takové, Ze g’ (x) = 0 Vo € D. Pak
g je na D konstantni.

Extrémy funkci
f, g jsou v této sekci funkce, tedy zobrazuji pouze do R.

Definice. (lokalni extrém) O funkci g fikdme, Ze méa v bodé xy ostré resp. neostré lokalni minimum pravé
tehdy, kdyz (3Hy,) (Vz € Hy, ~ {z0}) (9 (x) > g (z0)) respektive (IHy,) (Vo € Hy,) (9 (z) > g (x0)). Pro maximum
obdobné.

Véta. (nutna podminka existence extrému) Necht funkce f md v bodé xq lokdlni extrém a zdrover 3f' (o).
/ —

Pak f' (x0) = Q.

Definice. (stacionarni bod) Jestlize f’ (z9) = 0, fikame, Ze x( je stacionarnim bodem funkee f.

Definice. (pozitivni definitnost kvadratickych forem) Necht 3f” (z() a Vh # 0, f"”(xo)h? > 0 je pozitivné

definitni kvadraticka forma, piSeme f” (zo) > 0. Déle jestlize plati, Ze f” (zo) h? > 0, Vh, znaéime f” (z9) > 0

a fikame, Ze je pozitivni.

Véta. (vySetfeni lokdlniho extrému) Bud f : E — R, ddle necht 3f" (z¢) a [’ (x9) = 0. Pak plati, Ze
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~

. [ md lokdlni minimum v xg = [ (x¢) >0,

2. f"(xzog) > 0= f md v xo ostré lokdlni minimum,
3. [ md lokdlni mazimum v xg = [ (xzq) <0,

4. " (x0) < 0= f md vz ostré lokdlni mazimum,
5

. " (z) je indefinitnd kvadratickd forma, pak f md v bodé zq sedlovy bod.

Vazany extrém

Véta. (nutna podminka pro existenci vazaného extrému) Bud f : R™ — R diferencovatelnd v bodé xo € M,
kde M je varieta. Md-li funkce f|pyr extrém v bodé xg, potom existuji koeficienty Ai,..., Ay takové, Ze A = f —
[ N@t md nulovou derivaci v bodé xo (A (1) = 0), md v xg staciondrni bod.

Véta. (postaéujici podminka pro existenci vazaného extrému) Bud M varieta tiidy C?) a g je staciondrni
bod A (z0) = 0 a necht f € C®). Pak plati, Ze

~

md-li f|nr lokdini minimum v xo = A" (20) |1y, (z0) > 0,

2. N (20) |10 (wo) > 0= flm md ostré lokdini minimum vzhledem k varieté M,
8. md-li f|ar lokdint mazimum v xo = A" (20) |1y, (20) < 0,

4. N (20) |74, (20) < 0= flar md ostré lokalni mazimum vzhledem k variete M,
)

. jestlize N (20) |7, (zo) Je indefinitni forma, pak f|n nemd extrém v bodé x.
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6 Lebesgueilv integral - definice, méritelné mnoziny a funkce, Fubiniova
véta, véta o substituci, spojitost integralu, véty o zaménach (integral
a fada, integral a limita, integral a derivace)
Zavedeni Lebesgueovy miry podle St’oviékovych poznamek v FA1 a Kisovych poznamek z 01MIP.
Definice. (c-algebra, mé&fitelny prostor) Bud Q # ), A C 2, je o-algebra pravé tehdy, kdyz plati, ze
e Nc A,
e VAe A QN Ac A
e A, c A, nEN:>UZO:1An c A
(Q, A) je mé&Fitelny prostor.
Definice. (minimalni o-algebra) Necht 7 # (Jje libovolny systém z2‘’. Definujeme o(7) = () Aq, kde A,jsouo-

algebry takové, ze 7 C A,. MnoZinu o(7)nazyvame minimalnio-algebrou nad systémem 7.

Definice. (borelovska o-algebra) Mé&jme Q = R"a definujmer := { X (a;, b;) : a;,b; € R}. Potom o(7) & B,,
i=1
kde B,nazveme borelovskac-algebra v R™. Na prostoru (€2, 7), kde 7je topologie, pak definujemec(7) = B.

Definice. (méFitelné funkce) Funkce g : @ — R” se nazyvé A-méFitelna, pokud (VB € B,)(g7*(B) € A).
Pokud Aje borelovskio-algebra, potom g nazyvame borelovsky méfitelnou funkei.

e (Q,7) topologicky prostor, A = B borelovské mnoziny v 2, pak f je borelovsky méFitelna,
e ) =R" A= g-algebra lebesgueovsky méfitelnych mnozin, pak f je lebesgueovsky méfitelna.
Pozndamka. MéFitelnost:

e A C Q je méFitelnd mnozina (A € A) < x4 je méFitelna funkce, kde x 4 je charakteristickd funkece intervalu

A.
o f:Q — C je méfitelnd < Re f a Im f jsou méfitelné.
e [:Q — Cje méfitelna < |f|: Q — R je méfitelna.
Definice. (mira) Bud (€2, .A) méfitelny prostor, u: A — [0,+00] je mira, je-li o-aditivni (tzn. A, € A, n € N,
po dvou disjuktni, pak u (U:ﬁ An) =372 1 (A,)). Prostor (Q,.A, i) nazveme prostor s mirou.
Definice. (konstrukce integralu) Bud (€, A, ;1) prostor s mirou, konstrukce [, fdpu:

1. prostor jednoduchych funkei . = spang {x 4|4 € A, u(A) < oo} (linearni kombinace charakteristickych funkei

mnoZzin koneéné miry)
n
se€S, s= E CiXA;, /

j=1 @

sdy = Z cip (Aj).
j=1

Ted umime integrovat jednoduché funkcee.
2. f:Q — [0, 400] méfitelna,

/fdu = sup [ sdp € [0, +00].
T se Jx
0<s<s

O funkci fikime, Ze je integrovatelna (f € L (2, du)) prave tehdy, kdyz f je méfitelna a [, fdu < 4-o00.Ted
umime integrovat nezaporné funkce.
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3. f:Q — R méfitelna, oznac¢me f+ = % (F+1fh, fm = % (f = 1f])- O f rikdme, ze f € L (9, dp) pravé tehdy,
kdyz f*, f~ € L(Q,du), pak definujeme

/fdu ::/f*du—k/f*du, kdyz /f*du<+oo nebo /f’du<+oo.
Q Q Q Q Q

Nevlastni integral podle nas existuje a zna¢ime, f € L*.
V piipadé komplexni funkce f : Q@ — C, f € L(Q,du) pravé tehdy, kdyz Re f, Im f € L(,du). Integral f

definujeme:
/ fdu ::/Refdu+i/ Im fdu.
Q Q Q

4. Integral pfes mnozinu F € A, f € L (2,du) definujeme

/Efd/J:/QfxEdu.

Definice. (skoro vsude) Budte (Q, A, 1), f,g: Q — C méFitelné. Rikdme, Ze f = g p skoro viude, prave kdyz
i ({z € QUf (1) # g (2)}) = 0 fof — gldpe = 0. Znatime f ~ g.

Pozndmka. Pojem skoro v8ude je relace ekvivalence

f=gsv. = /If\du:/lgldu,
Q Q
f€Lnebogel, f=gsv. = /fd,u:/gdu.
Q Q

Véta. (existence a jednoznacénost nezuplnéné leb. miry) Budte B (R™) borelovské mnoZiny nad R™, n € N.
Potom existuje pravé jedna mira A na B takovd, Ze

1. X((0,1)") = 1, jednotkové krychli priradi miru 1,
2. je invariantni vici translaci.

Definice. (ztiplnéni miry) Budte (2, 4, 7i) mira i je Gplna, jestlize (VA € A) (VB C A) (u(A) =0= B e AN (B)=0).

A

Véta. (existence jediného rozsiFeni miry) Bud (2, A, ) libovolny prostor s mirou. Pak eristuje pravé jedno
ziplnént (Q, A7) , kde I je uplnd, A C A, il 4 = p.
Definice. (Lebesgueova mira) Miru A nazveme Lebesgueovou mirou. Jedna se o ztplnénou miru A.

Pozndamka. L (Q,dp) = L (Q,dn), zvétsi se t¥idy ekvivalence, ale nepfibudou nové.

Meéritelné mnoziny a funkce
Viceméné je to vypis ze zavedeni Lebesgueovy miry.

Definice. (méFitelna mnoZina - Krbalek) Bud A c Q libovolna, (€, .4, \) prostor s mirou. Rekneme, 7e A je
A-méftitelné pravé tehdy, kdyz
(Ve>0)(3S e S, ACS)(A(SNA) <e).

Pozndmka. Definice postavena pii konstrukeci miry pomoci vnéjsi miry.

Definice. (méFitelna funkce - Krbalek) Bud (12, A, p) méfitelny prostor, f : @ — R nazveme méfitelnou funkei
pravé tehdy, kdyz
(MVeeR)(Q. € A), kde Q. = {z € Q|f (x) > c}.

Pozndmka. Definice méfitelné funkce od pana Krbalka a pana Stovicka jsou ekvivalentni, nebot plati, Ze {x e Qlf (z) >c} =
F71((¢c,+00)). Navic, jak jiz dobfe vime z MIP, miniméln{ o-algebra nad otevienymi mnoZinami tvoti borelovskou
o-algebru. Dale vime, Ze vlastnost sta¢i ov&fovat pouze na generujici mnozing. (V pravdépodobnosti jsme volili
polouzavfené intervaly (—oo, c].)

Véta. (postacujici podminka méFitelnosti funkce) Budte (Q, A, u) méritelny prostor, f : Q — R spojitd
funkce. Pak f je méFitelnd.

Pozndmka. MnoZina méfitelnych funkci je uplné.
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Fubiniova véta

Véta. (Fubini) Budte A C R*, B C R™ mé¥itelné mnoZiny, bud ddle ¢ : R"™™ — R, ¢ € L* (A x B,d)\). Pak
plati, Ze

1. pro skoro viechna x € A, ¢ (x, ) € L* (B),
2. [ge(y)dy eL*(4),

3. foB $= fA (fB ¢ (z,y) dy) dx

Disledek. (mira kartézského soudinu mnoZin) Budite A C R", B C R™, je-li A x B méritelnd. Pak
i (A x B) = i (A) p (B).

Véta. (zaména integralt) Budte M C R™, N C R™ méritelné mnoZiny a f (x,y) je méfitelnd na M x N a necht
ddle jeden z integrdli, [y, ([ [ (z,y)dy) dz nebo [y ([, f (@,y)dz) dy konverguje. Pak [,, ([y f(#,y)dy) dz =

Véta o substituci

Véta. (o substituci) Bud ¢ : R" — R" prosté a reguldrni, bud A C H, méfitelnd mnoZina. Pak
[t@ae=[ 1) ol
A e~ 1(A)

pokud md alespori jedna strana smysl. Oznacenim |¢' (y)| = | Ty | = |det @’ (y)].

Spojitost integralu

Véta. (spojitost integralu vzhledem k rostoucimu systému mnozin) Bud A, C A,41 rostouci systém
mnozin a 2 0na A= A, ap € L(A,). Pakp € L(A) a [, o=lim, sio0 [, ¢

Véta. (spojitost integralu vzhledem k mife intervalu) Bud ¢ € L(A) ([, ¢ < 400). Pak plati, Ze
(¥e > 0) (36 > 0) (VB C A, u(B) < 5) (/ o] <5>.
B

véty o zaménach (integral a fada, integral a limita, integral a derivace)

Véta. (zaména integralu a tady) Budte v, >0, ¢, € L*(A), Vn € N a ¢ = 3.7 ¢,. Pak ¢ € L*(A),
+oo
Zn:l fA<pn = fAQO

Véta. (zaména integralu a monotonni posloupnosti) Bud v, € L(A) a ¢, 7 ¢. Pak ¢y € L* (A4), qu/; =
11mn~>+oo fA "/}n

Véta. (Lebesgues) Budte o, on € L(A), necht |¢n| < @o, Vn € N. Pak ¢ € L(A) a soucasné [, =
limn—>+oo fA Pn -

Véta. (zameéna integralu a limity v parametru) Bud A C (Q,p), M C R", ag € Q a necht jsou splnény
ndsledugici podminky:

1. Va € A~ A{ap}, je f(,a) méFitelnd na M,
2. ag € AI,
3. pro skoro vSechna x € M Ilimy_,q, f (z,0) = 9P (x),

4. Jp € L(M) pro skoro vSechna x € M tak, Ze Vo € A\ {ao} plati, Ze |f (z, )| < v (z).

Pak ¢ € L(M) anU):lirnaozx Sy f (2, 0) da.
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Véta. (o derivaci integralu zavislém na parametru) Bud f : M x J — R, kde J je otevieny interval a necht
jsou splnény ndsledugici podminky:

1. Ya e J, f(,a) méfitelnd na M C R",
2. dag € J takové, Ze f( ,ap) € L (M),
3.3ZC M, u(Z)=0aVe e M~ Z aVae J 3L,

4. Jp e L(M) tak, ZeVa € J,Nx e M N\ Z 'W < p(x).

Pak 395 na J, %F(a):F’(a):fMde a navic f( ,a) €L, Ya € J.
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7 Derivace v komplexnim oboru, holomorfni funkce, Cauchyova véta a
Cauchytv vzorec, Laurentiv rozvoj a typy singularit, reziduova véta

Znadeni: {2 znafime neprazdnou otevienou podmnozinu C, kouli zna¢ime D (a,r) = {z € C||z —a| <7}, a € C.
Definice. (komplexni derivace) Budte f: 2 — C, z € £2. Rekneme, 7e f ma v zo derivaci, jestlize existuje

lim f(z) = f(20)

Z—r20 zZ— 20

eC.

Znadime ji f’ (z9) nebo %‘

Pozndmka. (odvozeni C-R rovnic) derivace v R? = C, z = x + iy, kde 2,y € R. Oznacime f : 2 — C, u = Re f,
v = Im f. Tedy ozna¢me novou funkci

fiQCcR R ( * ) — ( u(@,y) )
y v(z,y)
Dale plati, ze df (zo,y0) € £ (R) = R®? (je linearni zobrazen).
Ou(zo,y0) Ou(zo,y0)

df (wo,y0) = ( du(onge)  Ov(onn) ) , f(@,y) = f (xo, yo) + df (x0, yo) < v > + R(z,y)

oz dy Y—Yo

PR R(z,y)
a plati, ze limz ) (20,y0) ‘|(1,L)—(z0,‘y0)|~

Plati f/ (z) existuje, pak df (zo,yo) existuje. (f’ (20) (z — 20) = df (x0,y0) < z_ 'zo ))
— Y
Jestlize existuje df (zo,yo), pak existuje f/ (z), prave kdyz df (zo,y0) € R*? je uréeno nasobenim komplexnim
¢islem.To znamena ¢ = a + b, a,b € R?

( g ) ER?*— €4+ineC w (a+ib)(&+in) €C,
ag — by
H ( al +bn ) ’
¢ a —b ) 13 . Liy Lo 2,2
— , tj. L= e R~
( n a b n ) La1 Lo
Je urfena néasobenim komplexnim &islem, pravé kdyz Li; = Laa, L1a = —Lg1 (Cauchy-Riemannovy podminky).

Véta. (nutna a postacujici podminka existence komplexni derivace) Necht f : 2 — C md v bodé zy =
2o + iyo derivaci df (wo,yo) jako funkce z R? do R%. Oznaéme u = Re f, v = Im f. Potom f'(zy) erwistuje, prdave
kdyz jsou splnény Cauchy-Riemannovy podminky:

<5'U (zo,y0) _ Ov(z0,50) Ou(xo,40) v (zo,y0)> .

Ox oy Oy Ox

Dausledek. Budte f: 2 — C a zg = xo + iyo € 2. Necht funkce u = Re f, v = Im f maji na okoli bodu (xo,yo)
spojité parcidlni derivace 1. Fddu. Potom f’(z9) existuje, prave kdyZ jsou splnény C-R rovnice.

Definice. (holomorfni funkce) Bud f : 2 — C, f je holomorfni na (2, pravé kdyz f’ (z) existuje pro vSechna
z € £2. Mnozinu v8ech holomorfnich funkci na {2 ozna¢ime H (£2).

Definice. (cela funkce) Funkeci f : 2 — C nazveme cela funkce, jestlize f € H (£2).
Definice. (parcialni komp. derivace) Pokladame % =z (a% - z%) , =1 (% + ia—y)

Véta. (0zf =0 odpovidd C-R rovnicim)
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Cauchyova véta a Cauchyiv vzorec

Definice. (soubor regularnich uzavienych ki"ivek) Bud’ I' = (m,%2,---,7), » € N, soubor regularnich
uzavienych kitvek. Polozime (I') = UP_, (v;), f € C((I), [ f = >j_, f,y, f. Dale pro viechna a € C ~ {I")
definujeme index bodu vzhledem k souboru regularnich krlvek nésledovné: '

1 dz 1 "
d = —
ind (a) = 2i rzZ—a - 27”[r z—a Z

Véta. (Cauchyova véta a Cauchyav vzorec) Budte I' = (1,72, ..,Vn), n € N, soubor reguldrnich uzaviengch
kfivek v 2. NechtVz € C N\ 2, indr (z) = 0. Potom Vf € H (£2) plati, Ze

1. Vze 2~ (D), 5= [, f(wzdw =indr (2) f (2) (Cauchyova formule),
2. [ [ =0 (Cauchyova véta).
Pozndmka. K dikazu tohoto tvrzeni jsou potfeba nasledujici véty.

e Cauchyova véta pro trojihelnik: Funkce holomorfni na oblasti az na jeden bod, pak integral pres libovolny
trojthelnik je nulovy.

e Morerova véta: Jestlize je integral spojité komplexni funkce pies libovolny trojihelnik nulovy, pak je funkce
na oblasti holomorfni.

e Liouville: Jestlize je cela funkce omezena, pak uz je nutné konstantni.

Dausledek. Budte I' = (71,72,---,7Yn) G I = (F1,92, - - -, ¥m) dva soubory reguldrnich uzaviengch kiivek v (2.
Jestlize Vz € C\ 2, indp (2) = indf (2), potom Vf € H(R), [ f=[r[

Disledek. Bud' vy reguldrni Jordanova kvivka v £2. Necht int(y) C 2. Potom Vf € H (12), fv f=0.

Laurenttv rozvoj a typy singularit

Definice. (izolovana singularita, odstranitelna singularita) Budte a € 2, f € H (£2\ {a}). Potom fekneme,
Ze f méa v bodé a izolovanou singularitu. Pokud existuje f € H ({2) tak, Ze Vz € 2\ {a}, f(z) = f (2), fikdme, Ze
singularita v bodé a je odstranitelna.

Véta. (nutna a postacujici podminka pro odstranitelnost izolované singularity) Budie a € (2, f €
H (2~ {a}). Singularita v a je odstranitelnd, prdvé kdyz f je omezend na néjakém okoli bodu a.

Véta. (klasifikace singularit) Budte a € 2, f € H (2~ {a}). Potom nastane prdvé jedna ze t¥i moznosti:
1. f md v bod€ a odstranitelnou singularitu,

2. ezistuji jednoznacné uréené m € N, ci,¢a,...,¢m € C, ¢, # 0 tak, Ze f(2) = >, ( Gy Vz e 2~ {a} md
v bodé a odstranitelnou singularitu,

3. ¥r > 0 takovd, Ze D (a,r) C 2 je f (D' (a,r)) je hustd podmnoZina C.

Definice. (typy singularit) V pfipadé 2., fikdme, Ze funkce f ma v bodé a pol m-tého fadu. V piipadé 3., ma f
v bodé a podstatnou singularitu.

Pozndmka. Chovani funkce na okoli singularity:
e (odstranitelna singularita) existuje lim,_,, f (2) € C, (pfiklad f (z) =0, Vz € 2~ {a}),
e (pol) existuje lim._,q f (2) = 00 (lim._q | f ()] = +00), (piiklad f (2) = =),

e (podstatna singularita) neex1stuJe lim,_,, f (2), obraz okoli a pokryje hustou podmnozinu v C, dokonce Yw € C
existuje posloupnost (2,)> € 2\ {a} tak, 7e z, — a, f(2,) — w. (piiklad f(2) = exp (1)).

Definice. (mezikruzi) Mnozinu P (a,r1,72) = {# € C|r1 < |z — a| < ra}, nazyvame mezikruzi.
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Definice. (Laurentova fada) Budte ¢, € C, n € Z, a € C. Potom z # a,

ch zfa chzfa +Z zc:a

Laurentova fada konverguje, pravé kdyz konverguji obé fady na pravé strané. Zzz ¢ (2 — a)" nazyvame regularni

cast, S0 oy nazyvame hlavn cast.
~ 2 « v v « - 400 c_p +oo n Ly
Véta. Budte c, € C, a € C. Oznacme po Tadé R_, R, poloméry konvergence fad ) =) =+, > " 7  cow™. JestliZe

i < R4, pak Laurentova tada konverguje na P (a, i, R+).

Véta. (podoba koeficientii ¢,) Za stejnijch predpokladi, necht R% < R4. Oznacéme

F(2) = io en(z—a)", zeP( Rl, R+)

Potom f € H(P (a,R%,m)) aVr € (R%,m), Vn € Z,

1 f(z)

= | ——==ds,
2mi /s, (2 — a)n+1

Cp =

kde 7, (t) = a +re', t €0, 27].
Pozndamka. koeficienty c,, v Laurentové rozvoji jsou jednoznacéné urceny funkei f.

Véta. (existence jednoznaéného rozvoje) Budte 0 <1y <re < 400, a€C, f € H (P (a,r1,72)). Potom f lze
na P (a,r1,r2) jednoznacné rozvést do Laurentovy Tady,

“+o0

fz)= Z cn(z—a)", z€ P(a,ry,m2).

n—=—oo

Reziduova véta

Definice. (reziduum) Bud f € H (D' (a,7)), 7 >0, f(2) = 37> ¢, (2 —a)". Reziduem funkce f v bodé a
je resq (f) = c_1.

Véta. (o reziduu) Budte A C 2, I’ = (71,72, -..,¥m) Soubor requldrnich uzaviengch kfivek v 2~ A a necht A
nemd v §2 hromadny bod. Ddle necht Yw € C\ 2, indp (w) = 0. Potom pro libovolnou f € H (2~ A) plati, Ze

/f—?lend res ).

Definice. (meromorfni funkce) Funkei f nazveme meromorfni na 2, jestlize existuje A C (2 takova, Ze
1. fe H(2\A),
2. A nemé hromadny bod v (2,

3. Ya € A, f nem4 v a podstatnou singularitu.
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8 Linearni zobrazeni a jeho matice, soustavy linearnich algebraickych
rovnic, Frobeniova véta

Definice. (linearni zobrazeni) Budte P, @ vektorové prostory nad stejnym télesem 7', A : P — Q. A nazveme
linearni, pokud plati, ze

1. A je aditivni (V2,7 € P) (A(Z+§) = A(@) + A @),
2. A je homogenni (Vo € T) (VZ € P) (A (aZ) = aA (Z)).

Vé&ta. (alternativni definice lin. zobrazeni) Budte P, Q vektorové prostory nad stejngm telesem T, A : P — Q.
Pak ndsledugici tvrzent jsou ekvivalentni:

1. A je linedrni,

2. (Va € T)(VZ,§ € P) (A(aZ + ) = oA () + A(§)),
3. (Yn e N) (Vau,...,an € T) (VZ1, ..., @) (A (z;;l ajfj) —Y a4 (@)) .

Definice. (prostor linearnich zobrazeni) MnoZinu vech linedrnich zobrazeni z P do @ vektorovych prostorti
nad télesem T oznaéime . (P, Q). Dale definujeme operace s¢itani a nasobeni &islem z télesa:

1. (VA,Be £ (P,Q)) (Vi e P)((A® B)¥ = AT + BZ),
2. VaeT)(VAe Z(P,Q)) (VZ € P)((a ® A) ¥ = aAT).
Véta. (prostor linearnich zobr. je vektorovy prostor)

Definice. (monomorfismus, epimorfismus, izomorfismus) Budte P,Q vektorové prostory nad télesem T,
A e Z(P,Q), fikame, Ze:

1. A je prosté, monomorfismus pravé tehdy, kdyz (VZ,§ € P) (A% = Ay = ¥ =17),
2. A je ,na Q “ epimorfismus pravé tehdy, kdyz (VzZ € Q) (37 € P) (A% = 2),

3. je-li A prosté i na, pak je A izomorfismus,

4. je-li P =@ a A je izomorfismus, pak A nazveme regularni operator.

Definice. (linearita inverzniho zobrazeni) Budte P, Q vektorové prostory nad t&lesem T, A € £ (P, Q) izo-
morfismus. Pak A= € £ (Q, P) je také izomorfismus.

Véta. (linearita slozeného zobrazeni) Budte P,Q,V wvektorové prostory nad télesem T, A € £ (Q,V), B €
Z(P,Q). Pak ABe L(P,V).

Definice. (obraz a vzor mnoziny) Budte P,Q vektorové prostory nad télesem T, A € £ (P, Q). Necht M C
P, N C Q. Obrazem M nazveme A (M) = {AZ|¥ € M }. Vzorem mnoziny N nazveme A~! (N) = {# € P|AT € N}.

Vé&ta. (obraz a vzor podprostoru je podprostor)

Definice. (jadro, hodnost, defekt) Budte P, Q vektorové prostory nad télesem T, A € .Z (P, Q).
1. Hodnosti A nazveme h(A) = dim A (P),
2. jadrem A nazveme ker A = {f € P|AZ = 6@} ,
3. defektem A nazveme dA = dimker A.

Vé&ta. (obraz linearniho obalu) Budte P,Q vektorové prostory nad télesem T, A € £ (P,Q). Necht Z1,...,Tp
jsou vektory z P. Pak A([Z1,...,%,],) = [AZ1, ..., AZy],.

Véta. (dimenze obrazu podprostoru) Budte P, Q vektorové prostory nad télesem T, A € £ (P,Q), P, CC P.
Pak dim A (Py) < dim P;. Specidlné h(A) = dim A (P) < dim P.
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Véta. (jednodussi ovéfeni izomorfnosti) Budte P,Q vektorové prostory nad télesem T, A € £ (P,Q), necht
dim P = dim Q < +o00. Pak A je izomorfni prdvé tehdy, kdyz A je monomorfni nebo epimorfni.

Pozndmka. Na kone¢né dimenzi je linearni zobrazeni mezi izomorfnimi prostory epimorfni, pravé kdyz je mono-
morfni. (Plati téZ pro linearni operatory.)

Véta. (prostota a jadro) Budte P, Q vektorové prostory nad télesem T, A € £ (P, Q). A je prosté prdvé tehdy,
kdyZ ker A = {6}3}

Véta. (prostota a dimenze obrazu podprostoru) Budte P, Q vektorové prostory nad télesem T, A € £ (P, Q)
monomorfismus. Pak plati, Ze

1. #1,...,%, LN v P, pak AZ1,..., AT, jsou LN v Q,
2. P, CC P, pak dim A (P1) = dim P;. Specidlné h(A) = dim P.

Véta. (hodnost sloZzeného zobrazeni) Budte P,Q,V wvektorové prostory nad télesem T, A € £ (Q,V), B €
Z (P,Q). Potom

1. h(AB) < h(B), navic je-li A prosté, pak h(AB) = h(B),

2. h(AB) < h(A), navic je-li B ,na Q % pak h(AB) = h(A).
Véta. (zadavani lin. zobrazeni) Budte P,Q vektorové prostory nad télesem T. Necht n = dim P € N, ozn.
(Z1,...,2,) bdzi P, §1,...,Un jsou vektory z Q. Pak 1A € £ (P,Q) takové, Ze AZ; = y;, Vi € n. (Linedrni
zobrazend je jednoznacné urceno pisobenim na bazické vektory.)
Matice a linearni zobrazeni

Definice. (nasobeni matic) Budte A € T" " B € T™P. Pak sou¢inem matic A a B nazveme matici A-B € T™?
definovanou:

(Vi € ) (V7 € p) [AB],; = > AuBy;.
k=1

Véta. (vlastnosti souéinu matic) Soucin matic je asociativni, distributivni vici scitdni, ale NENI komutativni.

Definice. (matice linearniho zobrazeni) Budte P,,Q,, vektorové prostory nad télesem T, X = (Z1,...,Zp)
baze P, Y = (¥1,...,Un) baze Q,. Bud A € £ (P,, Q). Definujeme matici zobrazeni A v bazich X a :

XAy = ((Afl)y [ (A«fn)y) S ",

Véta. (vlastnosti matic zobrazeni) Budte P,,Q,, vektorové prostory nad télesem T, X bdze P,, Y bdze Q.
Pak

1. VA,B € % (Py,Qm), Y(A+ B)Y =¥ AY 4¥BY,
2. Yo €T, VA€ L (Pn,Qm), Y(aA)” = a¥AY.

Véta. (matice sloZzeného zobrazeni) Budte P,, Q.,, Vs vektorové prostory nad télesem T, A € £ (Qm,Vs), B €
L (Pn,Qm). Budte X, Y, Z bdze Py, Qm, Vs. Pak plati, Ze

Y(AB)? =Y A% ¥ BY.
Definice. (matice pfechodu) Budte X, Y béze V,,. Matici pfechodu od X k ¥ nazveme YV = ((£1)y,, ..., (Zn)y)-

Soustavy linearnich algebraickych rovnic

Soustavou m linearnich algebraickych rovnic (LAR) pro n neznamych nazveme kaZzdou soustavu tvaru

anri + ai2x2 + - 4+ T, = b
a2x1  + axpry + - 4+ G, = by

)
Am1T1 +  QmoTz + - + amnT, = bm

kde ¢isla a;; a b; pro i € n jsou obecné komplexni.
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Znadceni:

e Matice
aix a2 o A1n
a1 ag2 - a2n
A= ,
aml Am2 - Amn
se nazyva matice soustavy.
e Matice
a;;  aip - a, by
. as  aze v azn bo
Gml Am2 - Amn bm
se nazyva rozsifenou matici soustavy.
b1
- ba
e Vektor b = : € C™ se nazyva sloupec pravych stran.
b?n
Z1
T2
e Vektor ¥ = . € C™, pro néjz je soustava splnéna, nazyvame feSenim soustavy.
Tn

o Jestlize b = 0, fikdme, Ze soustava je homogenni nebo bez pravé strany.
e V opafném pfipadé jde o soustavu s pravou stranou.
Pozndmka. Homogenni soustava ma vzdy alesponi jedno FeSeni Z = 0, takové FeSeni nazyvame trivialni.

Definice. (horni stupiiovity tvar) Matice A o m Fadcich a n + 1 sloupcich s prvky a;j, i € m, j € n/—i—\l, je
v hornim stuphovitém tvaru, pokud existuje | € m a indexy ki,...,k; takové, Ze 1 < k1 < ks <--- <k <n-+1la
plati, ze

1. ay, # 0 pro kazdé i €1,
2. agj :Oprokaidéieljaj<ki,
3. aij =0 pro kazdé i > 1, j€n+ 1.
Pozndmka. ReSeni soustavy provadime pomoci tprav, které nazyvame ekvivalentni:
1. zdména dvou rovnic,
2. pri¢teni nasobku jiné rovnice k vybrané rovnici,
3. nésobeni rovnice nenulovym ¢islem.

Pozndmka. Sloupce rozsifené matice soustavy s indexy ki, ks,...,k; nazyvame hlavni sloupce, ostatni sloupce
nazyvame vedlejsi.

e Soustava je feSitelnd pravé tehdy, kdyZ sloupec pravych stran je vedlejsi.

e Reseni dopocitame tak, ze nezndmé odpovidajici vedlejsSim sloupctim zvolime libovolné a zbylé neznamé jed-
nozna¢né dopocitame.

e Soustava ma jediné feSeni, pravé kdyZz mé matice soustavy jen samé hlavni sloupce a sloupec pravych stran
je vedlejsi.
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Frobeniova véta
Definice. (hodnost matice) Bud A € 7™ ™. Hodnosti A nazveme h (A) = dim [A.1,Ao,...,A,],.

Véta. (hodnost linearniho zobrazeni a jeho matice) Budte A € £ (P,,Qm), X bdze P,, Y bdze Qn,. Pak
h(A) = h(*AY).

Véta. (Frobeniova) Budte A € T™", beT™. Pak pro soustavu linedrnich algebraickych rovnic AZ = b plati, Ze
1. TeSend existuje prdve tehdy, kdyZ h(A) = h (A|g),
2. So :={Z € T"|AZ = 0}, pak So CC T™ a dimSy =n — h(A),

3. pokud h(A) = h (A|g), pak pro mnoZinu vsech Fefeni S = {JZ" e TMAZ = 5} plati, 2e S = d + Sy, kde d je

partikuldrni Feseni (Ad = b).
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9 Hermitovské operatory a kvadratické formy, skalarni soucin a ortogo-
nalita, nerovnosti

Hermitovské a kvadratické formy

Definice. (hermotivska forma) Necht V je vektorovy prostor nad télesem 7. Zobrazeni h : V x V — T nazveme
hermitovskou formou pokud plati, ze

1. hermitovskost: (VZ,5 € V) (h (Z,9) = h (¥, s??')),

2. linearita v prvnim argumentu: (VZ, 7,2 € V,a € T) (h (aZ + ¥, 2) = ah (Z,2) + h (¥, 2)).
Diagonalou hermitovské formy nazyvame zobrazeni Q : V' — T definované pro kazdé & € V jako Q (%) = h (Z,Z).
Véta. (vlastnosti) Bud'V je vektorovy prostor nad télesem T, h hermitovskd forma na V, Q jeji diagondla. Pak
VEZ,i,Z € V,a € T plati, Ze

1. antilinearita ve druhém argumentu: h (Z,ay + ) = ah (Z,9) + h (T, 2),

2. Q (%) eR,

5. Qad) = laf Q (@),

4. Q(Z+9) = Q(Z) +2Re (h(Z,7)) + Q (¥) ,

5. rovnobéznikovd rovnost: Q (Z+9) + Q (Z —9) =2 (Q(¥) + Q (¥)),

6. polarizacni identity:

proT =R

proT =C
Lo 1 L o 1 o L
h(@9) =1 @QE@+9) -QE-9)+ (QE+w) - Q& —w).
Definice. (nulprostor) Bud V je vektorovy prostor nad télesem 7', h hermitovska forma na V. Nulprostorem h

nazveme mnozinu

Ny, ={ZeV|h(Z,5)=0,V5eV}.

Nulitou formy h pak rozumime dim Nj,. Navic h nazyvame reguléarni pravé tehdy, kdyz dim N, = 0, jinak je h
singularni.

Véta. (o nulprostoru) Bud'V je vektorovy prostor nad télesem T, h hermitovskd forma na V. Pak N CC V.

Definice. (polarni baze) Necht V,, je vektorovy prostor nad télesem T a h je hermitovska forma na V,, a necht
A= (d,...,d,) je baze V,,. Jestlize h (d;, dj) = 0 pro kazdé i, j € i, ¢ # j, pak A nazveme polarni bazi hermitovské
formy h.

Definice. (kvadratickd forma) Bud V je vektorovy prostor nad télesem T, @ : V — T. Rikame, Ze Q je
kvadratickou formou, pokud existuje hermitovskéa forma h takova, ze Q je jeji diagonédlou. Takovou h pak nazyvame
polarou Q. Polarni bazi, nulprostorem a nulitou ) rozumime polarni bazi, nulprostor a nulitu h. Dale @ je regularni
pravé tehdy kdyz h je regulérni.

Véta. (zakon setrva¢nosti kvadratickych forem) Bud'V,, je vektorovy prostor nad télesem T, Q kvadratickd
forma na V,, a A = (dy,...,d,) poldrni bize Q. Oznaéme p,q,r pocty kladnijch cisel, zdpornych éisel a nul v po-
sloupnosti (Q (dy) ,...,Q (dy,)). Pak (p,q,r) nezdvisi na volbé bdze.

Definice. (index setrva¢nosti, signatura kvadratické formy) Cisla p, resp. q z predeslé véty nazyvame klad-
nym, resp. zapornym indexem setrvacnosti kvadratické formy. Signaturou @) nazyvame trojici ¢isel sg(Q) = (p, q,r)
a hodnosti @) rozumime h (Q) = p + q.
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Definice. (charakter kvadratické formy) Bud V je vektorovy prostor nad télesem T, @ kvadratickda forma
na V. Rikdme, Ze (Q mé charakter:

1. pozitivné definitni: VZ # 0 € V, Q (&) > 0,
2. pozitivné semidefinitnf: VZ # 0 € V, Q (Z) > 0 a soudasné 3y € V, Q (Z) =0,
negativné definitni: V& # 0 € V, Q (Z) < 0,

negativné semidefinitni: VZ # 0 € V, Q (&) < 0 a soucasné 3%, € V, Q (Zy) =0,

oro W

indefinitni: 37,75 € V, Q (&) > 0a Q (Z2) < 0.

Skalarni soucin a ortogonalita

Definice. (skalarni sou¢in) Bud V je vektorovy prostor nad télesem 7. Zobrazeni (-|-) : V x V' — T nazveme
skalarnim souc¢inem, jestlize (-|-) je hermitovskou formou s pozitivné definitni diagonalou. To znamené:

1. hermitovskost: VZ, 7 € V, (Z|y) = (§]Z),
2. linearita v prvnim argumentu,
3. pozitivni definitnost: VZ € V, (Z|Z) > 0 a soucasné (Z|Z) = 0 < & = 0.
Definice. (norma) Normou nazveme zobrazeni ||-|| : V' — T definované V& € V predpisem |Z|| = \/(Z|Z).

Definice. (prehilbertiv prostor) Vektorovy prostor V nad télesem T se skalarnim souinem (:|-) znacime H
a nazyvame prehilbertovym.

Definice. (ithel) Budte H nad R a 7,5 € H, &,7 # 0. Pak thlem mezi Z a ¢ rozumime &slo

(]7)

Iy

© = arccos
Definice. (ortogonalita) Vektory &1, ..., &, € H nazveme ortogonalnimi, pokud (Vi,j € n,i # j5)((Z|Z;) = 0).
Dale fikdme, Ze jsou ortonormalni, pokud (Z;|Z;) = &;;.
Véta. (linearni nezavislost OG vektori)

Véta. (sourfadnice v OG bazi) Necht H,, je vektorovy prostor nad télesem T. Necht X = (&1,...,%,) je OG
bize v H,,. Potom pro kazdé ¥ € H,, plati, Ze

Definice. (Fourierovy koeficienty) Necht #,, je vektorovy prostor nad télesem 7. Necht X = (&1,...,%,) je
ON baze v H,,. Pak soufadnice vektori v bazi X nazyvame Fourierovymi koeficienty v bazi X.

Vé&ta. (Pythagorova) Necht H je vektorovy prostor nad télesem T. Necht Z,i € H jsou OG vektory. Potom plati,
Ze
I 12 12
12+ glI” = (121" + 191" -

Véta. (Gram-Schmidtova) Necht H je vektorovy prostor nad télesem T. Necht Z1,...,%, jsou LN vektory z H.
Pak existuji OG (i ON) vektory 41, ..., ¥n takové, Ze [Z1,...,Zk]\ = [Uh, ..., Uk|\ pro kaZdé k € n.

Pozndmka. Vzorec ortogonalizatniho procesu:

k - -
L (Triali) -
Yk+1 = Th+1 — Z — .2 Y
i=1 ||yz||
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Nerovnosti

Vé&ta. (Cauchy-Schwartzova nerovnost) Bud H vektorovy prostor nad télesem T a &,

[(Zg)| < [1Z] 171l -

Rovnost nastdivd prave, kdyz jsou vektory T a i linedrné zdvislé.

Véta. (trojahelnikova nerovnost) Bud H vektorovy prostor nad télesem T a &, 5 € H.

12+ 71| < [|Z]] + [|71] -
Rovnost nastdvd pravé, kdyz Ja > 0 takové, Ze & = ay nebo § = oZ.
Véta. (Besselova nerovnost) Nechl H je vektorovy prostor nad télesem T. Necht I,

z H. Pak pro kazdé © € H plati, Ze
k

N =112
> @z < 12)1*.

i=1
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10 Linearni operatory a c¢tvercové matice, determinant, vlastni cisla,
diagonalizovatelnost, normalni operatory

Definice. (linearni operator) Bud V vektorovy prostor nad télesem T
e Linearni zobrazeni A € £ (V,V) = £ (V) nazveme linearni operator.
e £ (V,T) = V¥ nazveme dualni prostor k V. Prvky duélniho prostoru nazyvame funkcionaly.

Definice. (¢tvercova matice, regularni) Matici A € T™" nazyvame Ctvercova. Dale Fikime, Ze matice A je
regularni, pokud h (A) = n. Jestlize matice neni regularni, fikdme, Ze je singularni.

Véta. (izomorfismus a regularni matice) Necht A € L (P,,Qy), kde P,, Q, jsou vektorové prostory nad té-
lesem T. Oznacme X bizi P, a) bizi Q,. Potom A je izomorfismus (reguldrni operdtor) pravé tehdy, kdyz *AY
je requldrni matice.

Pozndmka. Dale je mozné do této sekce zafadit téz néjaka tvrzeni ze sekce o lineadrnich zobrazenich.

Determinant

Definice. (permutace) KaZdou bijekci 7 : n — 7 nazyvame permutaci na 7. MnoZinu vSech permutaci na n
znacime S,,.

Definice. (inverze, znaménko permutace) Bud = € S,,. Pak inverzi v 7 nazveme kazdou uspofadanou dvojici
(1,9), 1,5 € n, spliwjict: i < j A7 (i) > 7 (j). Polet inverzi v 7 zna¢ime I,. Znaménkem permutace m rozumime
¢islo sgn(m) == (—1)"". Jde o sudou permutaci, jestlize sgn(m) = 1, a lichou, jestlize sgn(r) = —1.

Definice. (transpozice) Necht n > 2 ai,j € i, i # j. Transpozici &isel ¢ a j nazveme permutaci 7;; spliiujici:

ry(K) = kproitk+Aj,
Tij (]) = ia
T (1) = J.

Véta. (znaménko transpozice) KaZdd transpozice je lichd permutace.
Véta. (znaménko sloZzené permutace) Budte 7, p € S,,. Pak plati, Ze
sgn (7 0 p) = sgn(r)sen(p).

Definice. (determinant matice) Necht A € T™". Pak determinantem matice A nazveme ¢islo

det A = Z Sgnﬂ_AlTr(l)A27r(2) T Anﬂ'(n)'
TES

S¢itance v sumé nazyvame ¢leny determinantu.
Véta. (determinant transponované matice) Necht A € T™". Pak det A = det AT,

Definice. (horni a dolni trojahelnikova matice) Necht A € T™"™,

e Matici A nazveme horni trojahelnikovou matici, pokud pro kazdé i, j € 7, kde ¢ > j, plati, ze A;; = 0. (Matice
mé pod diagonalou nuly.)

e Matici A nazveme dolni trojuhelnikovou matici, pokud pro kazdé i, j € n, kde i < j, plati, ze A;; = 0. (Matice
ma nad diagonélou nuly.)

Véta. (determinant trojahelnikovych matic) Necht A € T™™ a A je horni & dolni trojihelnikovd. Pak
det A = AllAQQ cee Ann

Véta. (fadkové a sloupcové upravy determinanti) Bud A € T™". Pak plati, Ze

1. Vznikne-li B vyndsobenim nékterého fddku (sloupce) matice A cislem o € T, pak det B = avdet A.
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Je-li néktery rdadek (sloupec) A nulovy, pak det A = 0.
Vznikne-li B prohozenim dvou 7ddki (sloupcii) matice A, pak det B = — det A.
Md-li A dva 7ddky (sloupce) stejné, pak det A = 0.

SR

Oznacéme A = (61 6i_1 ]76@,.1 Ein) alB = ((3:1 (_1'1'_1 lfﬁﬂ.l Ein) Pak
detA+detB =det (@ ... di—1 (P+q) dix1 ... dn). Analogicky pro Tdidky.

6. Pricteme-li k jednomu fddku (sloupci) matice A libovolng ndsobek jiného Fddku (sloupce), determinant se ne-
2ment.

Disledek. Bud A € T™" a o € T. Potom det (aA) = a™ det A.

Definice. (n-linearni forma, antisymetricka forma) Necht V je vektorovy prostor nad télesem 7T'. Pak zobra-
zenfw:V xV x...xV — T nazveme:

e n-linearn{ formou na V, jestlize pro kazdé ¥/, 2, 1, Z2,..., %, € V a a € T a pro kazdé i € n plati, ze
w(fl,fz, .. ,fi_l,agj'—i— Z,fi+1, .. ,fn) = Qw (fl,fg, .. 751'—17 _., _.H_l,. R _'n)
-l—w(fhfg,...,fi,hg, _'i+17--~afn)7
e antisymetrickou formou na V', pokud pro kazdé ¥y, 2, ..., T, € V a pro kazdé i,j € n, ¢ # j, plati, Ze
W(fl,fz,...,fi,...fj,...,fn):7’[0(5?1,.’32,...,fj,...fi,...,fn).

Dusledek. Nahlizime-li na determinant jako na funkci sloupct matice, pak se jednd o n-linedrni antisymetrickou
formu na T™.

Lemma. (fadkové upravy jako nasobeni matici) Bud A € T™". Pfedpoklidejme, e M vznikla z jednotkové
matice I, néjakou ekvivalentni Fddkovou dpravou. Pak plati, Ze det (MA) = det M det A.

Véta. (ekvivalentni fadkové tpravy a determinant matice) Bud A € T™". Pfedpoklidejme, Ze M vznikla z
jednotkové matice I, konecnym pocétem ekvivalentnich vddkovijch tdprav. Pak det (MA) = det M det A.

Véta. (regularni matice a determinant) Bud A € T™"™. Potom A je regquldrni, prdvé kdyz det A # 0.

Véta. (determinant sou¢inu matic) Budte A,B € T™". Pak plati, Ze
det (AB) = det A det B.

Véta. (determinant inverzni matice) Bud A € T™"™ reguldrni matice, pak plati, Ze

1

det (Ail) = m

Definice. (algebraicky doplnék) Bud A € T7™", kde n > 1. Ozna¢me A7) matici, ktera vznikne z A vyskrtnutim
i-tého fadku a j-tého sloupce. Pak ¢islo o N
Dij = (—1)Z+] det A(’L’j)

nazveme algebraickym dopliikem prvku A;;.
Véta. (rozvoj determinantu podle fadku, sloupce) Bud' A € T™", n > 1. Pak plati, Ze pro kaZdé i € n :
det A = En:AijDij (rozvoj podle i-tého Tddku,).
j=1
Respektive pro kazdé j € n: .
det A = Z A;;D;;  (rozvoj podle j-tého sloupce).

=1
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Definice. (adjungovana matice) Bud A € T™", n > 1. Adjungovanou matici k A nazveme matici A*Y spliujici
pro kazdé i, j € n:
adj]  _
[A*], = D
Véta. (inverzni a adjungovana matice) Bud’ A € T™" n > 1. Pak

1. plati, Ze rovnost (det A)T = AVA,

- ) Lo S oooa—1 _ 1 dj
2. je-li navic A reguldrni, pak plati, Ze A~ = 5 A,

Véta. (Cramerovo pravidlo) Bud A € T"™, n > 1, a b e T". Pokud A je reguldrni matice, potom pro kazZdé
j €n je j-td slozka FeSeni soustavy AT = b rovna:

L. _ detBY
7 detA

kde matice BY) vznikne z matice A nahrazenim j-tého sloupce vektorem b.
Definice. (subdeterminant) Bud A € T™", necht &sla i1,14,...,4 € M a j1, j2, ..., J; € 1 spliuji:

1<ii<ic<...<ipx<m a 1<j1<jo<...<ji<n.

Pak matici A < ;.1’ ;2’ o ’Z]k > ,jez vznikla z A zachovanim pouze téch prvku, které maji fadkovy index z {i1, 2, ..., %}
15J25-+5J1
a zaroven sloupcovy index z {ji, jo2, - . ., ji }, nazveme submatici matice A. Je-li submatice ¢tvercova fadu k, pak jeji

determinant nazveme subdeterminantem fadu k& matice A.

Vé&ta. (hodnost a subdeterminant) Bud A € T™™. Pak h (A) = k, prdvé kdy? existuje nenulovy subdeterminant
matice A Fdadu k a zdroveni je kazdy subdeterminant vyssiho 7adu nulovy.

Definice. (determinant operatoru) Necht V;, je vektorovy prostor dimenze n nad t&lesem T'. Necht X je libovolna
baze prostoru V;, a A € £ (V,,). Pak determinant operatoru A zna¢ime det A := det* A.

Pozndmka. Pro operétory plati, Ze podobna tvrzeni s determinanty jako pro matice.

Vlastni ¢isla

Definice. (vlastni &isla, vektory) Bud A € C™™. Cislo A € C nazveme vlastnim ¢slem matice A, pokud existuje
vektor £ € C", ¥ # 0, takovy, Zze AZ = AZ. Vektor & nazveme vlastnim vektorem matice A pfislusSnym vlastnimu
¢islu A. MnoZinu vlastnich ¢isel matice A nazveme spektrem matice A a znadime o (A). Vlastnim podprostorem
matice A prislusnym vlastnimu ¢islu A rozumime Py = {Z € C"|AZ = AT}, tj. P\ je mnozina vlastnich vektori A
prislusnych A s pfiddnim nulového vektoru.

Véta. (LK vlastnich vektord) Budte A € C™", X\ € 0 (A). Pak Py CC C". Navic {AZ|Z € Py} C Px.

Definice. (geometricka nasobnost) Budte A € C™*", A € o (A). Potom geometrickou nasobnosti vlastniho &isla
A nazveme v, (A) = dim P;.

Definice. (charakteristicky polynom) Bud A € C™". Zobrazeni ps : C — C definované pro kazdé t € C jako
pa (t) = det (A — ¢I) nazyvame charakteristickym polynomem matice A.

Véta. (Vlastnosti charakteristického polynomu) Necht py je charakteristicky polynom matice A € C™™.
Potom plati, Ze

1. pa je polynom,
2. stuperi py je n a koeficient u nejoyssiho stupné t™ v py (t) je (—1)",

3. konstantni ¢len polynomu pp je roven det A.

Véta. (vlastni ¢isla a charakteristicky polynom) Bud A € C™™. Pak )\ € o (A), prdvé kdyz ps (\) = 0.
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Definice. (algebraickd nasobnost) Bud A € C™™, A € o (A). Algebraickou nasobnosti v, (A) vlastniho ¢isla A
nazveme nasobnost A jakoZzto kofene charakteristického polynomu py.

Véta. (vlastni ¢isla a determinant) Necht A1, Ao, ..., A\ jsou vSechna vzdjemné riznd vlastni ¢isla matice
A € C™™. Pak plati, Ze
det A = Ny \pad2) o yra(e),

Véta. (vlastni ¢isla a regularita matice) Bud A € C™". Matice A je requldrni, prdvé kdyz 0 ¢ o (A).

Véta. (vlastni ¢isla trojuhelnikové matice) Bud A € C™™ horni nebo dolni trojihelnikovd matice. Pak vlastni
¢isla jsou rovna jejim diagondlnim prvkim.

Véta. (algebraicka a geometricka nasobnost) Bud A € C™". Pak pro kaZdé X € o (A) plati, Ze vg (X) > vy (N).

Véta. (LN vlastnich vektori) Bud' A € C™™. Necht A1, Aa, . .., A\, jsou vzdjemné riznd vlastni éisla a Tv, s, . . ., Tk
jsou jim prislusné vlastni vektory matice A. Pak ¥y, Ts,..., T jsou LN.

Véta. (baze z vlastnich vektord) Bud A € C™". V prostoru C™ existuje baze z vlastnich vektord matice A prdvé
tehdy, kdyz pro kazdé \ € o (A) plati, Ze vg (A) = vy (N).

Pozndmka. Méame-li X sestavenou z béaze z vlastnich vektord piislusnych A1, Ao, ..., Ay, tedy
A O ... 0
0 X ... O
AX =X . . .
0o 0 ... X\,

Tim jsme pfevedli matici A na diagonalni A = XDX ',

Diagonalizovatelnost

Definice. (podobnost matic) Budte A,B € C™". Rekneme, 7e matice A je podobna matici B, pokud existuje
regularni matice X fadu n takova, ze A = XBX L.

Pozndmka. Podobnost je relace ekvivalence na mnoziné ¢tvercovych matic fadu n.

Véta. (vlastnosti podobnych matic) Budlie A,B € C™™ a A je podobnd B.

1. Pak py = pg, tedy i o (A) = o(B) a v2(\) = v2(\) pro kazdé X\ € o (A), kde v2 (N\) znaci algebraickou
ndsobnost ¢isla A pro matici A, podobne I/B (M) pro IB.

2. Je-li A € o (A), pak I/g (A) =vg (N).

3. Potom det A = detB a Tr(A) = Tr(B).

Pozndmka. Bud A,B € C™". Plati, ze AT je podobna matici A. Je-li A podobna B, pak AT je podobna B” a A~!
je podobna B~!, pokud existuji. Navic jsou si podobné i v mocninéch. Je-li alespoii jedna z matic regularni, pak
AB je podobna BA.

Definice. (diagonalizovatelnost) Bud A € C™™. Potom matici A nazveme diagonalizovatelnou, pokud je po-
dobné diagonalni matici, tj. existuji matice D diagonalni a X regularni tak, ze A = XDX L.
Vé&ta. (diagonalizovatelnost a baze z vlastnich vektord) Bud A € C™™. Pak matice A je diagonalizovatelnd

prdavé tehdy, kdyz v C™ existuje bdze z vlastnich vektori A.

Véta. (diagonalizovatelnost a nasobnosti) Bud A € C™". Pak matice A je diagonalizovatelnd prdve tehdy,
kdyz pro kazdé X € o (A) plati, Ze v, (A) = vy (N).

Véta. (Hamiltonova-Caleyho) Bud A € C™"™. Pak matice A je kofenem svého charakteristického polynomu.

Pozndamka. Podobné véty plati, Ze pro operédtory avsak s ohledem na to, Ze vSechna vlastni ¢isla musi byt z télesa.
Navic vlastni podprostor ¢islu A ziskame jako Py = ker (A — AI). Dale se operator diagonalizuje pfevodem do béze
z vlastnich vektorti. Tedy baze ) takova, Ze YA je diagonalni matice. Operator je diagonalizovatelny, pravé kdyz
v8echna jeho vlastni ¢isla jsou z télesa a algebraické nasobnosti se rovnaji geometrickym.
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Normalni operatory a matice

Véta. (Rieszova) Necht je dan vektorovy prostor H, nad télesem T. Je-li ¢ € (Hn)#

vektor § € H,, takovy, Ze ¢ (Z) = (Z|Y) pro kazdé & € H,,.

, pak ezistuje prdvé jeden

Definice. (sdruzeny operator) Necht je dan vektorovy prostor H, nad télesem T a A € £ (H,). Pokud
B e ¥ (H,) a B spliwje pro kazdé Z,§ € H,, vztah:

(AZ|g) = (Z|BY) ,
pak B nazveme sdruZenym operatorem k A a znac¢ime A*.
Pozndmka. Neché se ukazat existence a jednozna¢nost, proto ma smysl dédvat sdruzenému operatoru néjakou znacku.

Véta. (matice sdruzeného operatoru) Necht je ddn vektorovy prostor H, nad télesem T. Necht A € £ (Hy,),
X je ON bdze H,,. Pak plati, Ze

H
Pozndmka. Horni index H znac¢i hermitovské sdruzeni, jedné se o operaci transponace a komplexniho sdruzeni.

Pozndmka. Pro determinant sdruzeného operatoru plati, Ze det A* = det A. Podobné spektrum sdruzeného opera-
toru je komplexnim sdruzenim toho pivodniho.

Definice. (normalni, hermitovsky, unitarni operator) Necht je dan vektorovy prostor H,, nad t&lesem C
a necht je dan operator A € £ (H,,).

e Pokud AA* = A* A, pak A nazveme normalnim.
e Pokud A = A*, pak A nazveme hermitovskym.

e Pokud AA* = I, pak A nazveme unitarnim.

Pozndmka. V pripadé, Ze jsme nad redlnym télesem, pouzivime misto pojmu hermitovsky pojem symetricky a na-
misto unitarni pojem ortogonalni.

Pozndmka. Podobné pro matice. AAT = AH A je normalni matice atd.

Véta. (normalni operatory a normalni matice) Necht je ddn vektorovy prostor H, nad télesem C. Nechl
Ae L (M) a X je ON bize v Hy,.

1. A je normdlni operdtor, pravé kdyz *A je normdini matice.
2. A je hermitovsky operdtor, prdvé kdyz *A je hermitovskd matice.
3. A je unitdrni operdtor, pravé kdyZ YA je unitdrni matice.

Lemma. Necht je ddn vektorovy prostor H, nad télesem C. Necht A € £ (H,) a A je hermitovsky operdtor.
Jestlize (AZ|Z) = 0 pro kazdé & € H,,, pak A= 0.

Vé&ta. (charakterizace normalnich operatord) Necht je ddin vektorovy prostor H, nad télesem C a A €
Z (Hy). Pak A je normding, prdavé kdyz | AZ|| = ||A*Z| pro kazdé & € H,,.

Vé&ta. (vlastni vektory normalnich operatort) Necht je ddn vektorovy prostor H,, nad télesem C a A € L (Hy,)
je normdlni. Pak plati, Ze

1. M€ o (A) a ¥ je vlastni vektor A prislusny X, pravé kdyz X € o (A*) a T je vlastni vektor A* prislusny \.
2. Vlastni vektory piislusné riznym vlastnim ¢islim jsou na sebe kolmé.

Véta. (diagonalizovatelnost normalnich operatort) Necht je ddn vektorovy prostor H, nad télesem C a
A e L (Hy). Je-li A normdlni operdtor, pak A je diagonalizovatelny.

Véta. (normalni operatory a ON baze z vlastnich vektort) Necht je ddn vektorovy prostor H, nad télesem
CaAecZ(H,). Pak A je normdlni, prdavé kdyz v H, existuje ON bdze z vlastnich vektori.
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